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Для опису топологiчних властивостей функцiй на двовимiрних многовидах використовує-
ться iнварiант, що називається графом Рiба. У випадку простих функцiй Морса на замкну-
тих орiєнтованих двовимiрних многовидах, це повний топологiчний iнварiант для пошаро-
вої еквiвалентностi. У разi неорiєнтованого двовимiрного многовиду, а також многовидiв
з межею потрiбна додаткова iнформацiя для побудови повного топологiчного iнварiанта.
Якщо лiнiйний порядок заданий на множинi вершин, то вiн стає повним топологiчним
iнварiантом вiдносно топологiчної еквiвалентностi.

У роботi отримана топологiчна класифiкацiя функцiй Морса та функцiй корозмiрностi
1 на проєктивнiй площинi. У цих випадках граф Рiба є орiєнтованим кореневим деревом.
Отримано аналiтичний вираз для кiлькостi орiєнтованих графiв Рiба з коренем. Для фун-
кцiй корозмiрностi 1 для фiксованої кiлькостi критичних точок побудованi всi можливi
графи Рiба.

Нехай M – гладкий замкнений двовимiрний многовид, f : M → R – гладка функцiя.

Означення 1. Невиродженою критичною точкою називається критична точка x ∈M ,
якщо в деяких локальний координатах x1, x2 матриця

H =

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)
є невиродженою.

Означення 2. Функцiя Морса – це гладка функцiя f : M → R, у якої всi критичнi
точки є невиродженими.

Означення 3. Функцiя Морса називається простою, якщо всi її критичнi точки ле-
жать на рiзних рiвнях, тобто f(p) 6= f(q), якщо p 6= q, в iнакшому випадку – складною.

Означення 4. Компоненти лiнiї рiвня f−1(y) функцiї Морса називається шаром.

Означення 5. Двi функцiї Морса називаються пошарового еквiвалентними, якщо
iснує гомеоморфiзм поверхнi на себе, який переводить шари однiєї функцiї в шари iншої,
а також локальнi мiiнiмуми на локальнi мiнiмуми.

Означення 6. Фактор-простiр M/ ∼ з орiєнтацiєю ребер вiдповiдно до напрямку зро-
стання функцiї називається графом Рiба, де f : M → R – функцiя Морса, x1 ∼ x2, якщо
x1 i x2 належать одному шару. Графи Рiба розглядаються з урахуванням iзоморфiзму
орiєнтованих графiв.

Теорема 1. Граф Рiба простої функцiї Морса на проєктивнiй площинi має такi вла-
стивостi:

1. граф є деревом;
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2. граф має одну вершину валентностi 2, iншi вершини мають ступенi 1 або 3;

3. лише вершини ступеня 1 є джерелами та стоками.

Теорема 2. Двi простi функцiї Морса на RP 2 є пошарово еквiвалентними тодi i
тiльки тодi, коли їх графи Рiба iзоморфнi.

Теорема 3. Число Kk орiєнтованих графiв Рiба з коренем та k сiдловими точками
можна обчислити за допомогою наступних рекурсивних формул: для парного k = 2n

K2n = 3
(
K0K2n−1 +K1K2n−2 + · · ·+Kn−1Kn

)
;

для непарного k = 2n+ 1

K2n+1 = 3
(
K0K2n +K1K2n−1 + · · ·+Kn−1Kn+1

)
+

3K2
n +Kn

2
.

Теорема 4. Кiлькiсть Nk топологiчно нерiвносильних простих функцiй Морса на
RP 2 можна обчислити за допомогою наступної формули:

Nk = K0Kk−1 +K1Kk−2 + · · ·+Kk−1K0
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