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Нехай D — область у комплекснiй площинi C, тобто зв’язна i вiдкрита пiдмножина C.
Вiдображення f : D → C називається вiдображенням зi скiнченним спотворенням, якщо
f ∈ W 1,1

loc (див. означення простору Соболєва W 1,1
loc на с. 8 в [1]) i

‖f ′(z)‖2 6 K(z) · |Jf (z)|,

де ‖f ′(z)‖ = |fz| + |fz|, Jf (z) = |fz|2 − |fz|2 — якобiан вiдображення f та K(z) — деяка
майже скрiзь скiнченна функцiя. Тут i надалi fz = (fx+ify)/2, fz = (fx−ify)/2, z = x+iy,
fx i fy — частиннi похiднi вiдображення f по x та y, вiдповiдно.

Нехай f : D → C — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням, z0 ∈ D та p > 1.
Покладемо

Dp,f (z, z0) =
|fθ(z0 + reiθ)|p

rp|Jf (z0 + reiθ)|
,

де fθ — частинна похiдна f по θ у полярнiй системi координат (r, θ), якщо z = z0 +reiθ ∈ D
є точкою регулярностi вiдображення f , та Dp,f (z, z0) = 0 в iнших випадках. Величина
Dp,f (z, z0) називається p-кутовою дилатацiєю вiдображення f у точцi z вiдносно точки
z0, z 6= z0.

Нехай Ω ⊂ C — вимiрна множина та 1 6 p <∞. Тодi через Lp(Ω) позначають простiр
вимiрних за Лебегом функцiй u : Ω → R таких, що

∫
Ω

|u(z)|p dxdy < ∞. Норма у просторi

Lp(Ω) визначається за формулою ‖u‖p =

(∫
Ω

|u(z)|p dxdy
)1/p

.

Для точки z0 ∈ C покладемо

A(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2},

S(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| = r}, B(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| < r}.

Нехай D — область у комплекснiй площинi C та z0 ∈ D. Тодi будемо позначати
dist (z0, ∂D) = inf

z∈∂D
|z − z0|.

Нижче наведенi степеневi оцiнки спотворення вiдстанi при гомеоморфiзмах зi скiнчен-
ним спотворенням, див. теорему 6.1 та наслiдок 6.1 в [2].

Теорема 1. Припустимо, що f : D → C — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворен-
ням. Якщо для деякої точки z0 ∈ D та чисел p > 2, λ > 1, σ > 0 i Cz0 > 0 виконується
умова

εσ
λε∫
ε

dr

‖Dp,f‖ 1
p−1

(z0, r)
> Cz0
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для будь-якого ε ∈ (0, δ0) , δ0 ∈
(

0, dist (z0,∂D)
λ2

)
, де

‖Dp,f‖ 1
p−1

(z0, r) =

 ∫
S(z0,r)

[Dp,f (z, z0)]
1
p−1 |dz|


p−1

,

то
|f(z)− f(z0)| 6 ν0C

− 1
p−2

z0 |z − z0|
σ
p−2

для всiх z ∈ B(z0, δ0), де ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд p, λ i σ.

Наслiдок 1. Припустимо, що f : D → C — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворе-
нням, z0 — деяка точка областi D, p > 2 та α > 2

p−2
. Якщо Dp,f (z, z0) ∈ Lα(B(z0, δ0)),

δ0 ∈
(

0, dist (z0,∂D)
4

)
, то

|f(z)− f(z0)| 6 ν0‖Dp,f (z, z0)‖
1
p−2
α |z − z0|1−

2
α(p−2)

для всiх z ∈ B(z0, δ0), де ‖Dp,f (z, z0)‖α =

( ∫
B(z0,δ0)

Dα
p,f (z, z0) dxdy

) 1
α

є нормою у просторi

Lα(B(z0, δ0)) та ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд p i α.

Нижче наведено логарифмiчну оцiнку спотворення вiдстанi при гомеоморфiзмах зi
скiнченним спотворенням, див. теорему 7.1 у [2].

Теорема 2. Нехай p > 2, z0 ∈ D. Припустимо, що f : D → C — гомеоморфiзм зi
скiнченним спотворенням, ‖Dp,f‖ 1

p−1
(z0, r) 6= ∞ для майже всiх r ∈ (0, dist (z0, ∂D)) та

iснують числа Cz0 > 0, κ ∈ [0, p
p−1

) такi, що для будь-яких 0 < ε1 < ε2 < dist (z0, ∂D)
виконується умова ∫

A(z0,ε1,ε2)

D
1
p−1

p,f (z, z0) dxdy

|z − z0|
p
p−1

6 Cz0 lnκ
(
ε2

ε1

)
.

Тодi для всiх z ∈ B(z0, δ0), δ0 ∈
(
0,min{1, dist4 (z0, ∂D)}

)
, виконується нерiвнiсть

|f(z)− f(z0)| 6 ν0C
p−1
p−2
z0 ln−

p−κ(p−1)
p−2

1

|z − z0|
,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд p i κ.
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