
International Conference of Young Mathematicians
The Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine

June 3–5, 2026, Kyiv, Ukraine

Функцiя канторiвського типу, означена в термiнах
ланцюгового As-зображення чисел

С. П. Ратушняк
Iнститут математики НАН України, Київ, Україна

Український державний унiверситет iменi Михайла Драгоманова, Київ, Україна
ratush404@gmail.com

Нехай 1 < s – фiксоване натуральне число, As ≡ {e0s, e1s, ..., e[s−1]s} – алфавiт,
де (e0s, e1s, ..., e[s−1]s) – набiр дiйсних чисел, таких що 0 < e0s < e1s < ... < e[s−1]s,
Ls ≡ As × As × . . . – простiр послiдовностей елементiв алфавiту As.

Розглядається множина значень усiх нескiнченних ланцюгових дробiв вигляду

1/a1 + 1/a2 + ...+ 1/an + ... ≡ [0; a1, a2, ..., an, ...]
As , (an) ∈ Ls.

Ланцюговi дроби такого вигляду називаються As-дробами. Очевидно, що

min
an∈As

[0; a1, ..., an, ...]
As = [0; (e[s−1]s, e0s)]

As ≡ d0s, max
an∈As

[0; a1, ..., an, ...]
As = [0; (e0s)]

As ≡ d1s.

Теорема 1. [4] Система зображення (кодування) чисел вiдрiзка [d0s; d1s] ланцюговими
As-дробами має нульову надлишковiсть (лише злiченна множина чисел вiдрiзка [d0s; d1s]
має лише два зображення) тодi i лише тодi, коли елементи алфавiту As утворюють
арифметичну прогресiю з рiзницею ds ≡ d1s − d0s.

Зазначимо, що у випадку, коли s = 2 (див. [1, 2]), то необхiдною i достатньою умовою
нульової надлишковостi системи кодування є умова e02 · e12 = 1

2
; якщо s = 3 (див. [3]),

то необхiдною i достатньою умовою нульової надлишковостi системи кодування є умова
2e13 = e03 + e23.

Якщо виконуються умови теореми 1, то числа, якi мають два зображення (As-бiнарнi)
вичерпуються числами вигляду

[0; a1, a2, ..., an−1, eis, (e[s−1]s, e0s)]
As = [0; a1, a2, ..., an−1, e[i−1]s, (e0s, e[s−1]s)]

As , i ∈ {1, 2, ..., s−1}.

Решта чисел вiдрiзка [d0s; d1s] мають єдине зображення i називаються As-унарними.
Зображення числа x ланцюговим As-дробом [0; a1, a2, ..., an, ...]

As можна перекодувати
засобами класичного s-кового алфавiту {0, 1, 2, ..., s− 1}:

[0; a1, a2, ..., an, ...]
As = x = ∆As

α1α2...αn..., де eαns = an ∀n ∈ N.

Основним об’єктом розгляду є функцiя f , означена рiвнiстю

f(x = ∆A3
α1α2...αn...) = ∆A2

β1β2...βn...
, αn ∈ {0, 1, 2}, βn ∈ {0, 1}, (1)

β1 =

[
α1 + 1

2

]
, βn =


[
αn+1

2

]
, якщо αi 6= 1 ∀i < n,

1, якщо αi 6= 1 ∀i < n− 1, αn−1 = 1,

1− βn−1, в рештi випадкiв,
n > 1,

де [x] = max{n ∈ Z : n ≤ x}.
Оскiльки f(∆A3

α1...αn−1αn(20)
) = f(∆A3

α1...αn−1[αn−1](02)), то означення функцiя f рiвнiстю (1)
є коректним.
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Теорема 2. Функцiя f є неспадною. Множиною несталостi функцiї f є досконала
нiде не щiльна множина канторiвського типу

C = C[A3; {0, 2}] = {x : x = ∆A3
α1α2...αn..., αn ∈ {0, 2}, n ∈ N}.

Наслiдок 1. Мiра Лебега об’єднання промiжкiв сталостi функцiї f дорiвнює d3.

Теорема 3. Функцiя f є неперервною функцiєю канторiвського типу, тобто непе-
рервною вiдмiнною вiд константи функцiєю, сумарна довжина усiх iнтервалiв сталостi
якої дорiвнює довжинi областi визначення.

Наслiдок 2. Функцiя f є сингулярною функцiєю, тобто неперервною функцiєю, по-
хiдна якої рiвна нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега.

Зауваження 1. Функцiя f є аналогом сингулярної функцiї Кантора.

Зазначимо, що функцiї канторiвського типу є актуальним об’єктом дослiдження в пер-
шу чергу через їхнiй зв’язок з розподiлами випадкових величин, означених в деякiй си-
стемi зображення чисел, оскiльки усi зростаючi функцiї канторiвського типу потенцiйно
можуть бути функцiями розподiлу випадкових величин, причому таких, розподiли яких
є сумiшшю дискретної та сингулярної компоненти.

Зауважимо, що дана сингулярна функцiя канторiвського типу має принциповi вiд-
мiнностi вiд тих функцiй, що ранiше фiгурували у дослiдженнях, оскiльки зображення
значення функцiї є ланцюговим.

У доповiдi планується висвiтлення тополого-метричних, iнтегро-диференцiальних, а
також структурних (зокрема автомодельних) властивостей функцiї f .

Робота пiдтримана грантом вiд Simons Foundation (SFI-PD-Ukraine-00014586, S.R.).
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