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Íåõàé R � êîìóòàòèâíå àñîöiàòèâíå êiëüöå ç âiäìiííîþ âiä íóëÿ îäèíèöåþ.
Ïiä åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè ç åëåìåíòàìè êiëüöÿ ðîçóìi¹ìî êâàäðàòíi ìàòðèöi òà-

êèõ òèïiâ: 1) äiàãîíàëüíi ç îáîðîòíèìè åëåìåíòàìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi; 2) ìàòðèöi, âiä-
ìiííi âiä îäèíè÷íî¨ äåÿêèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ïîçà ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ; 3) ìàòðèöi,
îòðèìàíi ç îäèíè÷íî¨ ïåðåñòàíîâêîþ ðÿäêiâ ÷è ñòîâï÷èêiâ.

Ãðóïó âñiõ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè ç êiëüöÿ R ïîçíà÷àòèìåìî
GEn(R).

Êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì Áåçó [1], ÿêùî äîâiëüíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé iäåàë öüîãî
êiëüöÿ ¹ ãîëîâíèì.

Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì Åðìiòà [2], ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R
iñíóþòü òàêèé åëåìåíò d ∈ R i òàêà îáîðîòíà ìàòðèöÿ Q äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî

(
a b

)
Q =(

d 0
)
.

Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíòàðíî ãîëîâíèì [3], ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R
iñíóþòü òàêèé åëåìåíò q ∈ R i ìàòðèöÿ Q ∈ GE2(R), ùî

(
a b

)
Q =

(
q 0

)
.

Íîðìà íàä êiëüöåì R âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ôóíêöiÿ φ : R → N∪{0}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì
φ(0) = 0, φ(a) > 0 äëÿ a ∈ R\{0}, φ(ab) > φ(a) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R òàêèõ, ùî ab ̸= 0.

Åëåìåíò a êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ 2-åâêëiäîâèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëå-
ìåíòà b öüîãî êiëüöÿ iñíó¹ íîðìà φ òà ïîñëiäîâíiñòü ðiâíîñòåé

a = bq1 + r1, b = r1q2 + r2, (1)

òàêà, ùî φ(r2) < φ(b).
Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì 2-åâêëiäîâîãî ðàíãó 1, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

a, b ∈ R, äå aR + bR = R, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò y ∈ R, ùî a+ by � 2-åâêëiäîâèé åëåìåíò.

Òåîðåìà 1. ßêùî R � êiëüöå 2-åâêëiäîâîãî ðàíãó 1, òî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈
R òàêèõ, ùî aR + bR = R, iñíóþòü åëåìåíò u ∈ R i ìàòðèöi P1, . . . , Pn ∈ GE2(R), ùî(

a b
)
· P1 · · ·Pn =

(
u 0

)
.

Òåîðåìà 2. Êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó 2-åâêëiäîâîãî ðàíãó 1 ¹ åëåìåíòàðíî ãîëîâ-

íîþ.

Òåîðåìà 3. Êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó 2-åâêëiäîâîãî ðàíãó 1 ¹ êiëüöåì Åðìiòà.

Òåîðåìà 4. Äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ íàä êîìóòàòèâíîþ îáëàñòþ 2-åâêëiäîâîãî
ðàíãó 1 ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ñêií÷åííèé äîáóòîê åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü.
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