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В обмеженiй однозв’язнiй областi D ⊂ Rd (d = 2, 3) з межею ∂D розглядається задача
для параболiчного iнтегро-диференцiального рiвняння типу Вольтерра

∂u

∂t
(x, t)− Lu(x, t)− λAu(x, t) = f(x, t), x ∈ D, t ∈ (0, T ] (1)

з початковою умовою u(x, 0) = w(x), x ∈ D (2)

та крайовою умовою Дiрiхле
u(x, t) = g(x, t), x ∈ ∂D, t ∈ [0, T ]. (3)

Тут L— елiптичний диференцiальний оператор, T, λ > 0 — заданi константи. Iнтегральний
оператор має вигляд

Au(x, t) =

∫ t

0

K(t, τ)

(t− τ)α
u(x, τ) dτ,

де α ∈ [0, 1) — параметр сингулярностi. Припускається, що функцiї f, w, g та ядро K є
достатньо гладкими, що забезпечує коректнiсть задачi [2, с. 514].

Для чисельного розв’язування застосовується комбiнацiя методу Роте за часом та радi-
альних базисних функцiй (РБФ) за просторовими змiнними. Такий пiдхiд застосовувався
до чисельного розв’язування задачi для iнтегро-диференцiального рiвняння з iнтеграль-
ним оператором Фредгольма у [1].

На рiвномiрнiй сiтцi ti = iτ (i = 0, . . . , Nt) з кроком τ = T/Nt часова похiдна апро-
ксимується рiзницевою схемою першого порядку, а iнтегральний оператор наближається
квадратурною сумою

Ahui =
i∑

k=1

βikuk,

де uk ≈ u(·, tk) — наближенi значення розв’язку на попереднiх часових шарах, а βik —
ваговi коефiцiєнти, що обчислюються шляхом точного iнтегрування сингулярної частини
ядра

βik = K(ti, tk)

∫ tk

tk−1

1

(ti − s)α
ds.

Це зводить еволюцiйну задачу (1)-(3) до рекурентної послiдовностi стацiонарних елiпти-
чних задач

(−L− γiiI)ui = fi(x) +
i−1∑
k=1

γikuk в D, ui = gi на ∂D, (4)

де fi = f(·, ti), gi = g(·, ti), γik =


λβik, 1 ≤ k ≤ i− 2,

λβik + 1
τ
, k = i− 1,

λβik − 1
τ
, k = i.

Просторова апроксимацiя стацiонарних задач (4) здiйснюється методом РБФ у хмарi
точок X = {x1, . . . , xN} ⊂ D̄. Наближений розв’язок будується у виглядi лiнiйної комбiна-
цiї РБФ ϕ та полiномiального базису p ∈ Πd

M−1 [3]

ui(x) ≈ ũi(x) =
N∑
j=1

cijϕ(|x− xj|) +
M∑
k=1

dikpk(x),
N∑
j=1

cijpk(xj) = 0. (5)
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Друге рiвняння в (5) є додатковим обмеженням на вектор коефiцiєнтiв cij, що гарантує
однозначну визначенiсть наближення [4, с. 97]. Застосування методу колокацiї у вузлах
сiтки (де першi Nbnd точок лежать на межi ∂D, а решта Nint точок є внутрiшнiми, N =
Nbnd + Nint) приводить до послiдовностi СЛАР вiдносно невiдомих коефiцiєнтiв cij та dik
при i = 1, . . . , Nt

N∑
j=1

cijϕ(‖xθ − xj‖) +
M∑
k=1

dikpk(xθ) = gi(xθ), θ = 1, . . . , Nbnd,

−
N∑
j=1

cij [Lϕ(‖xθ − xj‖) + γiiϕ(‖xθ − xj‖)]

−
M∑
k=1

dik[Lpk(xθ) + γiipk(xθ)] = fi(xθ) +

i−1∑
m=1

γimũm(xθ), θ = Nbnd + 1, . . . , N,

Nbnd∑
j=1

cijpk(xj)−
N∑

j=Nbnd+1

cij [Lpk(xj) + γiipk(xj)] = 0, k = 1, . . . ,M.

(6)

Теоретичний аналiз стiйкостi та збiжностi повнiстю дискретної схеми проведено за
допомогою методу енергетичних нерiвностей та дискретної леми Грьонвалля. Доведено,
що для рiзницi мiж точним розв’язком u та його повнiстю дискретним наближенням ũi при
використаннi гладких РБФ (мультиквадричних функцiй або функцiй Гаусса) виконується
така апрiорна оцiнка в нормi простору L2(D)

max
1≤i≤Nt

‖u(·, ti)− ũi‖L2(D) ≤ O(τ) + C1e
−c/h max

1≤i≤Nt

‖ui‖NΦ
+ C2cond(A)δmach, (7)

де τ — часовий крок, h — щiльнiсть просторових вузлiв, C1, C2, c — додатнi константи, що
не залежать вiд параметрiв дискретизацiї h та τ , cond(A) — число обумовленостi матрицi
колокацiї, а δmach — машинна точнiсть.

Перший доданок в (7) демонструє збiжнiсть часової схеми Роте, другий — експонен-
цiальну збiжнiсть просторової апроксимацiї, яка залежить вiд норми напiвдискретного
розв’язку в нативному просторi NΦ. Проте експоненцiальне зменшення теоретичної по-
хибки при подрiбненнi сiтки (h → 0) призводить до стрiмкого погiршення властивостей
матрицi A зi збiльшенням величини третього доданка — похибки заокруглень.

Чисельнi експерименти пiдтверджують отриманi теоретичнi оцiнки та демонструють
застосовнiсть запропонованого алгоритму.
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