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Розглядаємо стохастичне диференцiальне рiвняння з взаємодiєю [1]
dXt(u) = a

(
Xt(u), µt

)
dt+ σ

(
Xt(u)

)
dBt,

X0(u) = u,

µt = µ0 ◦X−1t .

(1)

Тут µ0 — задана початкова мiра, P2(Rd) — простiр борелiвських ймовiрнiсних мiр на Rd зi
скiнченним другим моментом, a : Rd×P2(Rd)→ Rd — коефiцiєнт переносу, а σ : Rd → Rd×d

— коефiцiєнт дифузiї.
Припущення. Iснують сталi L,Lσ, Lµ <∞ такi, що:

1. для кожної µ ∈ P2(Rd) вiдображення x 7→ a(x, µ) є C2(Rd) i

sup
x,µ
‖∂xa(x, µ)‖op ≤ L;

2. σ ∈ C2(Rd) i
sup
x
‖∂σ(x)‖op ≤ Lσ;

3. для всiх x ∈ Rd та µ, ν ∈ P2(Rd)

|a(x, µ)− a(x, ν)| ≤ LµW2(µ, ν),

де W2 — метрика Васерштайна порядку 2.

За наведених припущень з [2, теорема 2.3.1] випливає iснування та єдинiсть розв’язку
рiвняння (1).

Мотивацiя подальших результатiв така: контроль Jt(u) = ∂uXt(u) приводить до кон-
тролю випадкової сталої Лiпшица

Kt(K) := sup
u∈K
‖∂uXt(u)‖op

на компактах K ⊂ Rd, а це, своєю чергою, дозволяє переносити геометричнi та функцiо-
нальнi властивостi вiд початкової мiри µ0 до випадкової мiри µt.

Твердження 1. Для кожного компакту K ⊂ Rd, кожного p ≥ 1 та всiх t ≥ 0 маємо
EKt(K)p <∞. Бiльше того, iснують сталi Cp,K , cp <∞ такi, що

EKt(K)p ≤ Cp,Ke
cpt.

Щоб сформулювати наступний результат, нагадаємо означення нерiвностi концентра-
цiї [4].
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Означення 1. Кажемо, що ймовiрнiсна мiра µ на Rd задовольняє нерiвнiсть концен-
трацiї з функцiєю Ψ, якщо для кожної борелiвської множини A ⊂ Rd такої, що µ(A) ≥ 1/2,
та кожного r ≥ 0 виконується

µ(Ar) ≥ 1−Ψ(r), Ar := {x ∈ Rd : dist(x,A) ≤ r}.

Твердження 2 (Концентрацiя мiри). Нехай носiй µ0 мiститься в компактi K i µ0

задовольняє нерiвнiсть концентрацiї з функцiєю Ψ. Тодi майже напевно мiра µt задо-
вольняє нерiвнiсть концентрацiї з функцiєю r 7→ Ψ

(
r/Kt(K)

)
. Зокрема, гауссова концен-

трацiя зберiгається з випадковою сталою порядку Kt(K)2.

Для наступного твердження нагадаємо означення нерiвностi Пуанкаре [3].

Означення 2. Кажемо, що ймовiрнiсна мiра µ на Rd задовольняє нерiвнiсть Пуанкаре
PI(CP ), якщо для всiх f ∈ C∞0 (Rd) маємо∫ (

f −
∫
f dµ

)2
dµ ≤ CP

∫
|∇f |2 dµ.

Твердження 3 (Нерiвнiсть Пуанкаре). Якщо µ0 має компактний носiй i задовольняє
нерiвнiсть Пуанкаре PI(CP ), то майже напевно мiра µt задовольняє нерiвнiсть Пуанкаре
PI
(
CPKt(K)2

)
.

Нарештi, сформулюємо транспортну нерiвнiсть Талаграна [4].

Означення 3. Нехай p ≥ 1. Кажемо, що ймовiрнiсна мiра µ на Rd задовольняє транс-
портну нерiвнiсть Талаграна Tp(CT ), якщо для кожної ймовiрнiсної мiри ν � µ

Wp(ν, µ)2 ≤ 2CT H(ν | µ), H(ν | µ) :=

∫
log

(
dν

dµ

)
dν.

Твердження 4 (Нерiвнiсть Талаграна). Якщо µ0 має компактний носiй i задоволь-
няє транспортну нерiвнiсть Талаграна Tp(CT ), то майже напевно мiра µt задовольняє
нерiвнiсть Tp

(
CTKt(K)2

)
.

Таким чином, оцiнки для матрицi Якобi стохастичного потоку забезпечують контроль
його сталої Лiпшица на компактах i дають наведенi вище результати про перенесення
нерiвностi концентрацiї, нерiвностi Пуанкаре та транспортної нерiвностi Талаграна вiд
початкової мiри µ0 до випадкових мiр µt.
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