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Ìàòåìàòè÷íèìè êâàçiêðèñòàëàìè íàçèâàþòü òî÷êîâi ìíîæèíè Äåëîíå Λ ⊂ Rd, ÿêi ìà-
þòü äèñêðåòíó äèôðàêöiéíó êàðòèíó, àëå íå ¹ ïåðiîäè÷íèìè [2]. Íàéïîøèðåíiøèì ñïîñî-
áîì ¨õ ïîáóäîâè ¹ ìåòîä ïåðåðiçiâ òà ïðî¹êöié (cut-and-project). Âèçíà÷èìî éîãî äëÿ îäíî-

âèìiðíîãî âèïàäêó (d = 1). Íåõàé L̃ ⊂ R2 � ðåãóëÿðíà  ðàòêà (íàïðèêëàä, Z2). Âèçíà÷èìî
R2 ⊃ Ephys

∼= R � ôiçè÷íèé ïðîñòið êâàçiêðèñòàëà, ðîçòàøîâàíèé ïiä iððàöiîíàëüíèì êó-

òîì äî  ðàòêè L̃, òà R2 ⊃ Eint
∼= R � âíóòðiøíié ïðîñòið, îðòîãîíàëüíèé äî Ephys. Òàêîæ

âèçíà÷èìî âiêíî W ⊂ Eint ó âèãëÿäi âiäðiçêó, W = [a, b].
Íàçèâà¹ìî ìîäåëüíîþ ìíîæèíîþ ïðî¹êöiþ  ðàòêè íà ôiçè÷íèé ïðîñòið Λ = Λ(W ) =

πphys

(
L̃ ∩ π−1

int(W )
)
. Çà ïðèïóùåíü íåçâiäíîñòi òà ðåãóëÿðíîñòi âiêíà, òàêà ìíîæèíà ¹ êâà-

çiêðèñòàëîì [2]. Êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì ¹ ðîäèíà êâàçiêðèñòàëiâ Ôiáîíà÷i iç L̃ = Z2 òà
Ephys = {(x, τx)}, äå τ = (1 +

√
5)/2. Ó öié ðîáîòi âiêíî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïðî¹êöiÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíî¨ êîìiðêè  ðàòêè. Ñóñiäíi òî÷êè Λ ðîçòàøîâàíi ëèøå íà îäíié ç äâîõ âiäñòàíåé,
ùî çàäà¹ çàìîùåííÿ ïðÿìî¨ äâîìà òèïàìè ïëèòîê (a òà b) òà ìîæëèâiñòü ââåñòè êàíîíi÷íå
êîäóâàííÿ ðåàëiçàöi¨ Λ ÷åðåç ïîñëiäîâíiñòü ñèìâîëiâ. (Ðèñ. 1 (á)).

Ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå âèïàäîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ëîêàëüíèõ êîíôiãóðàöié òî÷îê. Äâi
Äåëîíiâñüêi ìíîæèíè A,B ⊂ Rd íàçèâàþòüñÿ ëîêàëüíî íåðîçðiçíåííèìè, ÿêùî áóäü-ÿêà
ëîêàëüíà êîíôiãóðàöiÿ îäíi¹¨ ç íèõ ç òî÷íiñòþ äî òðàíñëÿöi¨ çóñòði÷à¹òüñÿ â iíøié i íàâ-
ïàêè [1]. Ó âiäïîâiäíié òîïîëîãi¨ ëîêàëüíîþ îáîëîíêîþ Λ íàçèâàþòü çàìèêàííÿ ¨¨ òðàíñ-
ëÿöiéíî¨ îðáiòè X(Λ) = {t+ Λ : t ∈ Rd} � êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, òî÷êè ÿêîãî
âiäïîâiäàþòü óñiì êâàçiêðèñòàëàì, ëîêàëüíî íåðîçðiçíåííèì ç Λ [4].

Êëþ÷îâèì ðåçóëüòàòîì òåîði¨ ¹ iñíóâàííÿ íåïåðåðâíî¨ ïàðàìåòðèçàöi¨ ëîêàëüíî¨ îáî-

ëîíêè òîðîì � ñþð'¹êòèâíîãî, ií'¹êòèâíîãî ìàéæå âñþäè âiäîáðàæåííÿ β : X(Λ) →
Tp [3, 5]. Êâàçiêðèñòàëè Ôiáîíà÷i ïàðàìåòðèçóþòüñÿ äâîâèìiðíèì òîðîì. Âèêëþ÷íà ìíî-
æèíà ìiðè íóëü, íà ÿêié β íå ¹ ií'¹êòèâíîþ, âiäïîâiäà¹ ñèíãóëÿðíèì âèïàäêàì, êîëè òî÷êà
 ðàòêè ïîòðàïëÿ¹ òî÷íî íà ìåæó âiêíà.

Íà îñíîâi âèùåâêàçàíèõ êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ íàî÷íîãî äîñëiäæåííÿ ïàðàìåòðè-
çàöi¨ áóëî ðîçðîáëåíî iíòåðàêòèâíèé Jupyter Notebook 1 íà Python, ÿêèé äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè
ðåàëiçàöi¨ êâàçiêðèñòàëà Ôiáîíà÷i ðàçîì ç ¨¨ ab-êîäîì çà çàäàíèìè êîîðäèíàòàìè íà òîði.
Êîðèñòóâà÷ó çàïðîïîíîâàíî äâi êîîðäèíàòíi ñèñòåìè: xy � ñòàíäàðòíi äåêàðòîâi êîîðäè-
íàòè, îáìåæåíi íà [0, 1)2, òà uv � êîîðäèíàòè ó áàçèñi (ephys, eint), ó ÿêèõ ðóõ çà u ïðè
ôiêñîâàíîìó v âiäïîâiäà¹ òðàíñëÿöi¨ â ìåæàõ îäíi¹¨ ðåàëiçàöi¨ (Ðèñ. 1 (à)), à çìiíà v �
ïåðåõîäó äî iíøî¨ ðåàëiçàöi¨ (Ðèñ. 1 (â)). Iíòåðôåéñ ïîáóäîâàíî íà ipywidgets, ãðàôiêó �
íà matplotlib ç iíòåðàêòèâíèì áåêåíäîì ipympl.

Ó ïðîöåñi ðîçðîáêè äîâåëîñü ïîäîëàòè ðÿä òåõíi÷íèõ ñêëàäíîùiâ. Âêëþ÷åííÿ ïåðåâi-
ðÿ¹òüñÿ ç äîïóñêîì ε = 10−6, ùîá ïîêðàùèòè òî÷íiñòü àëãîðèòìó. Äîäàòêîâî ðåàëiçîâàíî
âèÿâëåííÿ ñèíãóëÿðíèõ âèïàäêiâ (íàïðèêëàä, (x, y) = (0,5; 0,5) äëÿ íàøîãî âèáîðó W ).
Òàêîæ, ïiäiáðàíî íàëàøòóâàííÿ âiçóàëiçàöi¨ äëÿ ïëàâíî¨ iíòåðàêòèâíîñòi.

1https://github.com/mkrooted256/fibonacci-torus-notebook
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Ðèñ. 1: (à) Çëiâà: u = 0.5, v = 0; (á) ïîñåðåäèíi: ðåàëiçàöiÿ êâàçiêðèñòàëà ç iíòåðôåéñîì
ââåäåííÿ êîîðäèíàò òà âèâåäåííÿì ab-êîäó. (â) ñïðàâà: u = 0, v = 0.5.

Íàñòóïíèìè êðîêàìè ïëàíóþòüñÿ äîñëiäæåííÿ àïðîêñèìàöié ëîêàëüíèõ ôóíêöié êâà-
çiêðèñòàëà ìåòîäàìè Ôóð'¹-àíàëiçó íà òîði [6].

Ïðî¹êò 2025.07/0405 �Àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè�
ðåàëiçó¹òüñÿ çàâäÿêè ãðàíòîâié ïiäòðèìöi Íàöiîíàëüíîãî ôîíäó äîñëiäæåíü Óêðà¨íè.
Çìiñò, âèñâiòëåíèé â öié ðîáîòi, ìîæå íå ñïiâïàäàòè ç ïîãëÿäàìè Íàöiîíàëüíîãî ôîí-
äó äîñëiäæåíü Óêðà¨íè i ¹ âèêëþ÷íîþ âiäïîâiäàëüíiñòþ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè.
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