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Розглядається початкова задача

BXn+1 = AXn + Fn, n ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . .} , (1)

X0 = Y0 (2)

над скiнченним комутативним кiльцем R 6= {0} з одиницею, де A,B, Fn(n ∈ Z+), Y0 —
заданi елементи цього кiльця. Рiвняння (1) називається неявним, якщо B —необоротний
елемент кiльця R [1, 2]. Ранiше це рiвняння дослiджувалось над кiльцем лишкiв Zm =
Z/mZ в [1] i над кiльцем Zp[t]/(t

2) для простих p в [2].

За теоремою VI.2 [3, p. 95], кiльце R iзоморфне прямiй сумi
r⊕

i=1

Ri локальних скiнчен-

них комутативних кiлець Ri 6= {0} з одиницею. Позначимо через πi : R → Ri вiдповiднi
канонiчнi проекцiї, i = 1, . . . , r. Визначимо множини I1, I2, I3 наступним чином:

• I1 = {i ∈ {1, . . . , r} | πi(B)— оборотний елемент кiльця Ri}

• I2 = {i ∈ {1, . . . , r} \ I1 | πi(A)— оборотний елемент кiльця Ri}

• I3 = {1, . . . , r} \ (I1 ∪ I2).

Тодi R ∼= R(1) ⊕ R(2) ⊕ R(3), де R(j) =
⊕
i∈Ij

Ri, при цьому будемо вважати R(j) = {0}, якщо

Ij = ∅, j = 1, 2, 3. Позначимо через π(j) канонiчну проекцiю з R у R(j) i визначимо наступнi
елементи:

B(j) = π(j)(B), A(j) = π(j)(A), F (j)
n = π(j)(Fn), Y

(j)
0 = π(j)(Y0), j = 1, 2.

Нехай ψ— iзоморфiзм кiлець R(1) ⊕ R(2) ⊕ R(3) i R. Через indu позначається iндекс
нiльпотентностi нiльпотентного елементу u. Наступна теорема встановлює необхiдну i до-
статню умову iснування єдиного розв’язку початкової задачi (1), (2).

Теорема 1. Початкова задача (1), (2) має єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли
(A,B) = R i виконано одну з наступних умов.

1. R(2) = {0}.

2. R(2) 6= {0} i справджується рiвнiсть

Y
(2)
0 = −

indB(2)−1∑
s=0

(
A(2)

)−s−1 (
B(2)

)s
F (2)
s .
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При цьому єдиний розв’язок початкової задачi (1), (2) визначається формулою

Xn =


B−nAnY0 +

n−1∑
s=0

B−s−1AsFn−s−1, R(2) = {0} ,

−
indB−1∑
s=0

A−s−1BsFn+s, R(1) = {0} ,

ψ
(
η
(1)
n , η

(2)
n , 0

)
, R(1) 6= {0} , R(2) 6= {0} ,

де

η(1)n =
(
B(1)

)−n (
A(1)

)n
Y

(1)
0 +

n−1∑
s=0

(
B(1)

)−s−1 (
A(1)

)s
F

(1)
n−s−1,

η(2)n = −
indB(2)−1∑

s=0

(
A(2)

)−s−1 (
B(2)

)s
F

(2)
n+s.

Роботу виконано за часткової пiдтримки Фонду Ахiєзера (Харкiв).
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