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Íåõàé A ≡ {0; 1} � àëôàâiò äâiéêîâî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, L ≡ A × A × · · · � ìíîæèíà
(ïðîñòið) ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ àëôàâiòó (ïîñëiäîâíîñòåé íóëiâ òà îäèíèöü).

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿìè Ðàäåìàõåðà rk(x) äëÿ êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ
íàçèâàþòüñÿ ôóíêöi¨ ç ïåðiîäîì (1), âèçíà÷åíi íà ïiââiäðiçêó [0; 1) ðiâíîñòÿìè:

r0(x) =

{
1, ïðè x ∈ [0; 1

2
),

−1, ïðè x ∈ [1
2
; 1),

äå rk(x) = r0({2kx}), k = 1, 2, . . . .
Ôóíêöi¨ Óîëøà ¹ âñåìîæëèâèìè äîáóòêàìè ôóíêöié Ðàäåìàõåðà.
Äîïîâiäü ïðèñâÿ÷åíà àíàëîãàì ôóíêöié Ðàäåìàõåðà òà Óîëøà äëÿ íåãà-äâiéêîâîãî çî-

áðàæåííÿ ÷èñåë, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçêëàäàìè:

x =
2

3
+

∞∑
n=1

αn

(−2)n
=
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−

(α1

2
− α2

22
+

α3

23
− · · ·

)
≡ ∆−2

α1α2α3...
, αn ∈ A.

Öèëiíäðîì ðàíãó n ç îñíîâîþ c1c2 · · · cn, ùî âiäïîâiäà¹ íåãà-äâiéêîâîìó çîáðàæåííþ ÷èñåë
âiäðiçêó [0; 1], íàçèâàþòü ìíîæèíó

∆−2
c1c2...cn

= {x : x = ∆−2
c1c2...cnβ1β2...

, (βn) ∈ L}.

Îçíà÷åííÿ 1. Íà ïiââiäðiçêó [0;1) îçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêêöié (rn)
∞
n=0 :

r0(x) = r0(∆
−2
α1α2...

) =

{
1, ÿêùî α1(x) = 0 ⇔ x ∈ [1

2
; 1),

−1 ÿêùî α1(x) = 1 ⇔ x ∈ [0; 1
2
).

rn(x) = r0(∆
−2
αn+1αn+2...

), n ∈ N.

Ñèñòåìó (ïîñëiäîâíiñòü) àíàëîãiâ ôóíêöié Óîëøà {ωn(x)}∞n=0 ìè ïîáóäó¹ìî ç âèêîðè-
ñòàííÿì òðàäèöiéíî¨ íóìåðàöi¨ Ïåëëi.

Ïîêëàäåìî ω0(x) ≡ 1. Äëÿ îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ωn(x) ÷èñëî n ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó äâiéêî-
âié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ:

n = 2k + εk−12
k−1 + . . .+ ε12

1 + ε0, εi ∈ A.

Çâiäêè ìîæíà áà÷èòè, ùî 2k ≤ n < 2k+1, äå k = k(n). Òåïåð îçíà÷ó¹ìî ôóíêöiþ ωn

ðiâíiñòþ:

ωn(x) ≡
k∏

i=0

ri
εi(x) = rk(x)

k−1∏
i=0

ri
εi(x).

Òåîðåìà 1. ßêùî n = 2k + εk−12
k−1 + . . . + ε12 + ε02

0, òî àíàëîã ôóíêöi¨ Óîëøà

ωn(x) = rk(x)rk−1
εk−1(x) . . . r0

ε0(x) ¹ ñòàëèì íà êîæíîìó öèëiíäði k + 1 ðàíãó, i íàáóâà¹

çíà÷åííÿ ωn(x) = (−1)a+b, äå à � êiëüêiñòü i òàêèõ, ùî ε2i = 1 = c2i−2, b � êiëüêiñòü j
òàêèõ, ùî ε2j+1 = 1, c2j−1 = 0, i, j ∈ N.
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Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó (c1, c2, . . . , ck, ck+1) ∈ Ak+1, n = 2k + εk−12
k−1 + . . .+

ε12 + ε02
0 äëÿ ôóíêöi¨ ωn ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü:

∫
x∈∆−2

c1c2...ck+1

ωn(x)dx = 0 =

1∫
0

ωn(x)dx.

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà ôóíêöié ωn(x) ¹ îðòîãîíàëüíîþ, à ñàìå äëÿ m ̸= n:

1∫
0

ωn(x)ωm(x)dx = 0.

ßêùî m = n, òî
1∫

0

ωn(x)ωm(x)dx = 1.

Â äîïîâiäi ïðîïîíóþòüñÿ çàñòîñóâàííÿ àíàëîãiâ ôóíêöié Ðàäåìàõåðà i Óîëøà òà ¨õ
âëàñòèâîñòi.
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