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Ó ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ðåàëiçàöi¨ òà çîáðàæåííÿ òðèâèìiðíî¨ àëãåáðè Ëi êîìïëåêñíèõ
2× 2 ìàòðèöü ç íóëüîâèì ñëiäîì (sl(2,C)), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøå-
ííÿìè

[e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3, [e1, e3] = 2e2.

Îçíà÷åííÿ 1. Ðåàëiçàöi¹þ àëãåáðè Ëi âåêòîðíèìè ïîëÿìè íà îáëàñòi M ⊂ Cm íàçè-
âà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçì R : A → Vect(M) ó ïðîñòið âåêòîðíèõ ïîëiâ íà M ç àíàëiòè÷íèìè
êîåôiöi¹íòàìè.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé Aut � ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ íàøî¨ àëãåáðè Ëi. Äâi ðåàëiçàöi¨
R1: A → Vect(M1) òà R2: A → Vect(M2) íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ φ ∈ Aut
òà áiãîëîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ f : M2 → M1 òàêå, ùî R2(v) = f ∗R1(φ(v)) äëÿ óñiõ v ∈ A,
äå f ∗ ïóëáåê ç Vect(M1) â Vect(M2).

Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ ïîáóäîâà íååêâiâàëåíòíèõ ðåàëiçàöié àëãåáðè sl(2,C) çàñòîñîâó-
þ÷è ïðÿìèé ìåòîä [3], ìåòîä Øèðîêîâà [4], ìåòîä Áëàòòíåðà [1] òà âèõîäÿ÷è ç íåçâiäíèõ
ñêií÷åíîâèìiðíèõ çîáðàæåíü [5]; à òàêîæ ïîðiâíÿííÿ òà àíàëiç ðåçóëüòàòiâ îòðèìàíèõ ðiç-
íèìè ìåòîäàìè.

Ó äàíié ðîáîòi ïðÿìèì ìåòîäîì [3] çíàéäåíî óñi íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ êîìïëåêñíî¨
àëãåáðè sl(2,C), îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëüîâàíî ó òåîðåìi 1.

Òåîðåìà 1. Iñíó¹ ÷îòèðè íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ àëãåáðè sl(2,C)

1. ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3;

2. ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x
2
1 + x2

2)∂1 + 2x1x2∂2;

3. ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2;

4. ∂1, x1∂1, x
2
1∂1.

Ó âèïàäêó ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë àíàëîã òåîðåìè 1 (àëå íà îäíó ðåàëiçàöiþ áiëüøå) áóëî
îòðèìàíî ó (äèâ. [3, c. 18]).

Òàêîæ ïîáóäîâàíî ïåðåòâîðåííÿ, ùî çâîäÿòü ðåàëiçàöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü äâîì íåçâi-
äíèì âàãîâèì çîáðàæåííÿì äî ðåàëiçàöié ç òåîðåìè 1. À ñàìå, àíàëiçóþ÷è ìàòðèöi Φ1,
Φ2, Φ3, ùî âiäïîâiäàþòü ñêií÷åíîâèìiðíèì íåçâiäíèì çîáðàæåííÿì ñòàðøî¨ âàãè d, òà
ïîâ'ÿçóþ÷è ¨õ ç ðåàëiçàöiÿìè áàçèñíèõ åëåìåíòiâ çà ïðàâèëîì [2]

e1 =
d+1∑
i=2

(i− 1)xi−1∂i, e2 =
1

2

d+1∑
i=1

(−d− 2 + 2i)xi∂i, e3 =
d∑

i=1

(−d+ i− 1)xi+1∂i

ìè âñòàíîâèëè, ùî âèïàäîê d = 1 âiäïîâiäà¹ ðåàëiçàöi¨ 3 ç òåîðåìè 1, à âèïàäîê d = 2
(ïðè¹äíàíå çîáðàæåííÿ) âiäïîâiäà¹ ðåàëiçàöi¨ 2 ç òåîðåìè 1.

Êðiì öüîãî äîâåäåíî, ùî ðåàëiçàöiþ e1 = ∂1, e2 = x1∂1, e3 = x2
1∂1 (âèïàäîê 4 ç òåîðåìè 1)

íå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ðåàëiçàöi¨ ç ëiíiéíèìè îäíîðiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Î÷åâèäíî,
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ùî äàíó ðåàëiçàöiþ íåìîæëèâî ëiíåàðèçóâàòè íåâèðîäæåíèìè ïåðåòâîðåííÿìè áàçèñíèõ
åëåìåíòiâ. Îòæå äîñèòü ïîêàçàòè, ùî æîäíà íåâèðîäæåíà çàìiíà êîîðäèíàò íå çâîäèòü
äàíó ðåàëiçàöiþ äî ëiíiéíî¨.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ çàìiíà ç íåíóëüîâèì ßêîáiàíîì

x̃1 = f1(x1), x̃2 = f2(x1), . . . , x̃m = fm(x1), J(f1(x1), f2(x1), . . . , fm(x1)) ̸= 0,

ÿêà îäíî÷àñíî çâîäèòü äðóãèé òà òðåòié îïåðàòîðè äî âèãëÿäó

ẽ2 =
m∑
i=1

a1ifi∂x̃1 + · · ·+
m∑
i=1

amifi∂x̃m , ẽ3 =
m∑
i=1

b1ifi∂x̃1 + · · ·+
m∑
i=1

bmifi∂x̃m ,

äå aij, bij, i, j = 1 . . .m � êîìïëåêñíi ÷èñëà.
Òîäi, ñêëàâøè äëÿ êîæíîãî ç îïåðàòîðiâ ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèí-

íèõ ïîõiäíèõ òà âèêîðèñòàâøè óìîâó ẽ3 = x1ẽ2, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ôóíêöiîíàëüíèõ (íå
äèôåðåíöiàëüíèõ) ðiâíÿíü, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ òà îäíîðiäíîþ âiäíîñíî f1, . . . , fm, ùî ïîðóøó¹
óìîâó J(f1(x1), f2(x1), . . . , fm(x1)) ̸= 0.

Çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâiñòü îòðèìàòè ðåàëiçàöiþ 1 ç òåîðåìè 1,
âèõîäÿ÷è ç íåçâiäíèõ çîáðàæåíü, öå ¹ îá'¹êòîì ïîòî÷íèõ äîñëiäæåíü.
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