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Ðîçêëàäàìè Ïåððîíà [2,4] ÷èñëà x ∈ (0, 1] íàçèâàþòü éîãî ðîçêëàäè â ðÿäè âèäó
∞∑
n=0

r0 · · · rn
(p1 − 1)p1 · · · (pn − 1)pnpn+1

, rn, pn ∈ N, (1)

∞∑
n=0

(−1)nr0 · · · rn
(q1 − 1)q1 · · · (qn − 1)qn(qn+1 − 1)

, rn, qn ∈ N, (2)

äå (rn)∞n=0 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, pn ≥ rn−1 + 1 òà qn ≥ rn−1 + 1 äëÿ
âñiõ n ∈ N. Ðÿä (1) íàçèâàþòü äîäàòíèì ðîçêëàäîì Ïåððîíà, à ðÿä (2) � çíàêîçìiííèì.

Çàôiêñó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü P ôóíêöié φn òàêèõ, ùî φ0 = const òà φn : Nn → N äëÿ n ∈ N.
ßêùî r0 = φ0 òà rn = φn (p1, . . . , pn) äëÿ âñiõ n ∈ N, òî ðîçêëàä (1) íàçèâàþòü P -ïðåä-
ñòàâëåííÿì ÷èñëà x òà ïîçíà÷àþòü ∆P

p1p2...
. ßêùî r0 = φ0 òà rn = φn (q1, . . . , qn) äëÿ âñiõ

n ∈ N, òî ðîçêëàä (2) íàçèâàþòü P−-ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà x òà ïîçíà÷àþòü ∆P−
q1q2...

.
Âiäîìî [2,4], ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié P = (φn)

∞
n=0 êîæíå ÷èñëî x ∈ (0, 1]

ìà¹ ¹äèíå P -ïðåäñòàâëåííÿ òà íå áiëüøå îäíîãî P−-ïðåäñòàâëåííÿ, à ìíîæèíà ÷èñåë ç
(0, 1], ùî íå ìàþòü ñâîãî P−-ïðåäñòàâëåííÿ, ¹ çëi÷åííîþ.

ßêùî x = ∆P
p1p2...

, òî pn = pn(x) íàçèâàþòü n-íîþ P -öèôðîþ ÷èñëà x. Ìíîæèíó ∆P
c1...ck

âñiõ x ∈ (0, 1], ó ÿêèõ p1(x) = c1, . . . , pk(x) = ck, íàçèâàþòü P -öèëiíäðîì ðàíãó k ç îñíîâîþ
c1 . . . ck. Àíàëîãi÷íî ââîäÿòü ïîíÿòòÿ n-íî¨ P−-öèôðè qn = qn(x) òà P−-öèëiíäðà ∆P−

c1...ck
.

Ïðè äîñëiäæåííi ôóíêöié, ùî âèçíà÷åíi â òåðìiíàõ ðîçêëàäiâ Ïåððîíà, âèíèêà¹ ïî-
òðåáà â êðèòåðiÿõ çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ùî ñôîðìóëüîâàíi â òåðìiíàõ öèõ
ðîçêëàäiâ. Äåÿêi ç óìîâ íåÿâíî âèíèêàëè ïðè äîñëiäæåííi ôóíêöié, ùî âèçíà÷åíi â òåð-
ìiíàõ ðîçêëàäiâ Åíãåëÿ [3], Îñòðîãðàäñüêîãî�Ñåðïiíñüêîãî�Ïiðñà [1] òîùî.

Â äàíié äîïîâiäi ìè íàâîäèìî ïîâíèé ñïèñîê íåîáõiäíèõ òà äîñòàòíiõ óìîâ çáiæíîñòi
÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ùî âèçíà÷åíi â òåðìiíàõ P -ïðåäñòàâëåíü òà P−-ïðåäñòàâëåíü.

Çáiæíiñòü ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé â òåðìiíàõ P -ïðåäñòàâëåíü.
Íåõàé x0 = ∆P

c1c2...
, (xn)

∞
n=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë ç (0, 1]\{x0}, kn � íàéìåíøå

íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî pkn(xn) ̸= pkn(x0).

Òåîðåìà 1. ßêùî x0 íå ¹ òî÷íîþ ìåæåþ æîäíîãî P -öèëiíäðà, òî

lim
n→∞

xn = x0 ⇐⇒ lim
n→∞

kn = ∞.

Òåîðåìà 2. ßêùî x0 ∈ (0, 1] � ñóïðåìóì äåÿêîãî P -öèëiíäðà, à ïîñëiäîâíiñòü (xn)
∞
n=1

òàêà, ùî 0 < xn < x0 äëÿ âñiõ n ∈ N, òî

lim
n→∞

xn = x0 ⇐⇒ lim
n→∞

kn = ∞.

Òåîðåìà 3. ßêùî x0 = inf ∆P
c1...ck

, à ïîñëiäîâíiñòü (xn)
∞
n=1 òàêà, ùî x0 < xn ≤ 1 äëÿ

âñiõ n ∈ N, òî lim
n→∞

xn = x0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ n0 òàêå, ùî{
pi(xn) = ci äëÿ âñiõ i ≤ k òà n ≥ n0,

lim
n→∞

pk+1(xn) = ∞.
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Òåîðåìà 4. lim
n→∞

xn = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

p1(xn) = ∞.

Çáiæíiñòü ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé â òåðìiíàõ P−-ïðåäñòàâëåíü.

Ìíîæèíà ÷èñåë ç (0, 1], ùî íå ìàþòü ñâîãî P−-ïðåäñòàâëåííÿ, ðiâíà ìíîæèíi òî÷íèõ
ìåæ P−-öèëiíäðiâ. �¨ ïîçíà÷àþòü ISP−

.

Íåõàé x0 = ∆P−
c1c2...

∈ (0, 1)\ISP−
, (xn)

∞
n=1 � ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë ç (0, 1)\

(
ISP− ∪ {x0}

)
,

à kn � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî qkn(xn) ̸= qkn(x0).

Òåîðåìà 5. lim
n→∞

xn = x0 ⇐⇒ lim
n→∞

kn = ∞.

Òåîðåìà 6. lim
n→∞

xn = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

q1(xn) = ∞.

Îñêiëüêè êîæåí åëåìåíò ç ISP−
¹ ñóïðåìóìîì äåÿêîãî P−-öèëiíäðà íåïàðíîãî ðàíãó,

òî íàñòóïíà òåîðåìà ïîâíiñòþ îïèñó¹ ïîñëiäîâíîñòi, ùî çáiæíi äî ÷èñåë ç ISP−
çëiâà.

Òåîðåìà 7. ßêùî x0 = sup∆P−
c1...ck

, äå k ¹ íåïàðíèì, à ïîñëiäîâíiñòü (xn)
∞
n=1 òàêà, ùî

0 < xn < x0 äëÿ âñiõ n ∈ N, òî lim
n→∞

xn = x0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ n0 òàêå, ùî

{
qi(xn) = ci äëÿ âñiõ i ≤ k òà n ≥ n0,

lim
n→∞

qk+1(xn) = ∞.

Îñêiëüêè êîæåí åëåìåíò ç ISP− \{1} ¹ iíôiìóìîì äåÿêîãî P−-öèëiíäðà ïàðíîãî ðàíãó,
òî íàñòóïíà òåîðåìà ïîâíiñòþ îïèñó¹ ïîñëiäîâíîñòi, ùî çáiæíi äî ÷èñåë ç ISP−\{1} ñïðàâà.

Òåîðåìà 8. ßêùî x0 = inf ∆P−
c1...ck

, äå k ¹ ïàðíèì, à ïîñëiäîâíiñòü (xn)
∞
n=1 òàêà, ùî

x0 < xn < 1 äëÿ âñiõ n ∈ N, òî lim
n→∞

xn = x0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ n0 òàêå, ùî

{
qi(xn) = ci äëÿ âñiõ i ≤ k òà n ≥ n0,

lim
n→∞

qk+1(xn) = ∞.
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