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Çàäà÷i ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ çàéìàþòü çíà÷íå ìiñöå â ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóí-
êöié i ìàþòü áàãàòó iñòîðiþ (äèâ., íàïð., [1 � 11]). Âïåðøå åêñòðåìàëüíi ðîçáèòòÿ ðîçãëÿäà-
ëèñÿ ïðè îòðèìàííi îöiíîê äîáóòêó ñòåïåíiâ êîíôîðìíèõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé.
Öåé íàïðÿìîê, ïîâ'ÿçàíèé iç åêñòðåìàëüíèìè çàäà÷àìè íà êëàñàõ ãîëîìîðôíèõ âiäîáðà-
æåíü, îòðèìàâ îñîáëèâî ïîìiòíèé ðîçâèòîê çàâäÿêè ïðàöÿì Ï. Êüîáå, Ë. Áiáåðáàõà, Ò.
Ãðîíóîëëà, Ì. Øèôôåðà, Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà, Ã. �ðüîòøà, Î. Òåéõìþëëåðà, Ã.Ì. Ãîëóçiíà,
Äæ.À. Äæåíêiíñà òà áàãàòüîõ iíøèõ ìàòåìàòèêiâ.

Íåõàé C � êîìïëåêñíà ïëîùèíà, U = {z : |z| < 1} � âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã. Íåõàé
ôóíêöiÿ f(z), ðåãóëÿðíà â êðóçi U , îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ äàíèé êðóã íà îáëàñòü B ⊂ C
òàê, ùî f(0) = a, äå a ∈ B i a ̸= ∞. Âåëè÷èíà |f ′(0)| íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì ðàäióñîì
îáëàñòi B â òî÷öi a.

ßêùî a = ∞, òî iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ f(z), ðåãóëÿðíà â îáëàñòi B, çà âèíÿòêîì òî÷êè
a, ÿêà â îêîëi äàíî¨ òî÷êè ðîçêëàäà¹òüñÿ â ðÿä Ëîðàíà âèãëÿäó

f(z) = z + c0 + c1z
−1 + . . .

i ÿêà îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ äàíó îáëàñòü íà îáëàñòü w > R. Âåëè÷èíà 1
R

íàçèâà¹òüñÿ
êîíôîðìíèì ðàäióñîì îáëàñòi B â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi.

Îçíà÷åííÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi a ìîæíà òàêîæ ñôîð-
ìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì: íåõàé ôóíêöiÿ f(z), ðåãóëÿðíà â îáëàñòi |z| > 1, çà âèíÿòêîì
íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè, îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ äàíó îáëàñòü íà äåÿêó îáëàñòü B
òàê, ùî f(∞) = ∞. Âåëè÷èíó |f ′(∞)|−1 íàçèâàþòü êîíôîðìíèì ðàäióñîì îáëàñòi B â
íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi.

Ó äàíié ðîáîòi ìè äîâîäèìî íîâi òåîðåìè äëÿ ñiìåéñòâ {fk}nk=1 ðåãóëÿðíèõ â êðóçi |z| <
1 ôóíêöié fk, ÿêi ïîïàðíî íå ïðèéìàþòü â öüîìó êðóçi îäíàêîâèõ çíà÷åíü. Öÿ òåìàòèêà
äîáðå âiäîìà ôàõiâöÿì, ÿêi çàñòîñîâóþòü ðiçíi ìåòîäè òåîði¨ ôóíêöié (äèâ., íàïð., [1 � 6]).
Ïðàêòè÷íî êîæíà çàäà÷à ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ äà¹ ïåâíèé ðåçóëüòàò ó öié ãàëóçi.
Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ôóíêöi¨ ç ôiêñîâàíèìè çíà÷åííÿìè fk(0) íà äåÿêié ïðÿìié i äîâîäèìî
îöiíêè ïîõiäíèõ ìîäóëiâ áiëüø íiæ ó äâîõ òî÷êàõ.

Òåîðåìà 1. [4] Íåõàé n ∈ N, n ⩾ 2, � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî; ak ∈ C, k = 1, n, �
äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê ïðÿìî¨ l = {z : z = z0 + teiφ0}; fk, k = 1, n, � ôóíêöi¨,

ðåãóëÿðíi i îäíîëèñòi â êðóçi |z| < 1, âiäîáðàæàþòü öåé êðóã íà âçà¹ìíî íåïåðåòèííi

îáëàñòi òàê, ùî fk(0) = ak, ïðè÷îìó fi(z1) ̸= fj(z2) äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ 1 ⩽ i, j ⩽
n, i ̸= j, òà äîâiëüíèõ ðiçíèõ z1, z2 ∈ U . Òîäi ïðàâèëüíà íàñòóïíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′
k(0)| ⩽ (n− 1)−

n
4

( ∏
1⩽p<k⩽n

|fp(0)− fk(0)|
) 2

n−1

.
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Òåîðåìà 2. [4] Íåõàé n ∈ N � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî; ak ∈ C, k = 1, n, � äåÿêèé

íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê ïðÿìî¨ l = {z : z = teiφ0}; fk, k = 0, n, � ôóíêöi¨, ðåãóëÿðíi i

îäíîëèñòi â êðóçi U i ïîïàðíî íå ïðèéìàþòü â íüîìó îäíàêîâèõ çíà÷åíü fi(z1) ̸= fj(z2)
äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ 0 ⩽ i, j ⩽ n, i ̸= j, òà äîâiëüíèõ ðiçíèõ z1, z2 ∈ U äëÿ ÿêèõ

fk(0) = ak, f0(0) = 0. Òîäi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n∏
k=0

|f ′
k(0)| ⩽

(n− 1)−
n−1
4

√
n

( ∏
1⩽p<k⩽n

|fp(0)− fk(0)|
) 2

n

(
n∏

k=1

|fk(0)|

) 2
n

.

Òåîðåìà 3. [4] Íåõàé n ∈ N � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî; ak ∈ C, k = 1, n, � äåÿêèé

íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê ïðÿìî¨ l = {z : z = z0 + teiφ0}; fk, k = 0, n, � ôóíêöi¨, êîíôîðìíî

i îäíîëèñòî âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã U íà ïîïàðíî íåïåðåòèííi îáëàñòi òàê, ùî

fk(0) = ak, fn+1(0) = ∞, ïðè÷îìó fi(z1) ̸= fj(z2) äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ 1 ⩽ i, j ⩽
n+ 1, i ̸= j, òà äîâiëüíèõ ðiçíèõ z1, z2 ∈ U . Òîäi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n+1∏
k=1

|f ′
k(0)| ⩽ n− 1

2 (n− 1)−
n−1
4

( ∏
1⩽p<k⩽n

|fp(0)− fk(0)|
) 2

n

.
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