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Нехай N i R — множини натуральних i дiйсних чисел вiдповiдно, C — комплексна
площина, i нехай C = C

⋃
{∞} — розширена комплексна площина, R+ = (0,∞) — додатна

дiйсна пiввiсь, U = {z : |z| < 1} — вiдкритий одиничний круг.
Нехай функцiя f(z), регулярна в крузi U , однолисто вiдображає даний круг на область

B ⊂ C так, що f(0) = a, де a ∈ B i a 6=∞.

Означення 1. Величина |f ′(0)| називається конформним радiусом областi B в точцi a.

Означення 2. Нехай функцiя f(z), регулярна в областi |z| > 1, за винятком нескiн-
ченно вiддаленої точки, однолисто вiдображає дану область на деяку область B так, що
f(∞) = ∞. Величину |f ′(∞)| називають конформним радiусом областi B в нескiнченно
вiддаленiй точцi.

Нами вивчається наступна задача, вперше сформульована в роботi [1]:

Задача 1. Нехай n — деяке натуральне число, n > 3; ak, k = 1, n — деякий набiр
точок комплексної площини; γk, k = 1, n — деякi додатнi дiйснi числа. Знайти максимум
наступного добутку:

n∏
k=1

|f ′k(0)|
γk , (1)

де fk, k = 1, n — функцiї, регулярнi в крузi |z| < 1, для яких fk(0) = ak, причому fi(z1) 6=
fj(z2) для довiльних натуральних 1 6 i, j 6 n та i 6= j та довiльних рiзних z1, z2 ∈ U .

Правильнi такi твердження.

Теорема 1. Нехай n — деяке натуральне число, n > 3, ak, k = 1, n, деякий набiр
фiксованих точок комплексної площини, i нехай γk, k = 1, n — деякi додатнi дiйснi числа,
причому γk >

∑n
k=1 γk
2n−2 для ∀k = 1, n. Тодi для довiльного набору функцiй fk, k = 1, n,

регулярних i однолистих в крузi |z| < 1, для яких fk(0) = ak, причому fi(z1) 6= fj(z2) для
довiльних натуральних 1 6 i, j 6 n та i 6= j та довiльних рiзних z1, z2 ∈ U , виконується
така нерiвнiсть:

n∏
k=1

|f ′k(0)|
γk 6 (n− 1)
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γk
n∏
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|aj − ai|
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
.

Теорема 2. Нехай n — деяке натуральне число, n > 3, ak, k = 1, n — деякий набiр
фiксованих точок розширеної комплексної площини, причому an = ∞; fk, k = 1, n− 1 —
функцiї, регулярнi i однолистi в крузi |z| < 1, для яких fk(0) = ak; fn — регулярна в
областi |z| > 1, за винятком нескiнченно вiддаленої точки, та однолиста в областi
|z| > 1, причому fn(∞) = ∞, i нехай γk, k = 1, n — деякi додатнi дiйснi числа, причому
γk >

∑n
k=1 γk
2n−2 для ∀k = 1, n. Тодi виконується наступна нерiвнiсть:(
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.
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Теорема 3. Нехай n — деяке натуральне число, n > 3, ak, k = 1, n — деякий набiр
фiксованих точок комплексної площини, αk, θk, k = 1, n — деякi додатнi дiйснi числа,
причому αk > θk ∀k = 1, n i α >

∑n
k=1 αk
2n−2 для ∀k = 1, n. Тодi для довiльного набору функцiй

fk, k = 1, n, регулярних i однолистих в крузi |z| < 1, для яких fk(0) = ak, причому
fi(z1) 6= fj(z2) для довiльних натуральних 1 6 i, j 6 n та i 6= j та довiльних рiзних
z1, z2 ∈ U , виконується нерiвнiсть:

n∏
k=1

|f ′k(0)|
αk 6 (n− 1)−
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θk .

Нерiвнiсть, наведена в теоремi 3, дозволяє оцiнювати вираз (1) для деякого набору
степенiв αk, маючи значення даного виразу для iншого набору степенiв.
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