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Нехай G — область у комплекснiй площинi C, тобто зв’язна та вiдкрита пiдмножина
C, i нехай µ : G → C — вимiрна функцiя з |µ(z)| < 1 м.с. (майже скрiзь) в G. Рiвнянням
Бельтрамi називається рiвняння вигляду

fz = µ(z)fz , (1)

де fz = 1
2
(fx + ify), fz = 1

2
(fx − ify), z = x+ iy, fx i fy — частиннi похiднi вiдображення f

по x i y, вiдповiдно.
Нехай σ : G→ C — вимiрна функцiя i m > 0. Розглянемо у полярнiй системi координат

(r, θ) наступне рiвняння:
fr = σ(reiθ) |fθ|m fθ, (2)

де fr i fθ — частиннi похiднi вiдображення f по r i θ, вiдповiдно. Зауважимо, якщо
z (σ(z) |z| i|zfz − zfz|m + 1) 6= 0, то рiвняння (2) можна записати у комплекснiй формi:

fz =
z

z

σ(z) |z| i|zfz − zfz|m − 1

σ(z) |z| i|zfz − zfz|m + 1
fz. (3)

При m = 0 рiвняння (3) зводиться до звичайного рiвняння Бельтрамi (1). Всюди далi
будемо вважати, що m > 0.

Вiдображення f : G → C називається регулярним у точцi z0 ∈ G, якщо в цiй точцi f
має повний диференцiал i його якобiан Jf = |fz|2−|fz̄|2 6= 0. Гомеоморфiзм f класу Соболє-
ва W 1,1

loc називається регулярним, якщо Jf > 0 м.с. Регулярним гомеоморфним розв’язком
рiвняння (3) будемо називати регулярний гомеоморфiзм f : G→ C, який м.с. в областi G
задовольняє рiвняння (3).

Всюди далi будемо вважати, що

γr = {z ∈ C : |z| = r} A(0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z| < r2},

B = {z ∈ C : |z| < 1}.

Лема 1. Нехай m > 0, f : B→ C — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)
класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i

Im,σ(t) =

∫
γt

ds

|z|
(

Imσ(z)
) 1
m+1


m+1

6=∞

для м.в. t ∈ (0, 1). Припустимо, що для деяких чисел C > 0, ε0 ∈ (0, 1) та такої вимiрної

(за Лебегом) невiд’ємної на (0, ε0) функцiї ψ(t), що 0 <

ε0∫
ε

ψ(t) dt < ∞ для довiльного
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ε ∈ (0, ε0), виконується умова∫
A(0, ε, ε0)

ψ
m+2
m+1 (|z|) dxdy

|z|
(

Imσ(z)
) 1
m+1

6 C F (ε, ε0),

де F (ε, ε0) — деяка додатна та скiнченна функцiя для довiльного ε ∈ (0, ε0). Тодi

lim inf
z→0

|f(z)|
Φ(|z|)

6 c0C
m+1
m <∞,

де Φ(ε) =

(
ε0∫
ε

ψ(t) dt

)−m+2
m

F
m+1
m (ε, ε0) та c0 = (2π)−

m+1
m m−

1
m .

Надалi будемо позначати:

e1 = e, e2 = ee, ..., ek+1 = eek ,

ln1 t = ln t, ln2 t = ln ln t, ..., lnk+1 t = ln lnk t,

де k > 1 — натуральнi числа.

Теорема 1. Нехай m > 0, f : B→ C — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння
(3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i Im,σ(t) 6= ∞ для м.в. t ∈ (0, e−1
n ).

Припустимо, що для деяких чисел C > 0, 0 6 α 6 m+2
m+1

та ε0 ∈ (0, e−1
n ) виконується

умова ∫
A(0, ε, ε0)

dxdy

|z|
2m+3
m+1

(
n∏
k=1

lnk
1
|z|

)m+2
m+1 (

Imσ(z)
) 1
m+1

6 C

(
lnn+1

1

ε

)α

для довiльного ε ∈ (0, ε0). Тодi

lim inf
z→0

|f(z)|
(

lnn+1
1

|z|

)m+2−α(m+1)
m

6 c0C
m+1
m <∞,

де c0 = (2π)−
m+1
m m−

1
m .

Теорема 2. Нехай m > 0, f : B→ C — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння
(3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i Im,σ(t) 6= ∞ для м.в. t ∈ (0, 1). При-
пустимо, що для деяких чисел C > 0, p > 0, 0 6 α 6 m+2

m+1
та ε0 ∈ (0, 1) виконується

умова ∫
A(0, ε, ε0)

Φ
m+2
m+1
p (|z|)dxdy

|z|
(

Imσ(z)
) 1
m+1

6 C e
α
εp ,

для довiльного ε ∈ (0, ε0), де Φp(t) = e
1
tp

tp+1 . Тодi

lim inf
z→0

|f(z)|e
β
|z|p 6 c0 p

m+2
m C

m+1
m <∞,

де β = m+2−α(m+1)
m

та c0 = (2π)−
m+1
m m−

1
m .
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