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Нехай задано сiм’ю Γ кривих γ в просторi Rn, n > 2. Борелеву функцiю ρ : Rn → [0,∞]
називають допустимою для Γ, пишуть ρ ∈ adm Γ, якщо∫

γ

ρ(x) ds > 1

для кожної (локально спрямлюваної) кривої γ ∈ Γ. Нехай p ∈ (1,∞). Тодi p–модулем сiм’ї
Γ називається величина

Mp(Γ) = inf
ρ∈adm Γ

∫
Rn

ρp(x) dm(x) .

Тут m — мiра Лебега в Rn.
Для довiльних множин E, F i G в Rn, позначимо через ∆(E,F,G) сiм’ю всiх неперерв-

них кривих γ : [a, b] → Rn, якi з’єднують E та F в G, тобто γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ G
при a < t < b. Нехай D — область в Rn, x0 ∈ D, 0 < r1 < r2 < d0 та d0 = dist(x0, ∂D).
Покладемо

A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} ,
Si = S(x0, ri) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ri} , i = 1, 2 .

Нехай Q : D → [0,∞] — вимiрна за Лебегом функцiя. Будемо говорити, що гомеомор-
фiзм f : D → Rn є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом вiдносно p-модуля в точцi x0 ∈ D, якщо
спiввiдношення

Mp(∆(fS1, fS2, fD)) 6
∫
A

Q(x) ηp(|x− x0|) dm(x)

виконується для будь-якого кiльця A = A(x0, r1, r2) i для кожної вимiрної функцiї
η : (r1, r2)→ [0,∞] такої, що

r2∫
r1

η(r) dr = 1 .

Нехай x0 ∈ Rn, R > 0 та для гомеоморфiзму f : Rn → Rn покладемо

L(x0, f, R) = max
|x−x0|=R

|f(x)− f(x0)| .

Справедливе таке твердження.

Теорема 1 ([1]). Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiдносно p-модуля
в точцi x0 при p > n, де x0 — деяка точка в Rn. Якщо для деяких чисел c > 0, 0 6 κ 6 p,
r0 > 0 виконується умова∫

A(x0,r0,R)

Q(x)ψp(|x− x0|) dm(x) 6 c Iκ(r0, R) ∀R > r0 ,
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де ψ(t) — така невiд’ємна вимiрна за Лебегом функцiя на (0,+∞), що

0 < I(r0, R) =

R∫
r0

ψ(t) dt <∞ ∀R > r0 ,

то

lim
R→∞

L(x0, f, R) I
κ−p
p−n (r0, R) >

(
p− n
p− 1

) p−1
p−n (ωn−1

c

) 1
p−n

,

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn.

Поклавши в теоремi 1 κ = n, отримаємо такий наслiдок.

Наслiдок 1 ([1]). Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiдносно p-модуля
в точцi x0 при p > n, де x0 — деяка точка в Rn. Якщо для деяких чисел c > 0, r0 > 0
виконується умова∫

A(x0,r0,R)

Q(x)ψp(|x− x0|) dm(x) 6 c In(r0, R) ∀R > r0 ,

де ψ(t) — така невiд’ємна вимiрна за Лебегом функцiя на (0,+∞), що

0 < I(r0, R) =

R∫
r0

ψ(t) dt <∞ ∀R > r0 ,

то

lim
R→∞

L(x0, f, R)

I(r0, R)
>

(
p− n
p− 1

) p−1
p−n (ωn−1

c

) 1
p−n

,

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn.

Вибравши в теоремi 1 функцiю ψ(t) = 1
t
, отримаємо ще один наслiдок.

Наслiдок 2 ([1]). Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiдносно p-модуля
в точцi x0 при p > n, де x0 — деяка точка в Rn. Якщо для деяких чисел c > 0, 0 6 κ 6 p
виконується умова ∫

A(x0,r0,R)

Q(x) dm(x)

|x− x0|p
6 c lnκR ∀R > r0 ,

то

lim
R→∞

L(x0, f, R)

(lnR)
p−κ
p−n

>

(
p− n
p− 1

) p−1
p−n (ωn−1

c

) 1
p−n

,

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn.
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