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Нехай C — комплексна площина, C = C
⋃
{∞} — її одноточкова компактифiкацiя, N

та R — множини натуральних i дiйсних чисел, вiдповiдно, U — вiдкритий одиничний круг
з центром в початку координат, R+ = (0,∞).

Нехай B ⊂ C — однозв’язна область i a ∈ B. Згiдно з теоремою Рiмана про вiдобра-
ження, iснує однолисте i конформне вiдображення областi B на одиничний круг U при
якому f(a) = 0, f ′(a) > 0. Якщо розглянути обернене вiдображення ϕ, яке здiйснює вiд-
ображення одиничного круга U на область B так, що ϕ(0) = a, то поняття конформного
радiуса однозв’язної областi B ⊂ C вiдносно точки a ∈ B визначається таким чином

R(B, a) =
1

|f ′(a)|
= |ϕ′(0)|.

М.О. Лаврентьєв у роботi [1] розв’язав задачу про добуток конформних радiусiв двох
неперетинних однозв’язних областей, а саме справедливий такий результат.

Теорема 1. Нехай a1 i a2 – деякi фiксованi точки комплексної площини C i Bk,
ak ∈ Bk, k ∈ {1, 2} – довiльнi неперетиннi однозв’язнi областi на C. Тодi справедлива
нерiвнiсть

R(B1, a1)R(B2, a2) 6 |a1 − a2|2 , (1)

де рiвнiсть досягається для пiвплощин Bk i точок ak, симетричних вiдносно їх спiльної
межi.

Пiзнiше (див., наприклад, [2]) результат М.О. Лаврентьєва був узагальнений для ви-
падку мероморфних функцiй. Тодi для будь-яких неперетинних областей B1 ⊂ C i B2 ⊂ C
нерiвнiсть (1) зберiгається, при чому знак рiвностi в нiй досягається коли областi B1 та
B2 мають такий вигляд

B1 =

{
w ∈ C :

∣∣∣∣w − a1w − a2

∣∣∣∣ < ρ

}
, B2 =

{
w ∈ C :

∣∣∣∣w − a1w − a2

∣∣∣∣ > ρ

}
,

де ρ ∈ R+. Одним з прикладiв такої конфiгурацiї областей є випадок, коли одна з областей
обмежена колом вище вказаного типу, а iнша область, в свою чергу, буде необмежена, тобто
є доповненням до першої областi.

В роботах Л. I. Колбiної [3, 4] була отримана оцiнка добутку степенiв конформних ра-
дiусiв у випадку двох попарно неперетинних однозв’язних областей комплексної площини
C: при заданих скiнченних рiзних точках a1 i a2 максимум

J0 =
4α+βααββ

|α− β|α+β

∣∣∣∣√α−√β√
α +
√
β

∣∣∣∣2
√
αβ

|a1 − a2|α+β

величини J = Rα(B1, a1)R
β(B2, a2), α, β ∈ R+, вiдносно всеможливих пар областей B1,

B2 таких, що a1 ∈ B1 ⊂ C, a2 ∈ B2 ⊂ C, досягається для полюсiв та кругових областей
квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = −(a2 − a1)[z − a1 − α(a2 − a1)/(α− β)]
(z − a1)2(z − a2)2

dz2.
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Далi узагальнення задачi М.О. Лаврентьєва проявилося через збiльшення числа обла-
стей, вiдмови вiд фiксацiї полюсiв вiдповiдних квадратичних диференцiалiв, переходу до
розширеної комплексної площини, розширення об’єкту дослiдження – областi, що взаємно
не перетинаються, замiнюють деяким класом вiдкритих множин або частково перетинних
областей (див., наприклад, [5 – 9]).

Нехай r(B, a) позначає внутрiшнiй радiус областi B вiдносно точки a (див., наприклад,
[8, 9]). Виконуються подальшi твердження.

Теорема 2 ([10]). Нехай n ∈ N. Тодi для будь-якої фiксованої системи рiзних точок
{ak}nk=1 ∈ C\{0} i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, {Bk}nk=0, ak ∈
Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, справедлива нерiвнiсть

rn (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 n−
n
2

(
n∏
k=1

|ak|

)2

. (2)

Нерiвнiсть (2) будемо називати узагальненою нерiвнiстю М.О. Лаврентьєва, оскiльки
при n = 1 одержуємо результат теореми 1. Нерiвнiсть (2) при додаткових умовах на
геометрiю розташування точок ak, k = 1, n, дозволяє уточнити теорему 1, а саме має
мiсце наступний результат.

Наслiдок 1. Нехай n ∈ N. Тодi для будь-якої фiксованої системи рiзних точок
{ak}nk=1 таких, що |ak| = ρ ∈ R+, k = 1, n, i системи будь-яких областей, що взаєм-
но не перетинаються, {Bk}nk=0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, причому r (B1, a1) =
r (B2, a2) = . . . = r (Bn, an), справедливе спiввiдношення

r (B0, 0) r (Bk, ak) 6
1√
n
· ρ2, k = 1, n.
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