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Означення 1. Рядом Перрона називають числовий ряд вигляду

∞∑
n=0

r0r1 . . . rn
(p1 − 1) p1 (p2 − 1) p2 . . . (pn − 1) pnpn+1

,

де (rn)∞n=0 – довiльна послiдовнiсть натуральних чисел, N 3 pn ≥ rn−1 + 1 для кожного
n ∈ N.

Рядом Перрона, записаним у рiзницевiй формi, називають ряд

∞∑
n=0

r0r1 . . . rn
(r0 + g1 − 1) (r0 + g1) . . . (rn−1 + gn − 1) (rn−1 + gn) (rn + gn+1)

, (1)

де gn ∈ N для всiх n ∈ N.

Зафiксуємо довiльну послiдовнiсть P функцiй ϕn : Nn → N, n ∈ N, та ϕ0 = const. Якщо
число x ∈ (0; 1] є сумою ряду (1), причому r0 = ϕ0 та rn = ϕn (g1, . . . , gn) для кожного
n ∈ N, то розклад числа x в ряд (1) називають його P–представленням, скорочений запис
∆P

g1g2...
ряду (1) – P–зображенням числа x, а число gn – n–тою цифрою його P–зображення.

Теорема 1. Для довiльної послiдовностi функцiй (ϕn)∞n=0 кожне число x ∈ (0; 1] має
єдине P–представлення.

Нехай x = ∆P
g1g2...

та NP
i (x, k) – кiлькiсть номерiв n таких, що gn = i та n ≤ k.

Означення 2. Якщо для числа x iснує границя

lim
k→∞

NP
i (x, k)

k
= νPi (x) ,

то число νPi (x) називають асимптотичною частотою цифри i в P–зображеннi числа x.

Теорема 2. Нехай P–зображення таке, що з деякого номера n0 для всiх k ≥ n0:
ϕk = const. Тодi якщо iснує границя

lim
k→∞

(
1

k

k−1∑
n=n0

ϕn

(ϕn + i− 1) (ϕn + i)

)
= νi,

то для майже всiх чисел x ∈ (0; 1] iснує i при цьому одна й та ж сама асимптотична
частота цифри i, що дорiвнює νi.

Наслiдок 1. Нехай P–зображення таке, що з деякого номера n0 для всiх k ≥ n0:
ϕk = const. Тодi якщо lim

k→∞
ϕk =∞, то для майже всiх чисел x ∈ (0; 1] та кожного i ∈ N

має мiсце рiвнiсть νPi (x) = 0.
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Наслiдок 2. Якщо функцiї ϕk такi, що починаючи з деякого номеру ϕk ≡ r, то для
майже всiх чисел x ∈ (0; 1] та кожного i ∈ N має мiсце рiвнiсть

νPi (x) =
r

(r + i− 1) (r + i)
.

Означення 3. Нехай (an)∞n=1 — послiдовнiсть елементiв множини X, a∗ — деякий
елемент цiєї множини, Na∗ (k) — кiлькiсть номерiв n ≤ k таких, що an = a∗. Якщо для
послiдовностi (an)∞n=1 та елемента a∗ iснує границя

lim
k→∞

Na∗ (k)

k
= θ (a∗) ,

то число θ (a∗) називають асимптотичною частотою елемента a∗ в послiдовностi (an)∞n=1.

Теорема 3. Нехай P–зображення таке, що з деякого номера n0 для всiх k ≥ n0: ϕk =
const; θ (n) — асимптотична частота числа n ∈ N в послiдовностi (ϕk)∞k=n0

, причому∑∞
n=1 θ (n) = 1. Тодi для майже всiх чисел x ∈ (0; 1] та кожного i ∈ N має мiсце рiвнiсть

νPi (x) =
∞∑
n=1

(
θ (n)

n

(n+ i− 1) (n+ i)

)
.

Наслiдок 3. Нехай P–зображення таке, що з деякого номера n0 для всiх k ≥ n0:
ϕk = const. Також нехай послiдовнiсть (ϕk)∞k=n0

перiодична, починаючи з деякого номеру,
причому цей перiод складається з чисел c1, . . . , cj, що мiстяться в ньому h1, . . . , hj разiв
вiдповiдно. Тодi для майже всiх чисел x ∈ (0; 1] та для кожної цифри i має мiсце рiвнiсть

νPi (x) =

j∑
n=1

(
hn

h1 + . . .+ hj
· cn

(cn + i− 1) (cn + i)

)
.
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