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У доповiдi буде представлено результати симетрiйного аналiзу класу (1+1)-вимiрних
узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–Ґордона

utx = f(t, x, u) з fuu 6= 0, (1)

з точнiстю до G∼-еквiвалентностi. Як суттєве узагальнення результатiв Лi доведено, що
групоїд контактної еквiвалентностi класу (1+1)-вимiрних узагальнених нелiнiйних рiв-
нянь Клейна–Ґордона є продовженням першого порядку групоїда точкової еквiвалентностi
цього класу (див. [1, лема 2]). У роботi [1] також доведено, що клас (1+1)-вимiрних уза-
гальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–Ґордона є нормалiзованим (вiдносно точкових пе-
ретворень), i побудовано його групу еквiвалентностi G∼ та вiдповiдну алгебру еквiвалент-
ностi g∼. Справедливе наступне твердження:

Твердження 1. Максимальну алгебру лiївської iнварiантностi gf рiвняння Kf iз
класу (1) утворюють векторнi поля вигляду

τ(t)∂t + ξ(x)∂x +
(
η1u+ η0(t, x)

)
∂u,

де параметр-функцiї τ = τ(t), ξ = ξ(x), η0 = η0(t, x) та стала η1 задовольняють класи-
фiкацiйне рiвняння

τft + ξfx +
(
η1u+ η0

)
fu =

(
η1 − τt − ξx

)
f + η0tx.

Оскiльки клас (1) є нормалiзованим (див. необхiднi означення та термiнологiю в [1]),
а його група еквiвалентностi має специфiчну структуру, то для його повної групової класи-
фiкацiї використано алгебраїчний метод у поєднаннi з ефективним залученням класичної
теореми Лi про реалiзацiї скiнченновимiрних алгебр Лi векторними полями на прямiй.
У класi (1) виокремлено рiвняння Лiувiлля як єдине рiвняння з нескiнченновимiрною ал-
геброю лiївської iнварiантностi та дослiджено властивостi скiнченновимiрних придатних
пiдалгебр проєкцiї $∗g

∼ алгебри g∼ на простiр iз координатами (t, x, u). У роботi [1] до-
ведено, що dim gf = dimπt,x

∗ gf , i показано, що dim gf 6 4, якщо рiвняння з класу допус-
кає скiнченновимiрну алгебру лiївської iнварiантностi. У наступнiй теоремi представлено
основний результат групової класифiкацiї у виглядi повного списку G∼-нееквiвалентних
розширень лiївської симетрiї у класi (1).

Теорема 1. Повний список G∼-нееквiвалентних (максимальних) розширень лiївських
симетрiй у класi (1) вичерпують такi випадки:

0. Загальний випадок f = f(t, x, u): {0};
1. f = f̂(x, u): 〈∂t〉;
2. f = f̂(x− t, u): 〈∂t + ∂x〉;
3. f = etf̂(x, e−tu): 〈∂t + u∂u〉;
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4. f = ex+tf̂(x− t, e−x−tu): 〈∂t + ∂x + 2u∂u〉;
5. f = etf̂(e−tu): 〈∂t + u∂u, ∂x〉;
6. f = ex+tf̂(e−x−tu): 〈∂t + u∂u, ∂x + u∂u〉;
7. f = |x− t|−q−2f̂(|x− t|qu), q 6= 0: 〈∂t + ∂x, t∂t + x∂x − qu∂u〉;
8. f = |x|−q−2f̂(|x|qu), q 6= 0: 〈∂t, t∂t + x∂x − qu∂u〉;
9. f = f̂(u): 〈∂t, ∂x, t∂t − x∂x〉;
10. f = (x− t)−2f̂(u): 〈∂t + ∂x, t∂t + x∂x, t

2∂t + x2∂x〉;
11. f = eu/x: 〈∂t, t∂t − x∂u, x∂x + u∂u〉;
12. f = |u|pu, p 6= −1, 0: 〈∂t, ∂x, t∂t − x∂x, −pt∂t + u∂u〉;
13. f = eu: 〈τ(t)∂t + ξ(x)∂x − (τt(t) + ξx(x))∂u〉.

Тут f̂ — довiльна гладка функцiя своїх аргументiв, f̂uu 6= 0, q та p — довiльнi сталi, якi
задовольняють умовам, що зазначенi у вiдповiдних випадках. У випадку 13 компоненти τ
та ξ пробiгають вiдповiдно множину гладких функцiй змiнних t або x.

Також у роботi [1] знайдено низку G∼-iнварiантних цiлочисельних характеристик пiд-
алгебр алгебри g∼, якi дозволяють повнiстю iдентифiкувати G∼-нееквiвалентнi випадки
розширень лiївської симетрiї у класi (1). Цi характеристики використано для розрiзнення,
з точнiстю до G∼-еквiвалентностi, послiдовних розширень лiївської симетрiї для випадкiв
наведених у теоремi 1. Таким чином, вичерпно описано структуру частково впорядкованої
множини G∼-нееквiвалентних розширень лiївської симетрiї у класi (1), яку представлено
в [1] у виглядi дiаграми Хассе.

Класифiкацiя лiївських симетрiй є першим необхiдним кроком для розширеного симе-
трiйного аналiзу рiвнянь iз класу (1). Її можна використовувати для класифiкацiї лiївських
редукцiй та подальшої побудови точних iнварiантних розв’язкiв цих рiвнянь.
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