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8.6. СОВРЕМЕННЫЕ МЕТОДЫ КОМПЬЮТЕРНОЙ АЛГЕБРЫ В РЕШЕНИИ 
ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ 

Под «методами компьютерной алгебры» в данном разделе мы будем понимать 
аналитические вычисления и преобразования, которые выполняются с помощью 
современных систем компьютерной алгебры (математических пакетов), прежде всего, 
Maple, Reduce, Mathematica. Конечно, вызывает определенное разочарование 
отсутствие в данном перечне отечественной разработки – системы АНАЛИТИК. В 
связи с этим приведем оценку известного специалиста, который работал как с 
АНАЛИТИКом, так и с современными зарубежными системами [159]: «Особого 
разговора заслуживает отечественная система АНАЛИТИК, разработанная под 
руководством академика В.М. Глушкова и аппаратно реализованная на ЭВМ МИР-2. 
На языке АНАЛИТИК, во многом совпадающем с обычным математическим языком, 
можно было подготовить и ввести задания по аналитическому преобразованию 
выражений: раскрытию скобок, приведению подобных членов, дифференцированию, 
нахождению неопределенных и определенных интегралов, разложению в ряды, 
решению линейных и нелинейных дифференциальных уравнений. И все это 
осуществлялось при оперативной памяти емкостью всего лишь в 8192 13-разрядных 
слов. С помощью системы АНАЛИТИК было найдено несколько ошибок в таблицах 
интегралов, сумм, рядов и произведений И.С. Градштейна и И.М. Рыжика [160]. 
Реализация на ЭВМ МИР-2 символьных вычислений не только открыла 
принципиально новые возможности использования компьютеров в 
естественнонаучных и прикладных областях знаний, но и способствовала бурному 
росту исследований алгоритмических аспектов аналитических вычислений. И можно 
лишь сожалеть, что передовая отечественная разработка – система  
АНАЛИТИК – вместе с ЭВМ МИР канули в лету благодаря некомпетентным 
решениям околокомпьютерных и вовсе некомпьютерных чиновников». 

Мы не будем детально анализировать приведенную мысль, а вместо этого 
сосредоточимся на рассмотрении более специального вопроса: «Почему 
аналитические исследования играют столь важную роль именно в теории 
управления»? Ответ на этот вопрос нуждается в определенном сравнительном 
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анализе изучения естественного движения объектов (что является предметом 
рассмотрения классической механики) и управляемого движения искусственных 
объектов (что является предметом теории управления). «Управляемое движение 
отличается от неуправляемого, – читаем у Г.В. Коренева [171], – прежде всего своей 
целенаправленностью». Действительно, именно целенаправленность управляемого 
движения является определяющим отличием. В чем же она состоит, как 
формализуется? Лаконичный, но точный ответ находим в «Записках ретрограда» 
И.В. Новожилова [170]: «… в случае управляемых систем набор дифференциальных 
уравнений замыкается только при заданном законе управления. Без этого нельзя 
приступать к анализу на компьютере. А подобрать закон управления, работая с 
непосильно громоздкими для ручных выкладок уравнениями, не удается, 
исследователь загоняет себя в гносеологический тупик». Действительно, без 
формирования закона управления (то есть замыкающих соотношений) невозможно 
даже смоделировать управляемую систему на компьютере. Указанное препятствие 
частично может быть преодолено при рассмотрении классических линейных систем 
управления, где действуют принцип суперпозиции и аппарат передаточных функций. 
Кстати, именно в этом направлении, то есть для задач анализа линейных систем, 
продолжает развивать систему АНАЛИТИК В.А. Подчукаев [169], который 
запатентовал новое название – АНАЛИТИК-С. Тем не менее едва ли этой системе 
удастся конкурировать с возможностями анализа линейных систем, которые имеет, 
например, система Matlab/Simulink. 

Что касается нелинейных управляемых систем, следует отметить следующее. 
Продолжительное время доминировала мысль, что нелинейная система – это такая 
система, которая не имеет канонического вида 

  (8.24) 
Но, как было выяснено со временем, некоторые нелинейные системы, которые 

имеют вид 

 , (8.25) 

– так называемые аффинные (по управлению) системы, могут быть сведены 
нелинейными преобразованиями к виду (8.24). Существование и конструктивные 
алгоритмы нахождения таких замен переменных были связаны с анализом векторных 
полей, ассоциированных с системой (8.25), и открыли путь к широкому применению 
методов дифференциальной геометрии, теории групп, дифференциальной алгебры к 
проблемам, связанным с нелинейными системами управления. Волна таких 
исследований прокатилась по всему миру. В Украине следует упомянуть, в первую 
очередь, такие фамилии, как Кухтенко А.И., Самойленко Ю.И., Кунцевич В.М., 
Ковалев А.М., Кириченко М.Ф., Семенов В.Н., Коробов В.И., Легенький В.И.; в 
России – Гамкрелидзе Р.В., Аграчев А.А., Вахрамеев С.А., Сарычев А.В., 
Павловский Ю.Н., Крищенко А.П., Яковенко Г.Н., Елкин В.Н., Павлов В.Г., 
Гараев К.Г., Летов А.М., Хрусталев М.М.; в Соединенных Штатах – Kalman R.E., 
Brockett R.W., Krener A., Wilkens G.R., Lobry C., Elliot D.L., Sussman H.J., Gardner R., 
Zelenko I., Murray R., Sontag E.D., Sastry S.; во Франции – Fliss M., Levine J., Martin P., 
Rouchon P., Pomet J.-B.; в Германии – Rudolph J., Spindler K., Colon C., Colonius F.; в 
Австралии – Vassiliou P., Lisle J., Prince J.; в Канаде – Shadwick W., Guay M., Reid G.; 
в других странах Европейского Союза – Brunovsky P., Niemeyer G., van der Shaft A., 
Miele A., Isidori A. (наш перечень, безусловно, не является исчерпывающим). В конце 
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концов сформировалась мощная исследовательская сеть, усилиями которой ряд 
проблем, связанных с нелинейными управляемыми системами, как то управляемость, 
наблюдаемость, плоскостность (flatness), нашли свое решение. Следует вспомнить, 
что для освещения этой проблематики в Институте кибернетики (Украина) под 
руководством акад. А.И. Кухтенко издавался журнал «Кибернетика и вычислительная 
техника. Сложные системы управления». 

Не будем останавливаться подробно на той или иной проблеме теории 
управления, а попробуем выяснить важный методологический аспект, а именно: в чем 
состоит секрет успеха применения дифференциально-алгебраических и 
дифференциально-геометрических методов к проблемам теории управления, что 
является их движущей силой? По мнению автора, в основе успеха применения той 
или иной теории к конкретной проблеме всегда лежит определенная математическая 
операция (процедура), которая мгновенно решает существующую проблему (или 
некоторую ее часть). Приведем несколько примеров.  

Предположим, мы имеем два алгебраических уравнения: 
 
  (8.26) 
 
Необходимо выяснить, при каких условиях на коэффициенты (a, b) эти 

уравнения имеют одинаковый корень (или, например, два одинаковых корня). 
Получить ответ на этот вопрос, опираясь на уровень математики средней школы (или 
даже технического Вуза) невозможно, потому что для уравнений выше пятого 
порядка отсутствует общая формула зависимости корней уравнения от его 
коэффициентов. Вместе с тем ответ легко получается с использованием понятия 
(конструкции) результанта (соответственно – субрезультанта) в рамках 
алгебраической теории исключения [179]. Согласно теории исключения, для двух 
полиномов 

 
 (8.27) 

 
из их коэффициентов можно сформировать так называемую матрицу Сильвестра (M), 
которая имеет порядок (m+n)*(m+n):  
 

. (8.28) 

 
Результант (в форме Сильвестра) – это выражение, связанное с определителем 

матрицы M, а именно: 
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 . (8.29) 
 
Нули результанта (соответственно – определителя матрицы M) свидетельствуют 

о наличии общего корня и дают для этого случая уравнения на коэффициенты 
полиномов. Таким образом, для ответа на поставленный в начале этого примера 
вопрос нужно выписать соответствующую матрицу Сильвестра, вычислить 
определитель 11-го порядка и, приравняв его к нулю, получить соответствующее 
уравнение на коэффициенты (a, b). Обобщение на большее количество общих корней 
достигается введением понятия субрезультанта [179]. Подытоживая, заметим, что в 
данном случае понятие результанта было ключевой конструкцией для получения 
ответа о наличии общих корней.  

Наш второй пример будет связан с системой (8.25). А вопрос будет стоять таким 
образом: при выполнении каких условий на функции  система (8.25) 
будет управляемой? Для специалистов, которые усвоили базовые понятия об 
управляемости на примере линейной системы (8.24) и ассоциируют его с 
определением ранга соответствующей «матрицы управляемости» в виде  

 
  (8.30) 
 

поставленный вопрос имеет шокирующий характер: для них будет неясно, с чего 
следует начинать и на какие базовые конструкции опираться. Тем не менее, в 
нелинейной теории управления [162–165], управляемость трактуется как отсутствие 
инвариантных поверхностей  у ассоциированного с исходной системой 
векторного поля: 

 
  (8.31) 
 

то есть, как отсутствие решений уравнения  Последнее условие сводится 
к анализу отсутствия общих решений системы уравнений 

 
  (8.32) 
 
Здесь и в дальнейшем мы используем правило Эйнштейна, то есть, предполагаем 

суммирование по повторяющимся индексам. Исчерпывающий ответ относительно 
наличия общих решений системы (8.32) достигается путем анализа полноты системы 
операторов , а базовой процедурой является, соответственно, коммутатор этих 
векторных полей, то есть векторное поле, которое определяется по формуле 

 
  (8.33) 
 
Дальнейшие детали можно найти, например, в монографии Г.Н. Яковенко [185]. 

Акцентируем внимание на том, что для ответа на поставленный вопрос нам 
понадобилась ключевая конструкция – коммутатор и соответствующая теория 
полных систем (теория Фробениуса). Векторные поля имеют свой двойственный 
аналог – дифференциальные 1-формы. Иногда теория управляемости нелинейных 
систем излагается в терминах производного флага ассоциированной системы 
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дифференциальных 1-форм [165]. Вообще становление базовых понятий и операций 
дифференциальной геометрии происходило в тесном взаимодействии с решением 
прикладных задач (обзор [167] относительно производной Ли). Глубинная сущность 
этой связи лежит в аксиоматике. «Для аксиоматического построения аналитической 
механики не потребовалось вводить какие-либо новые аксиомы, так как аксиоматика 
дифференциальной геометрии (в ее теперешнем состоянии) и аналитической 
механики оказалась общей» [161]. 

Применение дифференциально-геометрических методов к анализу нелинейных 
систем управления позволило выявить отдельные важные факты: 

1. Некоторые нелинейные системы, с помощью нелинейных же преобразований 
могут быть сведены к линейным. 

2. Для некоторых нелинейных систем также возможно выполнение принципа 
суперпозиций. 

3. Факт нелинейности нивелируется наличием достаточного количества 
управляющих воздействий, а именно: когда число управляющих воздействий не 
меньше числа степеней свободы управляемой системы (системы с избыточным 
количеством управлений). 

4. Нелинейные системы, в которых количество управляющих воздействий 
меньше, чем число степеней свободы (underactuated systems), являются наиболее 
сложными при решении задач управления, но нахождение таких решений 
значительно упрощается при наличии широкой группы симметрий, которая 
допускается данной системой управления.  

Подытоживая, можно отметить, что наиболее сложными для анализа являются 
нелинейные системы с бедной групповой структурой (низкой размерностью 
допускаемых групп симметрий). Для таких систем аналитические потуги в их 
исследовании существенно ограничены. Тем не менее сам факт существования 
допускаемой группы для каждой конкретной системы должен быть установленным 
(то есть, должен быть проведен групповой анализ исходной системы управления), а 
последующие шаги должны коррелировать с результатами этого анализа.  

Для выявления тех или иных дифференциально-геометрических свойств, кроме 
имеющегося математического аппарата, важно иметь соответствующие средства 
компьютерной алгебры. Действительно, возвращаясь к рассмотренному примеру 
нахождения условий существования общих корней системы (8.26), выясняем, что 
необходимо вычислять определитель матрицы 11 порядка. Конечно, подсчет 
определителей матрицы присутствует во всех системах аналитических вычислений, 
но здесь дело не только в подсчете определителя, а и в определенных правилах 
формирования (заполнения) самой матрицы. Поэтому желательно иметь специальный 
оператор, который автоматически подсчитывает результант для заданных полиномов. 
Эта функция реализована также в большинстве систем, в частности, в Reduce, Maple, 
Mathematica.  

А вот более тонкий подсчет субрезультантов реализован только в системе 
Mathematica. Более того, облачный (интернет) вариант этой системы Wolframalpha 
позволяет вычислить все субрезультанты, введя один-единственный оператор 
(http://www.wolframalpha.com/input/?i=subresultants%5Bx%5E5%2Ba*x%2B1%2Cx%5
E6%2Bb*x%2B1%2Cx%5D): 

subresultants[x5+a*x+1,x6+b*x+1,x], 
чтобы получить исчерпывающий ответ в виде списка субрезультантов: 

http://www.wolframalpha.com/input/?i=subresultants%5Bx%5E5%2Ba*x%2B1%2Cx%5E6%2Bb*x%2B1%2Cx%5D
http://www.wolframalpha.com/input/?i=subresultants%5Bx%5E5%2Ba*x%2B1%2Cx%5E6%2Bb*x%2B1%2Cx%5D


 
371 

 
 
 

 
Едва ли мы отважились бы экспериментировать с вычислением субрезультантов, 

варьируя уравнения, их порядок, коэффициенты и тому подобное при отсутствии 
мгновенной возможности получить нужный результат. Это подтверждает давно 
известную мысль, что «... вычислительные методы, средства и традиции в 
значительной степени стихийно формируют всю «математическую идеологию»: 
какие задачи надо сводить к каким (например, как отметил Л.А. Люстерник, именно 
из-за этого мы сводим линейные автономные дифференциальные уравнения к 
алгебраическим, а не наоборот), на каком этапе задача признается решенной и т.д.» 
[168]. Для тех, кто интересуется алгебраическими уравнениями, рекомендуем статью 
автора [208]. 

О некоторых новых дифференциально-геометрических и дифференциально-
алгебраических конструкциях, связанных с разными задачами исследования 
управляемых систем и возможностью их реализации в современных системах 
компьютерной алгебры, пойдет речь ниже. 

Для вычислений, как правило, использовались следующие специализированные 
пакеты: 

• в системе Reduce: Excalc – (сокращение от Exterior Calculus  
(Внешние вычисления), разработчик – Dr. Eberhard Schruefer, Германия);  
EDS (EDS – аббревиатура от Exterior Differential Systems (внешние 
дифференциальные системы), разработчик – David Hartley, Австралия),  
CRACK и LIEPDE – пакеты для вычисления симметрий и законов сохранения  
(разработчик – Prof. Thomas Wolf, Канада); 

• в системе Maple: Differential Geometry – разработчики Prof. I.M. Anderson 
(США), E.S. Cheb-Terrab (Канада) и др.; Rif – пакет для вычислений в области 
дифференциальной алгебры (разработчик – Dr. Alan Wittkopf, Канада); Differential 
Algebra – разработчик Prof. F. Boulier (Франция). 

Терминология и обозначения, приводимые ниже, приняты в современной 
дифференциальной геометрии и соответствуют указанным в монографиях [172, 175, 
184, 186–188]. Соответствующие дополнительные пояснения даются прямо по тексту. 

В отличие от известных уравнений классической математической физики, как то 
уравнение теплопроводности или уравнение Шредингера, – управляемые системы 
довольно разные, чтобы остановиться на рассмотрении какого-то конкретного 
уравнения или системы уравнений, описывающих некоторую отдельную 
управляемую систему. Вместо этого мы сосредоточим наши исследования на 
системах общего вида, ограничив сначала порядок управляемой системы, которую 
будем рассматривать, а именно: рассмотрим класс нелинейных управляемых систем 
второго порядка: 

 

  (8.34) 

 
где  – время,  – фазовые координаты,  – управление,  – 
произвольная дифференцированная функция указанных аргументов. С точки зрения 
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теории дифференциальных уравнений, система (8.34) – недоопределенная: уравнений 
меньше, чем переменных, а с точки зрения теории управления,  
система (8.34) – незамкнутая. Один из возможных путей доопределения (замыкания) 
системы (8.34) состоит в дописывании дополнительного дифференциального 
уравнения на функцию управления  

 
  (8.35) 
 

которое бы придавало замкнутой системе (8.34)+( 8.35) некоторые заданные свойства. 
Понятно, что, пользуясь произвольностью функции , мы имеем 
возможность придавать замкнутой системе любые полезные качества. Казалось бы, 
нет никаких априорных оснований для выделения какой-либо одной специализации 
функции . Тем не менее, это не совсем так. Существует один 
замечательный класс замыкающих уравнений, в котором функция  
определенным образом «сконструирована» из функции . Это уравнение 
имеет вид 

  (8.36) 
 
Системе (8.34)+( 8.35) можно поставить в соответствие векторное поле  
 
  (8.37) 
 

где  – векторное поле (дифференциальный инфинитезимальный 
оператор), ассоциированный с системой (8.34), а . Таким образом, уравнение, 
полученное действием оператора (8.37) на любую произвольную функцию 

, будет выглядеть следующим образом: 
 
  (8.38) 
 
Как будет видно из дальнейшего рассмотрения, проблема управляемости 

системы (8.24), возможность ее линеаризации, проблема групповой классификации 
системы (8.24), а также задача оптимального синтеза – весь этот ряд проблем будет 
связан с уравнением (8.38). Вследствие этой важной роли будем называть замыкание 
(8.36) – универсальным, а оператор (8.37) – оператором характеристического 
продолжения.  

Остановимся на свойствах уравнения (8.38). Это линейное однородное 
уравнение в частных производных относительно функции . Уравнения 
(8.34) и (8.36) образуют для данного уравнения систему характеристик 
(характеристических уравнений), которые можно также переписать в более 
симметричном виде: 

 

  (8.39) 

 
Общее решение уравнения (8.38) может быть представлено в виде  
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  (8.40) 
где функции 

  (8.41) 

образуют систему первых интегралов системы (8.39). Уравнение (8.38) имеет особые 
решения при одновременном выполнении условий: 

  (8.42) 
Выполнение первого условия в (8.42) приводит к появлению линейной по 

управлению системы, то есть 
  (8.43) 

Если выполняется второе условие в (8.42), то имеет место случай , то есть 
рассматриваются собственные движения системы (8.34): . Одновременное 
выполнение обоих условий с (8.42) возможно лишь в случае  

  (8.44) 

где  – произвольная функция. 
Проиллюстрируем связь уравнения (8.38) с основными свойствами исходной 

системы (8.34) – управляемостью, линеаризуемостью, проблемой оптимального 
синтеза и проблемой групповой классификации. 

1. Условия неуправляемости (инвариантности) как особые решения уравнения 
(8.38). Проблемы управляемости и инвариантности, которые сегодня известны как 
дуальные проблемы, исторически возникли в разных областях математики. В то 
время, как классические результаты по проблеме управляемости были получены 
П. Рашевским и W. Chow в области классической дифференциальной геометрии 
[173, 176], практическая постановка задачи инвариантности впервые была сделана в 
работе Г.В. Щипанова [177]. Напомним, что под управляемостью системы (8.34) на 
геометрическом языке понимают отсутствие у системы (8.34) инвариантных 
поверхностей вида . Это условие (с использованием прежде введенных 
векторных полей ) может быть эквивалентно представлено в виде системы  

 
  (8.45) 
 
Для решения вопроса о количестве функционально независимых решений 

системы (8.45) ее надо подвергнуть процедуре пополнения, то есть последовательно 
вычислить коммутаторы операторов  и исследовать их на линейную 
связанность. Последовательно будем иметь: 

 

  (8.46) 

где  – коммутатор операторов,  Наличие первых интегралов 
означает одновременное выполнение условий линейной связанности операторов 
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 и . В первом случае это приводит к равенству нулю 
определителя матрицы коэффициентов  

 (8.47) 

 
а во втором – к выполнению условия 
 

  (8.48) 

 
Раскрытие последнего определителя приводит к выполнению условия 
  (8.49) 
Таким образом, наблюдаем, что выполнение условий (8.47) и (8.48) в точности 

совпадает с условиями (8.42). Возможный альтернативный путь получения условий 
(8.47) и (8.48) – использование алгоритмов дифференциального исключения из 
дифференциальной алгебры, теоретическую основу которых составляют работы 
[183, 188]. Соответствующая Maple -программа и результат вычисления приведены 
ниже. 

 
 

/

 

 
 

 
2. Проблема линеаризации системы (8.34) и ее связь с уравнением (8.38). 
Хорошо известно, что попытка распространения канонических форм 

Бруновского на нелинейные системы привела к возникновению понятий «flatness» 
(«плоскостность») и «flat systems» («плоские системы») [174]. Суть этого подхода 
состоит в приведении системы путем замены переменных к каноническому 
(линейному) виду. Системы, для которых существует такая замена переменных 
(фазовых координат и управляющих воздействий), и являются «плоскими 
системами».  

Для нелинейной системы второго порядка, которая является предметом нашего 
рассмотрения, это означает существование такой замены: 

 
  (8.50) 

при которой наша система приобретает вид 
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  (8.51) 
Возможность приведения системы (8.34) к системе (8.51) проверяется с 

помощью соответствующей теоремы Енгеля из теории дифференциальных форм и 
состоит в выполнении требований к производной системе дифференциальных форм, 
ассоциированных с исходной системой. Для системы (8.34) ассоциированная система 
дифференциальных форм имеет вид 

 
  (8.52) 
 

а ее первая производная система  образована единственной дифференциальной 
формой 

 
  (8.53) 
 
Формирование желаемой замены переменных начинается с поиска «нового 

времени» (первая формула в (8.50)) в соответствии с условием 
 
  (8.54) 
 
Символ  обозначает внешнее произведение соответствующих 

дифференциальных форм. Раскрывая формулу (8.54) и принимая во внимание, что  
 

  (8.55) 
 
получим соответственно формулу 
 

  (8.56) 
 
которая полностью совпадает с уравнением (8.38), только в качестве функции 

 выступает функция . Таким образом, возможность 
аналитического поиска желаемой замены переменных находится в полной 
зависимости от аналитического решения уравнения (8.38).  

 
3. Групповая классификация системы (8.34) и ее связь с уравнением (8.38). 
Поскольку предметом нашего анализа не является конкретная система второго 

порядка, а класс управляемых систем второго порядка с произвольной функцией 
, то вполне естественной является постановка задачи групповой 

классификации системы (8.34), то есть, согласно [178], поиск групп (или 
соответствующих алгебр) симметрий уравнения (8.34) для любых специализаций 
функции , при которых эта группа расширяется. Поиск симметрий 
сводится к поиску коэффициентов  
инфинитезимального оператора симметрий 

 

  (8.57) 
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Условия симметрии могут быть представлены в разных эквивалентных формах, 

но, как вытекает из исследований, приведенных в статье [216], наиболее короткий 
путь к вычислениям – использование условий симметрии для ассоциированных с 
системой (8.34) дифференциальных форм (8.52), (8.53). Эти условия имеют вид: 

 
  (8.58) 

 
где  – производная Ли векторного поля , а  – знак внутреннего произведения. 
Целесообразно также при расчетах использовать производящую функцию симметрий, 
которая вводится формулой 
 

  (8.59) 
 
Тогда все коэффициенты оператора  могут быть получены через образующую 

функцию симметрий, а для вычисления самой функции  будем иметь единственное 
уравнение: 

 
  (8.60) 
 
Это линейное неоднородное уравнение, однородная часть которого целиком 

совпадает с уравнением (8.38). Заметим, что полная тождественность достигается 
лишь при условии . 

 
4. Задача оптимального синтеза и ее связь с уравнением (8.38). 
Пусть для системы (8.34) поставлена задача оптимального синтеза: найти 

синтезирующую функцию , которая обеспечивает оптимальный по времени 
 
  (8.61) 
 

переход системы (8.34) из некоторого начального состояния  в 
конечное состояние . При условии, что оптимальные управления 
всегда являются внутренней точкой множества допустимых управлений, то есть 
 

  (8.62) 
 

для функции оптимального качества Беллмана  должно выполняться 
условие 

  (8.63) 

 
Это условие эквивалентно двум уравнениям: 
 
  (8.64) 
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В этих уравнениях есть две неизвестных функции:  и . Если 
удается алгебраическим образом исключить функцию , то приходим к 
классическому уравнению Гамильтона-Якоби-Беллмана. По мнению автора, 
альтернативой этому классическому подходу является исключение функции 

. Для этого уже нужна техника дифференциального исключения. Заметим, 
что уравнения (8.64) могут быть переписаны в виде 

 
  (8.65) 
 
Ранее введенная форма  аннулируется операторами , поэтому простейшее 

дифференциально-геометрическое условие исключения функции  из 
уравнений (8.64) состоит в выполнении условия 

 
  (8.66) 
 
Его следствием является дифференциальное уравнение в частных производных 

первого порядка для синтезирующей функции: 
 
 . (8.67) 
 
Это уравнение может быть тоже переписано в эквивалентной форме (8.36). 

Соответствующая программа для расчета синтезирующей функции в системе Reduce 
и сам результат расчета приведены ниже.  

 
 
Reduce (Free CSL version), 14-apr-11 ... 
 
1: in ipm; 
load_package "excalc"; 
*** redefined  
off fancy$ 
pform {t,x1,x2,u,F}=0$ 
fdomain F=F(t,x1,x2,u)$ 
Y1:=@ t+F*@ x1+u*@ x2$ 
UU:=@ u$ 
Y2:=Y1 |_ UU$ 
volume:=d td x1d x2$ 
omega:=Y1 _| (Y2 _| volume)$ 
fdomain u=u(t,x1,x2)$ 
omegad omega$ 
factor @(@(f,u),u)$ 
ws/volume; 
 
@ f*(@ u + @ u*f + @ u*u) + @ f + @ f*f + @ f*u - @ f*@ f - @ f 
 u u t x1 x2 t u u x1 u x2 u x1 x2 
 
end$ 
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Итак, дифференциально-геометрический подход к классическим задачам 
анализа и синтеза управляемых систем позволяет унифицировать соответствующие 
вычисления, сделать прозрачными структуру найденных решений и получить 
конечные результаты для целых классов управляемых систем. Развитие систем 
компьютерной алгебры позволяет не только адаптировать теоретические заделы 
прошлых лет, но и решать задачи, которые почти невозможно выполнить вручную. 
Более детально результаты, полученные автором на протяжении более чем 20 лет, 
изложены в статьях [189–216]. 
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Глушковская идея реализована к его 90-летию со дня рождения. Студенческая 
фабрика программ предназначена для накопления научных артефактов и программ 
студентов, которые они создают на научных семинарах и лабораторных занятиях по 
научным дисциплинами, которым обучаются в университете, в том числе и Computer 
Sciences. Фабрика программ доступна в Интернете многим, кто знает украинский, 
русский и английский.  

Рассмотренные пути развития компьютерных, программных и информационных 
технологий сыграли и играют важную роль в развитии жизнедеятельности мирового 
информационного сообщества. В перспективе в ближайшем десятилетии появятся 
новые технологии, нанотехнологии в области биологии, химии, генетики, медицины и 
др. Такие технологии будут способствовать улучшению здоровья общества, влиять на 
развитие науки и техники, а также повышать уровень образования современного 
человека. 
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