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Поняття диференцiального iнварiанта широко використовується в рiзних галузях мате-
матики, але систематичний опис диференцiальних iнварiантiв для довiльної розмiрностi та
для наборiв функцiй досить нещодавня робота.

Диференцiальнi iнварiанти та побудова диференцiальних iнварiантiв були вперше роз-
глянутi Софусом Лi [1] та його наступниками, наприклад, [2,3]. Артур Тресс довiв теорему
про iснування та скiнченнiсть функцiонального базису диференцiальних iнварiантiв.

Але конкретнi задачi систематичного опису диференцiальних iнварiантiв практично не
розглядались до 1980-х рокiв – для практичних задач, наприклад, в механiцi, було цiлком
достатньо описати такi iнварiанти для трьох незалежних змiнних та однiєї чи двох функцiй,
що досить очевидно.

Iснує два способи систематичного опису диференцiальних iнварiантiв - шляхом опису
функцiонального базису диференцiальних iнварiантiв якогось конкретного порядку, тобто
такого набору функцiй вiд всiх вiдповiдних змiнних та похiдних такого та менших порядкiв,
що кожен диференцiальний iнварiант певного порядку можна записати як вираз вiд яки-
хось функцiй з цього набору, i цей набiр є мiнiмальним; або через опис фундаментального
базису диференцiальних iнварiантiв – тобто набору функцiй вiд всiх вiдповiдних змiнних
та, можливо, також похiдних, що кожен диференцiальний iнварiант будь-якого порядку
можна записати як вираз вiд результатiв дiї продовжень оператора iнварiантного диферен-
цiювання.

Пiд час навчання в аспiрантурi та пiдготовки кандидатської дисертацiї я зробила загаль-
ний опис функцiональних базисiв скалярних диференцiальних iнварiантiв другого порядку
для довiльної кiлькостi незалежних та залежних змiнних. Незважаючи на просте форму-
лювання цiєї задачi, вони виявилась досить складною. Цiкаво, що дуже багато спецiалiстiв
вважали цю задачу давно розв’язаною, але рецензент нашої статтi не змiг знайти вiдповiд-
них посилань, i стаття була опублiкована [4].

Ми будемо розглядати класифiкацiю диференцiальних iнварiантiв для алгебр Лi 𝑄, якi
мiстять iнфiнiтезимальнi оператори першого порядку вигляду 𝑄𝑖 = 𝜉𝑠𝑖 (𝑥, 𝑢)𝜕𝑥𝜇+𝜂𝑟𝑖 (𝑥, 𝑢)𝜕𝑢𝑟 .
Тут 𝑥 = (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚). Ми будемо припускати пiдсумовування за iнде-
ксами, що повторюються. Пiдкреслимо, що кiлькостi незалежних змiнних 𝑛+1 та залежних
скалярних змiнних 𝑚 ут довiльнi. Ми говоримо про набiр скалярних функцiй який не є ве-
ктором.

Будь-який математично коректний опис нескiнченної множини об’єктiв потребує класи-
фiкацiї дослiджуваних об’єктiв з точнiстю до деякої еквiвалентностi. Для задачi системати-
чного опису диференцiальних iнварiантiв дуже важливим є поняття еквiвалентностi. Вибiр
вiдповiдного означення еквiвалентностi для конкретної класифiкацiйної задачi завжди є
суб’єктивним i має вiдповiдати цiлям класифiкацiї.

Ми хочемо описати всi можливi диференцiальнi iнварiанти певного порядку найбiльш
економним способом.

Означення. Функцiя 𝐹 вiд 𝑥, 𝑢 та вiд частинних похiдних 𝑢 порядку до 𝑙, i при цьому
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𝐹 може бути набором функцiй (𝐹1, ...., 𝐹𝑁 ), називається вiдносним диференцiальним iн-

варiантом для алгебри 𝑄 = {𝑄𝑖}, якщо вона є iнварiантом 𝑙-го продовження по Лi цiєї
алгебри:

𝑙
𝑄𝑠𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑢

1
, . . . , 𝑢

𝑙
) = 𝜆𝑠(𝑥, 𝑢, 𝑢

1
, . . . , 𝑢

𝑙
)𝐹, (1)

де 𝜆𝑠 - деякi функцiї; якщо 𝜆𝑖 = 0, 𝐹 називається абсолютним диференцiальним iнварiантом
(АДI) алгебри 𝑄; якщо 𝜆𝑖 ̸= 0 – це вiдносний iнварiант.

Максимальний набiр функцiонально незалежних iнварiантiв порядку 𝑟 ≤ 𝑙 алгебри Лi 𝑄
називається функцiональним абсолютних диференцiальних iнварiантiв порядку 𝑙 для алге-
бри 𝑄.

Оператором iнварiантного диференцiювання називається оператор, дiя якого на абсолю-
тний диференцiальний iнварiант дає також абсолютний диференцiальний iнварiант.

Вiдомi методи та принципи опису та побудови функцiональних базисiв абсолютних ди-
ференцiальних iнварiантiв – кiлькiсть iнварiантiв у базисi дорiвнює кiлькостi всiх змiнних
для вiдповiдного порядку диференцiювання (залежних, незалежних та похiдних) мiнус за-
гальний ранг вiдповiдного продовження операторiв алгебри Лi.

Абсолютнi диференцiальнi iнварiанти довiльного порядку можуть бути одержанi з iнва-
рiантiв фундаментального базису за допомогою операторiв iнварiантного диференцiювання.

Приклад: Алгебра Пуанкаре

Ми розглядаємо диференцiальнi iнварiанти другого порядку для набору 𝑚 скалярних фун-
кцiй

𝑢𝑟 = 𝑢𝑟(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑛 ≥ 3.

Алгебра Пуанкаре 𝐴𝑃 (1, 𝑛) визначається базисними операторами

𝑝𝜇 = 𝑖𝑔𝜇𝜈
𝜕

𝜕𝑥𝜇
, 𝐽𝜇𝜈 = 𝑥𝜇𝑝𝜈 − 𝑥𝜈𝑝𝜇, (2)

де 𝜇, 𝜈 приймають значення 0, 1, . . . , 𝑛; ми маємо на увазi пiдсумовування за повторюваними
iндексами (якщо цi iндекси - малi грецькi лiтери) наступним чином:

𝑥𝜈𝑥
𝜈 ≡ 𝑥𝜈𝑥

𝜈 ≡ 𝑥𝜈𝑥𝜈 = 𝑥20 − 𝑥21 − · · · − 𝑥2𝑛, 𝑔𝜇𝜈 = diag (1,−1, . . . ,−1). (3)

Ми розглядаємо позначення 𝑥𝜈 та 𝑥𝜈 як еквiвалентнi щодо пiдсумовування, для того,
щоб не плутати позначення похiдних та iндекси, якi є номерами функцiй з набору.

Продовження диференцiальних операторiв вiдповiдних порядкiв будуються за стандар-
тним алгоритмом Лi, див. наприклад, [5].

Для спискiв диференцiальних iнварiантiв ми будемо використовувати наступнi позначе-
ння:

𝑢𝜇 ≡ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝜇

, 𝑢𝜇𝜈 ≡ 𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜇𝜕𝑥𝜈

,

𝑆𝑘(𝑢𝜇𝜈) ≡ 𝑢𝜇1𝜇2𝑢𝜇2𝜇3 · · ·𝑢𝜇𝑘−1𝜇𝑘
𝑢𝜇𝑘𝜇1 ,

𝑆𝑗𝑘(𝑢𝜇𝜈 , 𝑣𝜇𝜈) ≡ 𝑢𝜇1𝜇2 · · ·𝑢𝜇𝑗−1𝜇𝑗𝑣𝜇𝑗𝜇𝑗+1 · · · 𝑣𝜇𝑘𝜇1 ,

𝑅𝑘(𝑢𝜇, 𝑢𝜇𝜈) ≡ 𝑢𝜇1𝑢𝜇𝑘
𝑢𝜇1𝜇2𝑢𝜇2𝜇3 · · ·𝑢𝜇𝑘−1𝜇𝑘

𝑢𝜇𝑘𝜇1 .

(4)

Тут ми використовуємо пiдсумовування за повторюваними iндексами вiд 0 до 𝑛, як за-
значено вище.
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Теорема 1. Iснує функцiональний базис диференцiальних iнварiантiв другого порядку ал-

гебри Пуанкаре 𝐴𝑃 (𝑙, 𝑛) для набору 𝑚 скалярних функцiй 𝑢𝑟, який складається з

𝑚(2𝑛+ 3) + (𝑚− 1)
𝑛(𝑛+ 1)

2

iнварiантiв

𝑢𝑟, 𝑅𝑘(𝑢
𝑟
𝜇, 𝑢

1
𝜇𝜈), 𝑆𝑗𝑘(𝑢

𝑟
𝜇𝜈 , 𝑢

1
𝜇𝜈).

Тут 𝑘 = 1, . . . , 𝑛+ 1; 𝑗 = 0, . . . , 𝑘; 𝑟 = 1, . . . ,𝑚.

Для доведення цiєї та аналогiчних теорем необхiдно, перш за все, знайти кiлькiсть iн-
варiантiв в функцiональному базисi. Таких функцiональних базисiв може бути нескiнчен-
на кiлькiсть, але кiлькiсть iнварiантiв для всiх таких функцiональних базисiв фiксована
та дорiвнює рiзницi мiж сумою кiлькiстей залежних та незалежних змiнних, та всiх похi-
дних вiдповiдних порядкiв, та рангом продовжених операторiв базису алгебри. Зазначимо,
що ранг продовженого базису алгебри Пуанкаре другого порядку буде бiльшим, нiж ранг
основного базису тiльки для залежних та незалежних змiнних без похiдних.

Також необхiдно довести, що елементи обраного функцiонального базису є функцiональ-
но незалежними.

Диференцiальнi iнварiанти застосовуються для опису iнварiантних диференцiальних рiв-
нянь, для класифiкацiї рiвнянь, а також для деяких методiв знаходження точних розв’язкiв.
Одне з основних прикладних застосувань диференцiальних iнварiантiв – розпiзнавання
образiв. Комп’ютери легше розпiзнають фiксованi зображення, але є потреба також роз-
пiзнавати зображення незалежно вiд їхнiх нахилiв, зсувiв, поворотiв, розтягiв.

Систематичний опис диференцiальних iнварiантiв алгебр Евклiда та Пуанкаре був ви-
користаний нами для побудови функцiональних базисiв для рiзних розширень цих алгебр,
зокрема, для алгебри Галiлея та конформної алгебри.

Ми розглянули знаходження абсолютних диференцiальних iнварiантiв – класифiкацiя
вiдносних диференцiальних iнварiантiв є значно складнiшим завданням. Я запропонувала
один з методiв для такої класифiкацiї, який дає можливiсть звести задачу опису вiдносних
диференцiальних iнварiантiв певної алгебри до задачi побудови абсолютних iнварiантiв для
розширеної реалiзацiї тiєї самої алгебри [6].

Подальшi узагальнення поняття диференцiальних iнварiантiв – це умовнi диференцiаль-
нi iнварiанти [7]. Також побудову вiдносних диференцiальних iнварiантiв можна розглядати
як частковий випадок умовних диференцiальних iнварiантiв.

За допомогою умовних диференцiальних iнварiантiв можна описати всi рiвняння, якi
можна редукувати за допомогою певного анзацу.

Безпосереднiй пошук елементiв функцiонального базису диференцiальних iнварiантiв
здiйснювався через розв’язання вiдповiдних визначальних диференцiальних рiвнянь. Також
для пошуку диференцiальних iнварiантiв може бути використаний метод рухомого репера,
запропонований Елi Картаном.

Для побудови функцiонального базису диференцiальних iнварiантiв необхiдно було зна-
йти розв’язки нескiнченної системи визначальних диференцiальних рiвнянь, ранг базису
алгебри Пуанкаре з нескiнченною кiлькiстю операторiв, та довести функцiональну неза-
лежнiсть елементiв базису для довiльної кiлькостi залежних та незалежних змiнних, що
виявилось досить складною задачею.

Подальшi дослiдження

Iснує ще багато алгебр Лi, для яких досить складно описати абсолютнi та умовнi диферен-
цiальнi iнварiанти. Поки що немає коректного означення диференцiальних iнварiантiв для
дискретних аналогiв алгебр Лi.
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Подяки

Найперша подяка - Збройним силам України, завдяким яким я жива i можу працювати та
брати участь в конференцiях.

Будь ласка, пам’ятайте, що Росiя – країна агресор, i нiякої “науки без полiтики” не iснує.
Пiдтримка росiйських науковцiв це завжди пiдтримка агресiї Росiї.

Ця робота була пiдтримана грантом Фонду Саймонса(SFI-PD-Ukraine-00014586, I.A.Y).
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