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Свiтлiй пам’ятi Вельгельма Iллiча Фущича (18.12.1936 – 7.04.1997) з нагоди 90-рiччя
вiд дня народження. З вдячнiстю Вчителю.

Українська наукова школа симетрiйного аналiзу диференцiальних рiвнянь, заснована
Вiльгельмом Iллiчем Фущичем, є однiєю з провiдних у галузi математичної фiзики. Вона
поєднує класичну теорiю груп Лi з сучасними методами дослiдження нелiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь. У межах цiєї школи розроблено методи вивчення симетрiй, побудови
точних розв’язкiв i класифiкацiї рiвнянь за їх iнварiантними властивостями.

Особливiстю школи є системний пiдхiд до аналiзу математичних моделей та орiєнта-
цiя на їх практичне застосування у фiзицi, механiцi та iнженерiї. Iдеї В. I. Фущича стали
основою для розвитку нових напрямiв, зокрема теорiї умовних симетрiй та сучасних мето-
дiв аналiзу диференцiальних рiвнянь математичної фiзики. Сьогоднi ця школа продовжує
активно розвиватися, об’єднуючи кiлька поколiнь науковцiв i зберiгаючи високий рiвень
української математичної науки у свiтi.

Вiд початку формування наукової школи В. I. Фущичем було закладено не лише високi
науковi стандарти, а й певнi неписанi принципи наукової етики та органiзацiї дослiдницької
роботи. Значний вплив на його науковий свiтогляд мав його вчитель – Остап Степанович
Парасюк. Принципи Парасюка ґрунтувалися на безкомпромiснiй науковiй чесностi, глибо-
кiй строгостi математичних доведень та вимогливостi до обґрунтованостi кожного резуль-
тату. Водночас важливе мiсце посiдали iнтелектуальна самостiйнiсть дослiдника, критичне
мислення та вiдповiдальнiсть за отриманi науковi висновки. Саме цi засади були сприйнятi
та розвинутi В. I. Фущичем у межах власної наукової школи.

В. I. Фущич вирiзнявся винятковою працездатнiстю та вимогливiстю до якостi наукових
результатiв, формуючи команду дослiдникiв iз високим рiвнем пiдготовки та внутрiшньою
мотивацiєю до науки. До складу школи, як правило, входили найкращi випускники про-
вiдних математичних факультетiв, передусiм Київського нацiонального унiверситету iменi
Тараса Шевченка. Саме вони становили основу наукового колективу на раннiх етапах роз-
витку школи. Водночас, попри глибоку повагу до жiнок i усвiдомлення їхньої важливої
ролi в суспiльствi, а також маючи особистий приклад вiдданої та пiдтримуючої дружини
– Ольги Iванiвни, Вiльгельм Iллiч на початковому етапi обмежено залучав жiнок до аспi-
рантури. Це пояснювалося, зокрема, винятковою складнiстю обраного наукового напряму
– математичної фiзики, який вимагав надзвичайної концентрацiї, часу та iнтелектуальних
зусиль.

Окремо слiд вiдзначити роль його дружини – Ольги Iванiвни Фущич, старшого наукового
спiвробiтника, кандидата технiчних наук у галузi порошкової металургiї та композицiйних
матерiалiв. Її наукова дiяльнiсть i особиста пiдтримка були важливою складовою середови-
ща, у якому формувалася i розвивалася школа, сприяючи створенню атмосфери вiдданостi
науцi, вiдповiдальностi та взаємоповаги.

Водночас iсторичнi свiдчення вказують на те, що на початкових етапах формування
школи участь жiнок у аспiрантурi була обмеженою. Таке бачення вiдображало характернi
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для свого часу уявлення про органiзацiю наукової працi. Разом iз тим подальший розвиток
школи продемонстрував iстотне зростання ролi жiнок-науковиць, якi не лише iнтегрувалися
в цей науковий простiр, але й стали його активними творцями.

У межах української наукової школи симетрiйного аналiзу диференцiальних рiвнянь, за-
снованої Вiльгельмом Iллiчем Фущичем, сформувалося потужне коло жiнок-науковиць, чиї
дослiдження зробили вагомий внесок у розвиток сучасної математичної фiзики. Їхня науко-
ва дiяльнiсть охоплює як фундаментальнi аспекти теорiї симетрiй, так i прикладнi задачi,
пов’язанi з аналiзом нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, що описують реальнi фiзичнi
процеси. Вони не лише продовжили традицiї школи, але й суттєво розширили її методоло-
гiчнi та прикладнi можливостi.

Серед перших науковиць слiд вiдзначити Iрину Анатолiївну Єгорченко – випускницю
механiко-математичного факультету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса
Шевченка, яка ще зi студентських рокiв почала вiдвiдувати науковий семiнар i працювати
пiд керiвництвом Вiльгельма Iллiча Фущича. У той час до аспiрантури вступила Марiя Сє-
рова, а згодом до дослiджень у цiй галузi приєдналася Наталiя Чернiга. Також у цей перiод
до аспiрантури Iнституту математики, яку очолював Юрiй Олексiйович Митропольський,
вступила Марiанна Фущич (Ейлер), яка проводила дослiдження на стику симетрiйного
аналiзу та асимптотичних методiв.

У 1983 роцi менi також пощастило долучитися до цiєї славетної математичної школи. Це
були роки її розквiту та активного становлення в умовах суспiльних змiн, що передували
незалежностi України. Саме в перiод 1978–1997 рр. В. I. Фущич, як член-кореспондент НАН
України, очолював вiддiл прикладних дослiджень Iнституту математики НАН України, що
стало важливим етапом розвитку школи.

На початку липня 1995 року вiдбулася Перша мiжнародна конференцiя «Symmetry in
Nonlinear Mathematical Physics» (Symmetry-1995), яка зiбрала понад 50 iноземних учасни-
кiв. Матерiали конференцiї були опублiкованi у шведсько-українському журналi Journal of
Nonlinear Mathematical Physics (засновники – В. I. Фущич та Українська наукова асоцiацiя).

Цi подiї стали важливими кроками до мiжнародного визнання школи. Жiнки-науковицi
вiдiгравали помiтну роль у цьому процесi, докладаючи значних зусиль, зокрема в органiза-
цiйних аспектах проведення конференцiй. Значний внесок у розвиток цього напряму зро-
била Iрина Єгорченко: її володiння англiйською мовою та участь у мiжнародних грантових
програмах сприяли пiдвищенню рiвня конференцiй i розширенню мiжнародних зв’язкiв.
Водночас вона активно провадила наукову дiяльнiсть.

Слiд зауважити, що в той перiод значну частину часу займали технiчнi аспекти пiдго-
товки та оформлення наукових публiкацiй. Тому налагодження мiжнародної спiвпрацi та
вихiд на мiжнароднi науковi платформи мали особливо важливе значення для розвитку
школи.

Саме в цi часи вийшла наша спiльна робота з Iриною Єгорченко [1], у якiй було дослi-
джено симетрiйнi властивостi хвильових рiвнянь iз додатковими умовами, що дозволило
встановити iснування нескiнченновимiрних алгебр симетрiй для певних класiв нелiнiйних
рiвнянь. У межах цього пiдходу було розвинуто теорiю умовної iнварiантностi, згiдно з
якою диференцiальне рiвняння розглядається разом iз додатковою умовою, що забезпечує
його iнварiантнiсть вiдносно вiдповiдного оператора, на прикладi рiвняння Клейна–Гордона
вигляду □𝑢 = 𝐹 (𝑥, 𝑢), де оператор д’Аламбера:

□𝑢 = −𝜕2𝑢

𝜕𝑥20
+

3∑︁
𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
.

Важливим результатом є встановлення умовної iнварiантностi цього рiвняння разом iз до-
датковою умовою 𝑥𝜇

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝜇

+ 𝛼𝑢 = 0, яка фактично задає iнварiантнiсть вiдносно оператора
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дилатацiї 𝐷 = 𝑥𝜇𝜕𝜇 + 𝛼𝑢𝜕𝑢. Використання цiєї додаткової умови дозволяє побудувати ан-
зац 𝑤𝑎 = 𝑥𝑎

𝑥0
який зводить початкове рiвняння до редукованого рiвняння вiдносно функцiї

𝜙(𝑤𝑎). Отримано, що така редукцiя може приводити до нових класiв точних розв’язкiв, а
також до появи прихованих симетрiй, якi вiдсутнi у вихiдному рiвняннi, але проявляються
пiсля редукцiї.

Показано, що застосування таких умов дозволяє будувати новi анзаци редукцiї та отри-
мувати точнi розв’язки, якi не можуть бути знайденi в рамках класичного симетрiйного
аналiзу. Зокрема, встановлено, що додатковi умови можуть приводити до появи прихова-
них симетрiй, якi не проявляються у вихiдному рiвняннi, але виникають пiсля редукцiї.
Це, у свою чергу, суттєво розширює можливостi дослiдження нелiнiйних диференцiальних
рiвнянь математичної фiзики.

Iдеї 𝑄-умовних симетрiй в тi часи набувають особливого значення це дозволяє будува-
ти новi анзаци редукцiї та отримувати точнi розв’язки, недоступнi класичним методом Лi.
Доведено, що такi пiдходи суттєво розширюють клас розв’язкiв i виявляють прихованi си-
метрiї. Отриманi результати мають унiверсальний характер i застосовнi до широкого класу
задач математичної фiзики. В роботi [2] дослiджено умовну iнварiантнiсть нелiнiйних рiв-
нянь нестацiонарної фiльтрацiї та пов’язаних iз ними рiвнянь теплопровiдностi. Основну
увагу придiлено застосуванню 𝑄-умовних симетрiй для побудови нових точних розв’язкiв.
Показано, що розглянуте рiвняння

𝐻(𝑢)𝑢0 + 𝑢11 +
𝑁

𝑥1
𝑢1 = 𝐹 (𝑢)

допускає умовну iнварiантнiсть за певних обмежень на функцiї 𝐻(𝑢) та 𝐹 (𝑢). У межах до-
слiдження побудовано оператори умовної симетрiї та вiдповiднi анзаци редукцiї, якi дозво-
ляють зводити початковi рiвняння до звичайних диференцiальних рiвнянь. Встановлено, що
отриманi розв’язки не належать до класу лiївських i не можуть бути знайденi стандартними
методами. Доведено, що застосування умовних симетрiй розширює клас точних розв’язкiв
i дозволяє виявляти прихованi симетрiйнi структури. Крiм того, результати узагальнено на
багатовимiрнi рiвняння теплопровiдностi, що свiдчить про унiверсальнiсть запропонованого
пiдходу. Отже, дана робота пiдтверджує високу ефективнiсть методiв умовної iнварiантно-
стi у дослiдженнi нелiнiйних рiвнянь математичної фiзики.

В роботi [3] отриманi результати принципово розширюють класичну парадигму симе-
трiйного аналiзу, доводячи, що введення додаткових умов дозволяє виявляти прихованi та
нескiнченновимiрнi симетрiйнi структури, недоступнi в межах стандартної теорiї Лi. Це
вiдкриває новi можливостi для системного дослiдження нелiнiйних хвильових рiвнянь, за-
безпечує побудову принципово нових класiв точних розв’язкiв та формує методологiчну
основу для аналiзу складних моделей математичної фiзики. Запропонований пiдхiд має
унiверсальний характер i може бути застосований до широкого спектра нелiнiйних систем,
що визначає його значний теоретичний i прикладний потенцiал.

У роботi [4] розглянуто одновимiрну модель транспорту розчиненої речовини в пороела-
стичних матерiалах, яка подається у виглядi системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь
у частинних похiдних:

2𝑈𝑡 = 𝑘𝑝𝑥𝑥,

𝜌𝑈𝑡𝑡 + 𝜌𝑡𝑈𝑡 + 𝜌𝑈𝑥𝑈𝑥𝑥 = 𝜆𝑈𝑥𝑥 − 𝑝𝑥,

𝜌𝑡 + 𝜌𝑥𝑈𝑡 = 𝑘(𝜌𝑓 − 𝜌)𝑥,

(𝑄𝜌)𝑡 + (𝑄𝜌)𝑥𝑈𝑡 = 𝑘(1−𝑄𝜌)𝑝𝑥𝑥,

(𝐶𝑄𝜌)𝑡 + (𝐶𝑄𝜌)𝑥𝑈𝑡 + 2𝐶𝑄𝑈𝑥𝑥 = 𝑘𝑆(𝐶𝜌𝑥) +𝐷𝐶𝑥𝑥

(1)

де 𝑈 = 𝑈(𝑡, 𝑥), 𝜌 = 𝜌(𝑡, 𝑥), 𝑝 = 𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑄 = 𝑄(𝑡, 𝑥), 𝐶 = 𝐶(𝑡, 𝑥), а параметри задовольняють
умови 𝑘 > 0, 𝜆 > 0, 𝐷 > 0, 𝜌𝑓 > 0, 0 < 𝑆 < 1.



4 А.I. Воробйова

Встановлено, що дана система є нелiнiйною та неiнтегровною в загальному випадку, що
обумовлює необхiднiсть застосування сучасних методiв симетрiйного аналiзу. Обґрунтовано
використання теорiї груп Лi для дослiдження iнварiантностей цiєї системи та побудови
точних розв’язкiв.

Застосування симетрiйних пiдходiв дозволило звести дану систему до спрощених форм та
отримати новi класи точних розв’язкiв, якi не можуть бути знайденi класичними методами.
Доведено, що побудованi розв’язки описують процеси переносу речовини в пороеластичних
середовищах та можуть бути використанi для якiсного аналiзу фiзичних процесiв. Таким
чином, встановлено, що методи симетрiйного аналiзу є ефективним iнструментом дослiдже-
ння складних нелiнiйних моделей математичної фiзики та дозволяють суттєво розширити
клас вiдомих точних розв’язкiв.

Однiєю з ключових представниць сучасного етапу розвитку школи симетрiйного аналiзу
є Олена Ванєєва, яка зробила значний внесок у розвиток алгебраїчних методiв групової кла-
сифiкацiї диференцiальних рiвнянь. Її роботи спрямованi на систематизацiю та узагальнен-
ня пiдходiв до дослiдження симетрiй нелiнiйних рiвнянь, зокрема рiвнянь реакцiї–дифузiї,
що дозволило суттєво розширити клас задач, для яких можливе побудування точних ана-
лiтичних розв’язкiв. Важливу роль у розвитку методiв групового аналiзу вiдiграли також
дослiдження Марини Нестеренко, Наталiї Iванової, якi працють над питаннями iнварiантно-
стi, еквiвалентностей та класифiкацiї диференцiальних рiвнянь, формуючи сучасний пiдхiд
до системного аналiзу симетрiй. У цьому ж напрямi працюють Оксана Брагiнець та Олена
Магда, якi дослiджують iнварiантнi властивостi нелiнiйних рiвнянь i розвивають методи
редукцiї, спрямованi на зниження складностi багатовимiрних задач.

Вагомий внесок у розвиток геометричних та алгебраїчних аспектiв симетрiйного аналi-
зу зробили Олександра Вiннiченко та Олександра Локазюк якi дослiджують структурнi
властивостi нелiнiйних рiвнянь та їх iнварiантнi характеристики, працюють над питаннями
групового аналiзу та застосування симетрiй до конкретних класiв диференцiальних рiвнянь.

Загалом результати, отриманi жiнками-науковицями української школи симетрiйного
аналiзу, дозволили суттєво розширити клас дослiджуваних диференцiальних рiвнянь, удо-
сконалити методи їх редукцiї та побудови точних розв’язкiв, а також виявити новi, ранiше
невiдомi властивостi нелiнiйних систем. Їхнi дослiдження сприяли розвитку теорiї умовних
симетрiй, вiдкриттю прихованих iнварiантностей та формуванню сучасного пiдходу до ана-
лiзу складних математичних моделей. Таким чином, внесок жiнок-науковиць у розвиток
симетрiйного аналiзу є не лише вагомим, але й визначальним для сучасного етапу розви-
тку математичної фiзики, а їх дiяльнiсть є важливою складовою наукової спадщини школи
В. I. Фущича.

Подяки

Авторка висловлює щиру подяку науковцям вiддiлу математичної фiзики Iнституту ма-
тематики Нацiональної академiї наук України за багаторiчну наукову пiдтримку, плiднi
обговорення та цiннi зауваження i пропозицiї. Окрему вдячнiсть висловлюється колегам-
спiвавторам Iринi Анатолiївнi Єгорченко, Миколi Iвановичу Сєрову, Роману Михайловичу
Чернiзi за спiльну наукову роботу та професiйну спiвпрацю.

Частину результатiв, пов’язаних iз пошуком точних розв’язкiв математичної моделi пе-
ренесення розчинених речовин у поропружних середовищах, отримано в межах наукового
проєкту, що фiнансувався програмою British Academy / CARA / Leverhulme Researchers at
Risk Programme (LTRSF/100025), School of Mathematical Sciences, University of Nottingham.
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