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Багато модельних рiвнянь для рiзноманiтних хвильових процесiв можуть бути зведенi до
таких дисперсiйних еволюцiйних рiвнянь, як класичне рiвняння Кортевега–де Фрiза, моди-
фiковане рiвняння Кортевега–де Фрiза i рiвняння Кавахари, а також їхнiх узагальнень, якi
часто мiстять змiннi коефiцiєнти. Це пояснює великий iнтерес дослiдникiв до пошуку нових i
застосуванню вже вiдомих методiв побудови точних розв’язкiв таких узагальнених рiвнянь
зi змiнними коефiцiєнтами. При цьому бiльшiсть запропонованих методiв призводять до
еквiвалентних форм вже вiдомих розв’язкiв. Це пояснюється тим, що еквiвалентнiсть мо-
делей i вiдповiдних розв’язкiв не дослiджуються систематично. Цю помилку при пошуку
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь було ретельно дослiджено у роботi [1].

Головним iнструментом для дослiдження трансформацiйних властивостей в класах ди-
ференцiальних рiвнянь є групоїди еквiвалентностi. Початковi iдеї та теоретичне пiдґрунтя
цього поняття було закладено у роботах [2–5], що дало змогу пiзнiше сформулювати строгу
теорiю групоїдiв еквiвалентностi у роботi [6]. У роботах [1,7] показано, що застосування пе-
ретворень еквiвалентностi є ефективним iнструментом для знаходження точних розв’язкiв,
розв’язання задач групової класифiкацiї, а також дослiдження iнтегровностi [8] нелiнiйних
рiвнянь математичної фiзики зi змiнними коефiцiєнтами. Продемонструємо це на декiлькох
прикладах.

У роботi [9] об’єктом дослiдження є клас узагальнених рiвнянь модифiкованих рiвнянь
Кортевега–де Фрiза (мКдФ) з коефiцiєнтами, що залежать вiд часової змiнної:

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢+ 𝑝(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑘(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑙(𝑡) = 0, (1)

де 𝑓 , 𝑔, ℎ, 𝑝, 𝑘, 𝑙 – гладкi функцiї змiнної 𝑡, причому 𝑓𝑔 ̸= 0. Точнi розв’язки рiвнянь з тако-
го класу нещодавно було побудовано в роботi [10], використовуючи такi методи, як прямий
метод редукцiї Кларксона–Крускала та “анзац”-метод, що базується на сумiсностi з рiвня-
нням Рiккатi. У роботi [9] для побудови точних розв’язкiв таких рiвнянь було застосовано
перетворення еквiвалентностi. Справедлива теорема.

Теорема 1. Клас (1) є нормалiзованим у звичайному сенсi. Група еквiвалентностi 𝐺∼

цього класу складається з перетворень

𝑡 = 𝛼(𝑡), 𝑥̃ = 𝛽𝑥+ 𝛾(𝑡), 𝑢̃ = 𝜃(𝑡)𝑢+ 𝜓(𝑡), (2)

де 𝛼, 𝛾, 𝜃, 𝜓 – гладкi функцiї змiнної 𝑡, причому 𝛼𝑡𝜃 ̸= 0; 𝛽 – ненульова стала. Перетворе-
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ння довiльних елементiв класу (1) мають вигляд:

𝑓 =
𝛽

𝛼𝑡𝜃2
𝑓, 𝑔 =

𝛽3

𝛼𝑡
𝑔, ℎ̃ =

1

𝛼𝑡

(︂
ℎ− 𝜃𝑡

𝜃

)︂
, 𝑝 =

1

𝛼𝑡

(︂
𝛽𝑝+ 𝛽

𝜓2

𝜃2
𝑓 − 𝛽

𝜓

𝜃
𝑘 + 𝛾𝑡

)︂
,

𝑘 =
𝛽

𝛼𝑡𝜃

(︂
𝑘 − 2

𝜓

𝜃
𝑓

)︂
, 𝑙̃ =

1

𝛼𝑡

(︂
𝜃𝑙 − 𝜓ℎ− 𝜓𝑡 + 𝜓

𝜃𝑡
𝜃

)︂
.

Знайдений групоїд еквiвалентностi дозволяє сформулювати критерiй звiдностi рiвнянь
з класу (1) до класичного рiвняння мКдФ

𝑢̃𝑡 + 6𝑢̃2𝑢̃𝑥̃ + 𝑢̃𝑥̃𝑥̃𝑥̃ = 0. (3)

Рiвняння з класу (1) є подiбним до класичного рiвняння мКдФ (3) тодi i тiльки тодi, коли
його коефiцiєнти задовольняють умовам:

ℎ =
1

2

𝑓𝑡
𝑓

− 1

2

𝑔𝑡
𝑔
, 𝑙 =

𝑘

2𝑓

(︂
𝑘𝑡
𝑘

− 1

2

𝑓𝑡
𝑓

− 1

2

𝑔𝑡
𝑔

)︂
. (4)

Вiдповiдне перетворення з групи 𝐺∼ має вигляд

𝑡 = 𝑐31

∫︁
𝑔(𝑡)d𝑡+ 𝑐0, 𝑥̃ = 𝑐1

(︂
𝑥+

∫︁ (︂
𝑘(𝑡)2

4𝑓(𝑡)
− 𝑝(𝑡)

)︂
d𝑡

)︂
+ 𝑐2,

𝑢̃ =

√︃
𝑓(𝑡)

6𝑐21𝑔(𝑡)

(︂
𝑢+

𝑘(𝑡)

2𝑓(𝑡)

)︂
.

(5)

Використовуючи формули перетворень (5) та вiдомi розв’язки рiвняння мКдФ, методом
еквiвалентностi можна побудувати точнi розв’язки рiвнянь з класу

𝑢𝑡 + 𝑓𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔𝑢𝑥𝑥𝑥 +
1

2

(︂
𝑓𝑡
𝑓

− 𝑔𝑡
𝑔

)︂
𝑢+ 𝑝𝑢𝑥 + 𝑘 𝑢𝑢𝑥 +

𝑘

2𝑓

(︂
𝑘𝑡
𝑘

− 1

2

𝑓𝑡
𝑓

− 1

2

𝑔𝑡
𝑔

)︂
= 0, (6)

де 𝑓, ℎ, 𝑘, 𝑝 – довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑡, 𝑓 ̸= 0.
Наприклад, розв’язок рiвняння (6), отриманий з односолiтонного розв’язку рiвняння

мКдФ має вигляд

𝑢 =

√︃
6𝑐1𝑔(𝑡)

𝑓(𝑡)

(︃
𝑎+

𝑘20√︀
4𝑎2 + 𝑘20 cosh 𝑧 + 2𝑎

)︃
− 𝑘

2𝑓
,

Тут 𝑧 = 𝑘0

(︁
𝑐1

(︁
𝑥+

∫︀ (︁ 𝑘2(𝑡)
4𝑓(𝑡) − 𝑝(𝑡)

)︁
d𝑡
)︁
+ 𝑐2

)︁
− 𝑘0(6𝑎

2 + 𝑘20)(𝑐
3
1

∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡+ 𝑐0) + 𝑏, де 𝑘0, 𝑎, 𝑏 –

довiльнi сталi. Аналогiчно будуються двосолiтонний та рацiональнi розв’язки рiвняння (6).
У роботi [11] було побудовано точнi розв’язки для рiвнянь з класу узагальнених рiвнянь

Кортевега–де Фрiза (КдФ):

𝑢𝑡 − 3𝑀𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 2𝑞(𝑡)𝑢+ (𝑝(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥)𝑢𝑥 = 0, (7)

де 𝑔, 𝑝, 𝑞 – довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑡 з умовою 𝑔 ̸= 0, а 𝑀 — ненульова стала.
Дослiдження допустимих перетворень в класi (7) прямим методом дозволяє сформулю-

вати таку теорему (див. [9, 12]).

Теорема 2. Клас (7) є нормалiзованим в узагальненому розширеному сенсi. Його група
еквiвалентностi складається з перетворень

𝑡 = 𝛼(𝑡), 𝑥̃ = 𝛽(𝑡)𝑥+ 𝛾(𝑡), 𝑢̃ =
1

𝛽2(𝑡)

(︁
𝛿1𝑢+ 𝛿2𝑒

−2
∫︀
𝑞(𝑡)d𝑡

)︁
,
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де 𝛼, 𝛽, 𝛾 – гладкi функцiї змiнної 𝑡, 𝛿1, 𝛿2 – дiйснi сталi; причому 𝛼𝑡𝛽𝛿1 ̸= 0. Перетворення
довiльних елементiв класу (7) мають вигляд:

𝑀̃ =
𝑀

𝛿1
, 𝑔 =

𝛽3

𝛼𝑡
𝑔, 𝑞 =

1

𝛼𝑡

(︂
𝑞 +

𝛽𝑡
𝛽

)︂
,

𝑝 =
1

𝛼𝑡

(︂
𝛽𝑝− 𝛾𝑞 + 𝛾𝑡 − 𝛾

𝛽𝑡
𝛽

+ 3𝑀
𝛿2
𝛿1
𝛽𝑔𝑒−2

∫︀
𝑞(𝑡)d𝑡

)︂
.

Група еквiвалентностi класу (7) є узагальненою, оскiльки перетворення змiнної 𝑢 зале-
жить вiд довiльного елемента 𝑞, та розширеною, оскiльки ця залежнiсть не є локальною [6].

Поклавши в теоремi 2 значення нових довiльних елементiв 𝑀̃ = 2, 𝑔 = 1, 𝑞 = 𝑝 = 0,
можна показати, що будь-яке рiвняння з класу (7) зводиться до класичного рiвняння КдФ

𝑢̃𝑡 − 6𝑢̃𝑢̃𝑥̃ + 𝑢̃𝑥̃𝑥̃𝑥̃ = 0 (8)

за допомогою вiдповiдного точкового перетворення з групи еквiвалентностi (див. також [1,
приклад 4]). Таке перетворення, параметризоване довiльними елементами класу, має ви-
гляд:

𝑡 = 𝜀31

∫︁
𝑔(𝑡)𝑒−3

∫︀
𝑞(𝑡)d𝑡d𝑡+ 𝜀0, (9)

𝑥̃ = 𝜀1𝑒
−

∫︀
𝑞(𝑡)d𝑡𝑥+

∫︁
𝑒−

∫︀
𝑞(𝑡)d𝑡

(︁
𝜀2𝑔(𝑡)𝑒

−2
∫︀
𝑞(𝑡)d𝑡 − 𝜀1𝑝(𝑡)

)︁
d𝑡+ 𝜀3, (10)

𝑢̃ =
𝑀

2𝜀21
𝑒2

∫︀
𝑞(𝑡)d𝑡𝑢− 𝜀2

6𝜀31
,

де 𝜀𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, 3, – довiльнi сталi з умовою 𝜀1 ̸= 0. Тодi формула для побудови розв’язкiв
рiвнянь (7) з використанням вiдомих розв’язкiв рiвняння (8) має вигляд

𝑢 =
2𝜀21
𝑀

𝑒−2
∫︀
𝑞(𝑡)𝑑𝑡

[︂
𝑢̃
(︀
𝑡, 𝑥̃
)︀
+

𝜀2
6𝜀31

]︂
, (11)

де 𝑢̃ – точний розв’язок рiвняння (8), а змiннi 𝑡 i 𝑥̃ повиннi бути замiненi на вирази (9) i
(10), вiдповiдно. За допомогою формули (11) можна побудувати низку точних розв’язкiв
рiзних типiв для рiвнянь з класу (7), використовуючи вiдомi розв’язки рiвняння КдФ (8).
Приклад побудови двосолiтонного розв’язку рiвняння (7) наведено в роботi [9].

Ще однiєю моделлю хвильових процесiв є нелiнiйне дисперсiйне еволюцiйне рiвняння
типу Кавахари з коефiцiєнтами, залежними вiд часової змiнної:

𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑓(𝑢)𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑢𝛼𝛽𝜎 ̸= 0, (12)

де 𝑛 — довiльне ненульове цiле число, 𝛼, 𝛽 та 𝜎 — гладкi ненульовi функцiї змiнної 𝑡, та
їхнiм рiзноманiтним пiдкласам.

Наведемо основнi результати щодо допустимих перетворень рiвнянь з класу (12), отри-
манi у роботi [13]. Це клас не є нормалiзованим, але його можна розбити на нормалiзованi
пiдкласи, виокремленi умовами 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0 i 𝑓𝑢𝑢 = 0.

Теорема 3. Пiдклас класу (12), виокремлений умовою 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0, нормалiзований у розши-
реному узагальненому сенсi. Його групу еквiвалентностi 𝐺̂∼ складають перетворення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑥̃ = 𝛿1(𝑥+ 𝛿2𝐴) + 𝛿3, 𝑢̃ = 𝛿4𝑢+ 𝛿5,

𝑓 = 𝛿0 (𝑓 + 𝛿2) , 𝛼̃ =
𝛿1
𝛿0𝑇𝑡

𝛼, 𝐴 =
𝛿1
𝛿0
𝐴+ 𝜀0, 𝛽 =

𝛿1
3

𝑇𝑡
𝛽, 𝜎̃ =

𝛿1
5

𝑇𝑡
𝜎,

де 𝜀0 i 𝛿𝑗 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 5, — такi дiйснi сталi, що 𝛿0𝛿1𝛿4 ̸= 0, а 𝑇 (𝑡) — довiльна гладка
нестала функцiя, 𝑇𝑡 ̸= 0. Додатковий довiльний елемент 𝐴 задовольняє рiвняння 𝐴𝑡 = 𝛼.
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Рис. 1. Розв’язок (15): 𝛼 = 1/𝑡,

𝜎 = −0.1, 𝛽 = −1, 𝑘 = 1, 𝜒 = 0.

Рис. 2. Розв’язок (15): 𝛼 = 1/𝑡2,

𝜎 = −0.1, 𝛽 = −1, 𝑘 = 1, 𝜒 = −17.

Рис. 3. Розв’язок (15): 𝛼 =
√
𝑡,

𝜎 = −0.1, 𝛽 = −1, 𝑘 = 1, 𝜒 = 15.

Теорема 4. Клас рiвнянь Кавахари

𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)(𝑢+ 𝑏)𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0

нормалiзований у розширеному узагальненому сенсi, Його групу еквiвалентностi 𝐺̂∼
1 скла-

дають перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑥̃ =
𝜀2𝑥+ 𝜀1𝐴+ 𝜀0

𝛿2𝐴+ 𝛿1
, 𝑢̃ =

𝜀2
∆

((𝛿2𝐴+ 𝛿1)𝑢− 𝛿2𝑥+ 𝛿2𝑏𝐴+ 𝜀3) ,

𝐴 =
𝛿′2𝐴+ 𝛿′1
𝛿2𝐴+ 𝛿1

, 𝛼̃ =
∆

𝑇𝑡(𝛿2𝐴+ 𝛿1)2
𝛼, 𝛽 =

𝜀2
3

𝑇𝑡(𝛿2𝐴+ 𝛿1)3
𝛽,

𝜎̃ =
𝜀2

5

𝑇𝑡(𝛿2𝐴+ 𝛿1)5
𝜎, 𝑏̃ =

1

∆
(𝑏𝛿1𝜀2 + 𝛿1𝜀1 − 𝛿2𝜀0 − 𝜀3𝜀2) ,

де 𝛿𝑗 , 𝛿′𝑗 𝑗 = 1, 2, i 𝜀𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, 3, — довiльнi сталi, визначенi з точнiстю до сталого мно-
жника, причому ∆ = 𝛿′2𝛿1−𝛿′1𝛿2 ̸= 0, 𝜀2 ̸= 0. Додатковий довiльний елемент 𝐴 задовольняє
умову 𝐴𝑡 = 𝛼.

Теорема 5. Рiвняння вигляду (12) зi змiнними коефiцiєнтами можна звести точковим
перетворенням до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами з цього самого класу тодi й тiльки
тодi, коли коефiцiєнти 𝛼, 𝛽, 𝜎 задовольняють умови(︂

𝛽

𝛼

)︂
𝑡

=

(︂
𝜎

𝛼

)︂
𝑡

= 0, якщо 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0,(︂
1

𝛼

(︂
𝛽

𝛼

)︂
𝑡

)︂
𝑡

= 0,

(︂
𝜎𝛼2

𝛽3

)︂
𝑡

= 0, якщо 𝑓𝑢𝑢 = 0.

Класифiкацiю лiївських редукцiй для класу рiвнянь (12) виконано у роботi [14], але для
знаходження точних розв’язкiв таких рiвнянь бiльш ефективним є метод еквiвалентностi.
У [7, §4.1] вказано явний вигляд перетворень, що зводять рiвняння з класу (12) з 𝑓 = 𝑢𝑛 зi
змiнними коефiцiєнтами, а саме рiвнянь

𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽𝛼(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝛼(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, (13)

𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝛽𝛼(𝑡)(𝛿1
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝛿2)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝛼(𝑡)(𝛿1

∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝛿2)

3𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, (14)

де 𝛼(𝑡) – довiльна гладка функцiя, 𝛿1, 𝛿2 𝛽, 𝜎 – довiльнi сталi, 𝛽𝜎(𝛿21 + 𝛿22) ̸= 0, до подiбних
рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами. Побудовано декiлька сiмей точних розв’язкiв для таких
рiвнянь. Наприклад, розв’язок рiвняння (13) для 𝑛 = 2 має вигляд

𝑢 =
40𝑘2𝜎 − 𝛽√

−10𝜎
+ 6𝑘2

√
−10𝜎 tanh2

(︂
𝑘𝑥+

𝑘

10𝜎
(240𝑘4𝜎2 + 𝛽2)

∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝜒

)︂
, (15)
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де 𝑘, 𝜒 – довiльнi сталi з 𝑘 ̸= 0. Поведiнку розв’язку (15) для рiзних значеннях функцiї 𝛼(𝑡)
та сталих параметрiв 𝜎, 𝛽, 𝑘, 𝜒 показано на рис. 1–3. Приклад побудови точного розв’язку
рiвняння (14) методом еквiвалентностi також наведено у роботi [7].

У цiй доповiдi ми продемонстрували ефективнiсть застосування перетворень еквiвален-
тностi лише для побудови точних розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, однак
такi перетворення є нарiжним каменем в усiх класифiкацiйних задачах групового аналiзу,
а також можуть бути застосованi для дослiдження iнтегровностi.
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