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Розглянемо нелiнiйне еволюцiйне рiвняння 4-го порядку такого вигляду

Δ
(︀
𝑓1(𝑢)Δ𝑢+ 𝑓2(𝑢)

)︀
= 𝑓3(𝑢)𝑢𝑡, (1)

де 𝑢 = 𝑢(𝑥) ∈ R, 𝑥 = (𝑥0,x) ∈ R1+𝑛, Δ – опeратор Лапласа; 𝑓𝑖(𝑢)(𝑖 = 1, 3) – довiльнi
диференцiйовнi функцiї, причому 𝑓3(𝑢) ̸≡ 0.

Проведемо класифiкацiю симетрiйних властивостей рiвняння (1) в залежностi вiд вигля-
ду функцiй 𝑓𝑖(𝑢).

Треба вiдзначити, що лiївська симетрiя рiвняння (1) у випадку, коли 𝑓1(𝑢) ≡ 0 дослiдже-
на у [1], [2], [3]. Умовна симетрiя одновимiрного рiвняння (1), коли 𝑓1(𝑢) ≡ 0, дослiджена
у [4], а двовимiрного – у [5].

Якщо 𝑓1(𝑢) ̸≡ 0, то за класичним алгоритмом Лi знаходимо, що функцiї 𝑓𝑖(𝑢)(𝑖 = 1, 3)
i координати iнфiнiтезимального оператора (див. [6]) визначаються такою системою дифе-
ренцiальних рiвнянь:

𝜉11 = 𝜉22 = · · · = 𝜉𝑛𝑛 , 𝜉𝑎𝑏 = −𝜉𝑏𝑎, 𝜉0𝑎 = 𝜉𝛼𝑢 = 0,

𝜂𝑢𝑢 = 0, 𝜂𝑎𝑏𝑢 = 0 (𝑎 ̸= 𝑏), 2𝜂𝑎𝑢 = Δ𝜉𝑎,

𝑓1 𝜂𝑎 = 2𝑓1 𝜉
𝑎
11, 𝑓3𝜂0 + 𝑓2Δ𝜂 + 𝑓1Δ

2𝜂 = 0,(︃
𝑓1
𝑓1

− 𝑓3
𝑓3

)︃
𝜂 = 4𝜉11 − 𝜉00 ,

(︃
𝑓1
𝑓1

𝜂

)︃
𝑢

= 0,

𝑓2 𝜂 + 2𝑓1Δ𝜂 + 2𝑓1Δ𝜂𝑢 + 4𝑓1 𝜂11𝑢 + 𝑓2

(︃
2𝜉11 −

𝑓1
𝑓1

𝜂

)︃
= 0,

(︃ ...
𝑓 1

𝑓1
− 𝑓1

𝑓1

)︃
𝜂 + 2𝜂𝑢 = 0,

− 1

2
𝑓3𝜉

𝑎
0 +

(︁
𝑓2𝜂𝑎 + 𝑓1Δ𝜂𝑎

)︁
𝑢
+ 𝑓1Δ𝜂𝑎𝑢 = 0,

(︁
𝑓2𝜂 + 𝑓1Δ𝜂

)︁
𝑢
+ 𝑓1

(︀
Δ𝜂𝑢 + 4𝜂11𝑢 − 2Δ𝜉11

)︀
+ 𝑓2

(︃
2𝜉11 −

𝑓1
𝑓1

𝜂

)︃
= 0.

(2)

З системи (2) випливає, що iснує чотири можливi випадки вигляду функцiї 𝑓1(𝑢) i функцiї
𝜂:

1.
𝑓1(𝑢) = 𝜆1, 𝜂 = 𝛼(𝑥)𝑢+ 𝛽(𝑥);

2.
𝑓1(𝑢) = 𝜆1𝑢

𝑘, 𝜂 = 𝛼(𝑥)𝑢;
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3.
𝑓1(𝑢) = 𝜆1𝑒

𝑘𝑢, 𝜂 = 𝛽(𝑥);

4.
𝑓1(𝑢) = 𝜙(𝑢), 𝜂 = 0,

де 𝜆1 – довiльна стала (𝜆1 ̸= 0); 𝜙(𝑢), 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥) – довiльнi диференцiйовнi функцiї.
Крiм того, з рiвнянь системи (2) випливає, що алгебри iнварiантностi рiвняння (1) для

деяких функцiй 𝑓1(𝑢) будуть розрiзнятися в залежностi вiд розмiрностi 𝑛 простору, в якому
це рiвняння розглядається.

Пiсля розв’язання системи (2) були визначенi функцiї 𝑓𝑖(𝑢) i алгебри iнварiантностi вiд-
повiдних рiвнянь. Усi нееквiвалентнi випадки зведенi до таблиць 1–3. В цих таблицях через
𝐴𝐸 позначена алгебра Евклiда ⟨𝜕0, 𝜕𝑎, 𝐽𝑎𝑏 = 𝑥𝑎𝜕𝑏 − 𝑥𝑏𝜕𝑎⟩.

Табл. 1. Випадок 𝑓1(𝑢) = 𝜆1, 𝑛 – довiльне

𝑁 𝑓2(𝑢) 𝑓3(𝑢) Алгебра iнварiантностi

1 0 𝜆3 𝐴𝐸, 𝜕𝑢, 𝐼 = 𝑢𝜕𝑢, 𝐷1 = 4𝑥0𝜕𝑥0 + 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎

2 𝜆2𝑢 𝜆3 𝐴𝐸, 𝜕𝑢, 𝐼

3 𝜆2𝑒
𝑢 𝜆3 𝐴𝐸, 𝐷2 = 4𝑥0𝜕𝑥0 + 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎 − 2𝜕𝑢

4 𝜆2𝑢
𝑚 𝜆3𝑢

𝑠 𝐴𝐸, 𝐷3 = (2𝑚− 𝑠− 2)𝑥0𝜕𝑥0 +
𝑚−1
2 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎 − 𝑢𝜕𝑢

5 𝜆2 ln𝑢 𝜆3𝑢
𝑠 𝐴𝐸, 𝐷4 = (𝑠+ 2)𝑥0𝜕𝑥0 +

1
2𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎 + 𝑢𝜕𝑢

6 0 𝜆3𝑒
𝑠𝑢 𝐴𝐸, 𝐷1, 𝐷5 = 𝑠𝑥0𝜕𝑥0 + 𝜕𝑢

7 𝜆2𝑢 𝜆3𝑒
𝑠𝑢 𝐴𝐸, 𝐷5

8 𝜆2𝑒
𝑢 𝜆3𝑒

𝑠𝑢 𝐴𝐸, 𝐷6 = 2(2− 𝑠)𝑥0𝜕𝑥0 +
1
2𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎 − 𝜕𝑢

Табл. 2. Випадок 𝑓1(𝑢) = 𝜆1𝑒
𝑘𝑢

𝑁 𝑓2(𝑢) 𝑓3(𝑢) Умови Алгебра iнварiантностi

1 0 𝜆3𝑒
𝑠𝑢 – 𝐴𝐸, 𝐷1, 𝐷10 = (𝑠− 𝑘)𝑥0𝜕𝑥0 + 𝜕𝑢

2 0 𝜆3𝑒
−𝑘𝑢 𝑛 = 2

𝐴𝐸, 𝐷1, 𝐷10,
𝐾𝑎 = x2𝜕𝑥𝑎 − 2𝑥𝑎𝑥𝑏𝜕𝑥𝑏

− 4
𝑘𝑥𝑎𝜕𝑢

3 𝜆2𝑢 𝜆3𝑒
𝑠𝑢 – 𝐴𝐸, 𝐷11 = 2(𝑠+ 𝑘)𝑥0𝜕𝑥0 + 𝑘𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎 + 𝜕𝑢

4 𝜆2𝑒
𝑚𝑢 𝜆3𝑒

𝑠𝑢 –
𝐴𝐸, 𝐷12 = 2(𝑘 + 𝑠− 2𝑚)𝑥0𝜕𝑥0+
+(𝑘 −𝑚)𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎 + 2𝜕𝑢

Табл. 3. Загальний випадок 𝑓1(𝑢)

𝑁 𝑓2(𝑢) 𝑓3(𝑢) Алгебра iнварiантностi

1 0 довiльна 𝐴𝐸, 𝐷1

2 довiльна довiльна 𝐴𝐸

Таким чином, рiвняння (1) має найбiльш широку симетрiю, коли воно набуває вигляду

𝑢
4

2−𝑛 Δ
(︁
𝑢

4
2−𝑛 Δ𝑢

)︁
= 𝑢𝑡, 𝑛 ̸= 2, (3)

та вигляду

𝑒𝑘𝑢Δ
(︁
𝑒𝑘𝑢Δ𝑢

)︁
= 𝑢𝑡, 𝑛 = 2. (4)



Симетрiйнi властивостi нелiнiйного еволюцiйного рiвняння 3

Алгебра iнварiантностi 𝐴𝐶(𝑛) рiвняння (3) породжується операторами

𝜕𝑥0 , 𝜕𝑥𝑎 , 𝐽𝑎𝑏 = 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑏
− 𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 , 𝐷1 = 4𝑥0𝜕𝑥0 + 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎 ,

𝐷2 = 2𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎 + (2− 𝑛)𝑢𝜕𝑢, 𝐾𝑎 = x2𝜕𝑥𝑎 − 2𝑥𝑎𝑥𝑏𝜕𝑥𝑏
+ (𝑛− 2)𝑥𝑎𝑢𝜕𝑢;

а алгебра iнварiантностi 𝐴𝐶(𝑛) рiвняння (4) – операторами

𝜕𝑥0 , 𝜕𝑥𝑎 , 𝐽𝑎𝑏 = 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑏
− 𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 , 𝐷1 = 4𝑥0𝜕𝑥0 + 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎 ,

𝐷2 = 2𝑘𝑥0𝜕𝑥0 − 𝑛𝜕𝑢, 𝐾𝑎 = x2𝜕𝑥𝑎 − 2𝑥𝑎𝑥𝑏𝜕𝑥𝑏
− 4

𝑘
𝑥𝑎𝜕𝑢.

Подяки

Подяка професору, доктору фiз.-мат. наук Сєрову Миколi Iвановичу за наукове керiвництво,
кориснi вченi та життєвi поради, а також пiдтримку протягом багатьох рокiв.
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