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Iснує багато областей застосування методiв групового аналiзу диференцiальних рiвнянь.
Так знання груп симетрiї даного рiвняння дозволяє вiдшукати точнi розв’язки, генерувати
новi розв’язки з вiдомих. Вiдшукання групи перетворень еквiвалентностi даного рiвняння
дає можливiть записати його у найбiльш простiй для дослiдження формi.

Оскiльки теоретико-груповi методи дають можливiсть iнтегрування диференцiальних
рiвнянь, якi мають нетривiальнi групи iнварiантностi, то актуальною є задача повної групо-
вої класифiкацiї диференцiальних рiвнянь, яка дозволяє iз заданого класу рiвнянь видiлити
тi, якi володiють широкими симетрiйними властивостями [1].

Ще однiєю з найбiльш важливих задач є задача видiлення з заданого класу рiвнянь
таких, якi допускають в якостi групи iнварiантностi деяку вiдому групу. Така задача була
розв’язана для рiвняння [2], пiсля чого вона була поставлена по вiдношенню до нелiнiйних
систем рiвнянь параболiчного типу.

Оскiльки бiльшiсть основних фiзичних процесiв задовольняють принцип вiдносностi Га-
лiлея чи Пуанкаре–Ейнштейна, то i рiвняння, якi їх описують, повиннi також бути iнва-
рiантнi вiдносно алгебри Галiлея чи алгебри Пуанкаре. Тому вимога iнварiантностi дифе-
ренцiальних рiвнянь вiдносно тiєї чи iншої групи перетворень може слугувати критерiєм
вiдбору його в якостi математичної моделi опису конкретного фiзичного процесу. У зв’язку
з цим актуальною є задача: по заданiй групi перетворень побудувати математичну модель
(систему рiвнянь), яка володiє зазначеною симетрiєю. Нами поставлено i розв’язано таку
задачу по вiдношенню до системи нелiнiйних рiвнянь реакцiї-конвекцiї-дифузiї

𝑈0 = 𝜕1[𝐹 (𝑈)𝑈1] +𝐺(𝑈)𝑈1 +𝐻(𝑈), (1)

де 𝑈 =

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
, 𝐹 (𝑈) =

(︂
𝑓11(𝑈) 𝑓12(𝑈)
𝑓21(𝑈) 𝑓22(𝑈)

)︂
, 𝐺(𝑈) =

(︂
𝑔11(𝑈) 𝑔12(𝑈)
𝑔21(𝑈) 𝑔22(𝑈)

)︂
, 𝐻(𝑈) =

(︂
ℎ1(𝑈)
ℎ2(𝑈)

)︂
,

𝑢𝑎 = 𝑢𝑎(𝑥0, 𝑥1) – довiльнi гладкi функцiї, 𝑈0 = 𝜕𝑈
𝜕𝑥0

, 𝑈1 = 𝜕𝑈
𝜕𝑥1

, 𝜕1 = 𝜕
𝜕𝑥1

. 𝑥0 – часова, 𝑥1 –
просторова змiннi, яка є узагальненнням скалярного рiвняння реакцiї–конвекцiї–дифузiї.

В класi систем (1) мiстяться системи, якi широко застосовуються в теорiї процесiв тепло-
масопереносу, дифузiї, описують еволюцiю температури та густини у термоядернiй плазмi,
iншi фiзичнi та бiохiмiчнi процеси.

Дослiдженню симетрiйних властивостей такого класу систем придiляло увагу багато
авторiв. При рiзних виглядах сталої матрицi дифузiї 𝐹 = Λ та 𝐺 = 0 одержали вагомi ре-
зультати В.I. Фущич та Р.М. Чернiга, А.Г. Нiкiтiн та Р. Вилтшир, Р.М. Чернiга та Дж. Кiнг.

Оскiльки система (1) описує, зокрема, i галiлеївськи iнварiантнi процеси, то нами постав-
лена та розв’язана задача побудови найбiльш загального її вигляду, що допускає iнварiан-
тнiсть вiдносно алгебри Галiлея та її розширень операторами масштабних та проективних
перетворень.

Цю задачу нами також розв’язано з точнiстю до перетворень еквiвалентностi.
Нами встановлено, що максимальною групою неперервних перетворень еквiвалентностi

системи (1) є група наступних перетворень

𝑥
′
0 = 𝑎0𝑥0 + 𝑏0, 𝑥

′
1 = 𝑎1𝑥1 + 𝑐𝑥0 + 𝑏1, 𝑢

′𝑎
= 𝑘𝑎𝑏𝑢

𝑏 +𝑚𝑎, (2)
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де 𝑎𝜇, 𝑏𝜇, 𝑐, 𝑘𝑎𝑏,𝑚𝑎 – довiльнi сталi, 𝜇 ∈ {0, 1}, 𝑎, 𝑏 ∈ {1, 2}. Це дало можливiсть в подальшому
максимально спростити одержанi нелiнiйностi.

Також нами знайдено єдиноможливу реалiзацiю узагальненої алгебри Галiлея для систе-
ми (1), базиснi елементи якої мають вигляд

𝐴𝐺2 = ⟨𝜕0, 𝜕1, 𝐺 = 𝑥0𝜕1 + 𝑥1𝑄1 +𝑄2, 𝑄1, 𝐷 = 2𝑥0𝜕0 + 𝑥1𝜕1 +𝑄3,

П = 𝑥20𝜕0 + 𝑥0𝑥1𝜕1 + 𝑥0𝑄3 + 𝑥1𝑄2 +
𝑥2
1
2 𝑄1 +𝑄4⟩,

(3)

причому оператори 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4 задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[𝑄1, 𝑄3] = 0, [𝑄2, 𝑄3] = −𝑄2, [𝑄1, 𝑄2] = 0, [𝑄1, 𝑄4] = 0, [𝑄2, 𝑄4] = 0, [𝑄3, 𝑄4] = 2𝑄4. (4)

Серед результатiв дослiдження варто видiлити наступне твердження.

Теорема 1. Система рiвнянь (1) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (3)

тодi i тiльки тодi, коли вона з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (2) має один з

наступних виглядiв

𝑈0 = 𝜕1

[︂(︂
𝜆11 0
0 𝜆22

)︂
𝑈1

]︂
+

(︂
−𝑢2 𝑚12

0 −𝑢2
)︂
𝑈1 +

1
2(𝑢

2)2
(︂

1
0

)︂
, (5)

причому 𝑄1 = 𝜕𝑢1, 𝑄2 = 𝜕𝑢2,𝑄3 = (𝜆11 +𝑚12)𝜕𝑢1 − 𝑢2𝜕𝑢2 , 𝑄4 = 0;

𝑈0 = 𝜕1

[︂(︂
𝜆11 −𝑢1

𝑢2

0 −1
2

)︂
𝑈1

]︂
+

(︂
𝑚11𝑢

1 0
𝑚21𝑢

2 0

)︂
𝑈1 + (𝑢1)2

(︂
𝑛1𝑢

1

𝑛2𝑢
2

)︂
, (6)

причому 𝑄1 = 𝑢2𝜕𝑢2 , 𝑄2 = 0, 𝑄3 = 𝑢1𝜕𝑢1 + 1
2𝑢

2𝜕𝑢2, 𝑄4 = 0;

𝑈0 = 𝜕1

[︂(︂
𝜆11 0
0 𝜆22

)︂
𝑈1

]︂
+

(︂
−𝑢1 0
𝑚21𝑢

2 −(2𝜆22 + 1)𝑢1

)︂
𝑈1 + (𝑢1)2𝑢2

(︂
0

𝜆22 +
1
2

)︂
, (7)

причому 𝑄1 = 𝑢2𝜕𝑢2 , 𝑄2 = 𝜕𝑢1 , 𝑄3 = −𝑢1𝜕𝑢1 + (𝜆22 +𝑚21)𝑢
2𝜕𝑢2, 𝑄4 = 0;

𝑈0 = 𝜕1

[︂(︂
−1

2 0
0 − 1

2𝑚1

)︂
𝑈1

]︂
+ 𝜔2

(︃
−𝑚1𝑚11 𝑚11

𝑢1

𝑢2

−𝑚1𝑚12
𝑢2

𝑢1 𝑚12

)︃
𝑈1 + 𝜔4

(︂
𝑛1𝑢

1

𝑛2𝑢
2

)︂
, (8)

причому 𝑄1 = 𝑢1𝜕𝑢1 +𝑚1𝑢
2𝜕𝑢2 , 𝑄2 = 0, 𝑄3 = −1

2(𝐼 +𝑚1𝑢
2𝜕𝑢2), 𝑄4 = 0, 𝜔 = 𝑢2

(𝑢1)𝑚1
, 𝑚1 ̸= 0;

𝑈0 = 𝜕1

[︂(︂
−1

2 0
0 −1

2

)︂
𝑈1

]︂
+ 𝑢2

𝑢1

(︂
𝑛1𝑢

1

𝑛2𝑢
2

)︂
, (9)

причому 𝑄1 = 𝐼,𝑄2 = 0, 𝑄3 =
(︁
−1

2 + 𝑛1
𝑛1−𝑛2

)︁
𝐼 − 2𝑢2𝜕𝑢2, 𝑄4 =

1
𝑛1−𝑛2

𝑢1𝜕𝑢2;

𝑈0 = 𝜕1

[︂
−1

2

(︂
1 −1
0 1

)︂
𝑈1

]︂
+

+ 𝑒−2𝜔

(︃
𝑚11 +𝑚21

𝑢1

𝑢2 −(𝑢
1

𝑢2 + 1)(𝑚11 +𝑚21
𝑢1

𝑢2 )

𝑚21 −(𝑢
1

𝑢2 + 1)𝑚21

)︃
𝑈1 +

+ 𝑒−4𝜔

(︂
𝑛1𝑢

2 + 𝑛2𝑢
1

𝑛2𝑢
2

)︂
,

(10)

причому 𝑄1 = 𝐼 + 𝑢2𝜕𝑢1 , 𝑄2 = 0, 𝑄3 = −1
2𝐼, 𝑄4 = 0, 𝜔 = 𝑢1

𝑢2 − ln𝑢2;
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𝑈0 = 𝜕1

[︂
−1

2

(︂
𝑘1 −𝑘2
𝑘2 𝑘1

)︂
𝑈1

]︂
+

+ 𝑒
1
𝑘2

𝜔

(︃
2𝑘1

−→
𝑘 −→𝑚 − 2𝑢1

−→𝑢 2
−→𝑚−→𝑢 2𝑘1

−→
𝑘 ⊥−→𝑚 − 2𝑢2

−→𝑢 2
−→𝑚−→𝑢

2𝑘2
−→
𝑘 −→𝑚 − 2𝑢2

−→𝑢 2
−→𝑚−→𝑢 2𝑘2

−→
𝑘 ⊥−→𝑚 + 2𝑢1

−→𝑢 2
−→𝑚−→𝑢

)︃
𝑈1 +

+ 𝑒
2
𝑘2

𝜔
(︂ −→𝑛−→𝑢

−−→𝑛−→𝑢 ⊥

)︂
,

(11)

причому 𝑄1 = 𝑘1𝐼 − 𝑘2𝐽, 𝑄2 = 0, 𝑄3 = −1
2𝐼, 𝑄4 = 0, 𝜔 = 𝑘2 ln

−→𝑢 2 + 2𝑘1 arctg
𝑢2

𝑢1 ,
−→𝑚 =

(𝑚1,𝑚2), |
−→
𝑘 | = 1.

Зауваження. Система (6) є узагальненням рiвнянь системи хемотаксису, яка опису-
є формування та поширення хемотаксисних кiлець Адлера та рiзнi процеси структуро-
утворення в бактерiальних колонiях при їх взаємодiї. ЇЇ симетрiйнi властивостi вивченi в
роботi [3].

Якщо у системi (11) перейти до функцiї комплексної змiнної, то одержимо узагальнення
рiвняння Гiнзбурга–Ландау, яке є основним нелiнiйним рiвнянням фiзики нерiвноважних
середовищ i виникає при описi дифузного хаоса i дисипативних структур в гiдродинамiцi,
фiзицi лазерiв та хiмiчний кiнетицi

𝜓0 = −𝑘
2
𝜓11 +

[︂
𝑚*

2
(2𝑘1𝑘𝜓

*𝜓1 − (|
−→
𝜓 |2)1) + 𝑛*|

−→
𝜓 |4𝑒2𝑤

]︂
𝑒2𝑤𝜓, (12)

де 𝜓 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2, 𝑘,𝑚, 𝑛 ∈ 𝐶. Симетрiйнi властивостi рiвняння Гiнзбурга–Ландау без дери-
вативного члена вивчались Нiкiтiним А.Г. в роботах [4], [5].

При 𝑘1 = 0 з рiвняння (12) можна одержати узагальнення рiвняння Шредiнгера з дери-
вативною нелiнiйнiстю

𝑖𝜓0 =
1
2𝜓11 + [𝛼(|𝜓|2)1 + 𝛽|𝜓|4]𝜓, (13)

де 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐶.
Рiвняння (13) належить до класу рiвнянь

𝑖𝜓0 = −1
2𝜓11 + (𝜆1 + 𝜆2|𝜓|2 + 𝜆3|𝜓|4 + 𝜆4𝜕1|𝜓|2)𝜓 + (𝜆5 + 𝜆6|𝜓|2)𝜕1𝜓, (14)

яке використовується для моделювання хвильових процесiв в рiзних роздiлах фiзики, таких
як нелiнiйна оптика. Зокрема, альвеновськi хвилi з круговою поляризацiєю — магнiтогiдро-
дiнамiчнi хвилi, що розповсюджуються в плазмi в магнiтнгому полi, хвилi Стокса у рiдинi
скiнченої глибини та iн.

Системи (6) та (7) узагальнюють результати, одержанi для системи рiвнянь хемотакси-
су [3] та нелiнiйної системи рiвнянь конвекцiї–дифузiї [6] вiдповiдно. Системи (8), (9) є
узагальненням результатiв Чернiги Р.М.та Кiнга Дж. [7], [8], [9], а системи (10), (11) —
Нiкiтiна А.Г. [4], [5], [10], [11], що були одержанi у роботах по дослiдження iнварiантностi
системи реакцiї-дифузiї. Поряд з цим встановлено систему (5), яка не може бути одержана
iз узагальнення ранiше вiдомих систем, iнварiантних вiдносно алгебри Галiлея.

Одержанi системи володiють симетрiйними властивостями, характерними для рiвнянь,
що описують процеси, якi пiдпорядковуються принципу вiдносностi Галiлея. Серед них
мiстяться такi вiдомi рiвняння, як рiвняння Шредiнгера, система хемотаксису, рiвняння
Гiнзбурга-Ландау та iншi. Виходячи з вище сказаного одержанi системи можуть претен-
дувати на роль математичних моделей реальних фiзичних процесiв. Таким чином, в класi
нелiнiйних систем реакцiї-конвекцiї-дифузiї нами видiлено тi, якi володiють симетрiйними
властивостями, характерними для рiвнянь, що описують процеси, пiдпорядкованi принци-
пу вiдносностi Галiлея. Тому одержанi системи можуть бути використанi при моделюваннi
реальних фiзичних процесiв.
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Подяки

Хочу висловити подяку науковцям, що заклали пiдгрунтя дослiджень та розвинули новi
напрямки вивчення алгебр iнварiантностi: В.I. Фущичу, А.Г. Нiкiтiну, Р.М. Чернiзi та iн.
Також вдячна моїм спiвавторам по даному дослiдженню: Плюхiну О.Г. та Карпалюк Т.О.,
якi надали вагому допомогу при роботi над цiєю задачею. Окрему щиру подяку хочу ви-
словити моєму науковому керiвнику Сєрову Миколi Iвановичу за багаторiчну пiдтримку,
цiннi науковi поради та постiйну увагу.
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