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Вивчення багатьох фiзичних, бiохiмiчних та екологiчних процесiв у сучасних наукових
дослiдженнях здiйснюється на основi аналiзу вiдповiдних математичних моделей. Значну
кiлькiсть фундаментальних законiв природи можна описати за допомогою диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними та їх систем. До таких рiвнянь вiдносять двовимiрне
рiвняння реакцiї–конвекцiї–дифузiї:

𝑢0 = 𝜕𝑎(𝑓
0(𝑢)𝑢𝑎) + 𝑓𝑎(𝑢)𝑢𝑎 + ℎ(𝑢), (1)

де 𝑢 = 𝑢(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2), 𝑥0 – часова змiнна, 𝑥1, 𝑥2 – просторовi змiннi, 𝑓0(𝑢), 𝑓𝑎(𝑢), ℎ(𝑢) –
коефiцiєнти дифузiї, конвекцiї та реакцiї вiдповiдно, iндекс бiля функцiї внизу означає ди-
ференцiювання за вiдповiдною змiнною, 𝑎 ∈ {1, 2}.

Рiвняння (1) використовується для опису рiзноманiтних фiзичних процесiв, зокрема про-
цесiв теплопровiдностi, дифузiї та конвекцiї (див., наприклад, [1]). Воно використовується
для моделювання руху частинок, енергiї або iнших фiзичних величин у певнiй фiзичнiй си-
стемi. Модифiкацiї цього рiвняння дають змогу описувати перенесення енергiї в плазмi, роз-
подiл розчинiв у ґрунтi, рух рiдин в пористих середовищах, а також процесiв хемотаксису
та iнших фiзичних та бiохiмiчних процесiв. При конкретних значеннях нелiнiйностей 𝑓0(𝑢),
𝑓𝑎(𝑢), ℎ(𝑢) рiвняння (1) застосовується для моделювання перенесення кисню в кровоноснiй
системi та дослiдження динамiки формування тромбiв у пристiнкових потоках. Рiвняння (1)
має широке застосування також у бiологiї, у хiмiї та iнших галузях науки [2], [3].

Розглянемо рiвняння:

𝑢0 = 𝜕𝑎(𝑢
𝑘𝑢𝑎) + 4𝑘+1

𝑘 𝑢𝑘𝑢1 + 4𝑘+1
𝑘2

𝑢𝑘+1, 𝑘 ̸= −1; 0. (2)

Серед рiвнянь (1) з ненульовим конвективним доданком це рiвняння володiє найширшим
класом симетрiї.

Поставимо задачу використати симетрiйнi властивостi рiвняння (2) для побудови iнва-
рiантних анзацiв, редукцiї та знаходження його точних розв’язкiв.

Теорема 1. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (2) є наступна алгебра

⟨𝜕0, 𝜕1, 𝜕2, 𝐷0 = 𝑘𝑥0𝜕0 − 𝑢𝜕𝑢, 𝑄1 = 𝑒−𝑥1(cos𝑥2𝜕1 − sin𝑥2𝜕2 − 2
𝑘 cos𝑥2𝑢𝜕𝑢),

𝑄2 = 𝑒−𝑥1(sin𝑥2𝜕1 + cos𝑥2𝜕2 − 2
𝑘 sin𝑥2𝑢𝜕𝑢)⟩.

Теорема 1 доводиться стандартним методом Лi [4]. Проведемо редукцiю рiвняння (2) до
рiвняння з меншою кiлькiстю змiнних, використовуючи найзагальнiший вигляд оператора
iнварiантностi

𝑋 = 𝑑0𝜕𝑡 + 𝑑𝑎𝜕𝑎 + 𝑐0𝐷0 + 𝑐1𝑄1 + 𝑐2𝑄2. (3)

Один з анзацiв (див., наприклад, [5]) при умовi 𝑐0 = 𝑑0 = 𝑑1 = 0, отриманий за допомогою
оператора (3) має вигляд
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𝑢 = 𝑒−
2
𝑘
𝑥1𝜙(𝑥0, 𝜔), 𝜔 = 𝑧̇(𝑥2)𝑒

𝑥1 +𝑚𝑒2𝑥1 ,

де 𝑧 = 𝑧(𝑥2) – довiльний розв’язок рiвняння 𝑧 + 𝑧 = 0, або 𝑧 = 𝑐1 cos𝑥2 + 𝑐2 sin𝑥2, 𝑐1, 𝑐2 –
довiльнi сталi. Даний анзац редукує рiвняння (2) до диференцiального рiвняння

𝜙𝑥0 = (4𝑚𝜔 + 𝑐⃗ 2)𝜕𝜔(𝜙
𝑘𝜙𝜔) + 4𝑚𝜙𝑘𝜙𝜔.

Припустивши, що 𝑚 = 0, прийдемо до рiвняння

𝜙𝑡 = 𝑐⃗ 2𝜕𝜔(𝜙
𝑘𝜙𝜔).

Використавши замiну

𝑥0 →
1

𝑐⃗ 2
𝑥0, 𝜔 → 𝜔, 𝜙 → 𝜙,

одержимо рiвняння

𝜙0 = 𝜕𝜔(𝜙
𝑘𝜙𝜔). (4)

Знайшовши розв’язки рiвняння (4) та врахувавши вiдповiднi анзаци, знаходимо розв’язки
рiвняння (2):

𝑢 = 𝑒
− 1

2(𝑘+1)
𝑥1

[︂
𝑝𝑘

(︂
𝑧̇
(︀

𝑘
4(𝑘+1)𝑥2

)︀
𝑒

𝑘
4(𝑘+1)𝑥1

+ 16𝑝 (𝑘+1)2

𝑘2
𝑐⃗ 2𝑥0

)︂
+ 𝑐

]︂ 1
𝑘

, 𝑘 ̸= 0;

𝑢 = −𝑒−𝑥1(16𝑐⃗ 2𝑥0)
2 th2

[︁
𝑝
2

(︁
𝑧̇(−1

4𝑥2)𝑒
− 1

4
𝑥1 + 𝑝 ln(16𝑐⃗ 2𝑥0)

)︁
+ 𝑐

]︁
, 𝑘 = −1

2 ;

𝑢 = 𝑒−𝑥1−4𝑝𝑐⃗ 2𝑥0 tg2
[︂
𝑝
2 𝑧̇(−

1
4𝑥2)𝑒

−1
4𝑥1+16𝑝𝑐⃗ 2𝑥0 + 𝑐

]︂
, 𝑘 = −1

2 ;

arcth
[︁
(169 𝑐⃗

2𝑥0)
1+2𝑝

𝑘 𝑒−2𝑥1𝑢
]︁ 1

4
+ arctg

[︁
(169 𝑐⃗

2𝑥1)
1+2𝑝

𝑘 𝑒−2𝑥1𝑢
]︁ 1

4
=

= −𝑝
2

[︁
(16𝑐⃗ 2𝑥1)

𝑝𝑧̇(−3
4𝑥2)𝑒

− 3
4
𝑥1

]︁
+ 𝑐, 𝑘 = −3

4 .

Отриманi розв’язки є багатопараметричними сiм’ями розв’язкiв. Це дає змогу за допо-
могою вибору параметрiв задовольняти конкретнi початковi та крайовi умови.

Таким чином, симетрiйнi властивостi рiвняння (2) було використано для побудови iнва-
рiантних анзацiв, редукцiї та знаходження його точних розв’язкiв.

Подяки

Висловлюю щиру подяку доктору фiзико-математичних наук, професору Сєрову Миколi
Iвановичу за професiйне керiвництво, цiннi науковi поради, терпiння та пiдтримку пiд час
виконання дослiдження. Окрему подяку адресую органiзаторам науково-практичного се-
мiнару за високий рiвень органiзацiї, зручний формат та можливiсть представити науковi
результати. Також висловлюю подяку колегам за пiдтримку та спiвпрацю пiд час виконання
дослiдження.
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