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Iнварiанти алгебр Лi, вiдомi також як узагальненi оператори Казiмiра, є однiєю з ключо-
вих характеристик алгебр Лi, що дозволяє глибше зрозумiти їхню структуру та властивостi.
Вони вiдiграють важливу роль у теорiї представлень, дослiдженнi iнтегровностi гамiльто-
нових систем, квантовiй механiцi та теорiї симетрiй тощо.

Особливу увагу привертають полiномiальнi базиси iнварiантiв алгебр Лi (так званi опе-
ратори Казiмiра — елементи центру унiверсальної обгортуючої алгебри). Для низки важли-
вих класiв алгебр Лi, зокрема нiльпотентних i досконалих, iснування таких базисiв доведено
у роботах Абеланаса та Мартiн Алонса, що iстотно спрощує як теоретичне дослiдження,
так i саму процедуру побудови iнварiантiв.

Класичний пiдхiд до знаходження узагальнених операторiв Казiмiра базується на iнте-
груваннi перевизначених систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
першого порядку. Однак цей пiдхiд є складним у реалiзацiї та швидко стає обчислювально
громiздким навiть для алгебр Лi низьких розмiрностей.

Альтернативою цьому методу є алгебраїчний пiдхiд, запропонований у роботах Бойка,
Патери та Поповича, який ґрунтується на використаннi методу рухомих реперiв Карта-
на в iнтерпретацiї Фелса–Олвера. У рамках цього пiдходу iнварiанти знаходять шляхом
дослiдження дiї групи внутрiшнiх автоморфiзмiв на дуальному просторi алгебри Лi та ви-
ключення параметрiв цiєї дiї. Це дозволяє уникнути iнтегрування систем диференцiальних
рiвнянь i значно спрощує обчислення. Застосування цього пiдходу дало змогу побудувати
базиси iнварiантiв для широких класiв розв’язних алгебр Лi довiльної розмiрностi з фi-
ксованими структурами нiльрадикалiв. Зокрема, описано iнварiанти для майже абелевих
алгебр, алгебр з ниткоподiбними нiльрадикалами, а також для нiльпотентних алгебр строго
верхньотрикутних матриць (див. огляд в роботi [2]).

Водночас структура iнварiантiв безпосередньо залежить вiд структури самої алгебри
Лi. Загальна класифiкацiя скiнченновимiрних алгебр Лi є надзвичайно складною задачею
i не має повного розв’язку для довiльної розмiрностi, тому дослiдження зазвичай обме-
жуються фiксованими класами або фiксованими розмiрностями алгебр (дивись огляд в
роботi [3]).

Серед алгебр Лi важливе мiсце посiдають нiльпотентнi алгебри, якi характеризуються
багатоступеневою структурою та допускають конструктивнi методи дослiдження. У роботi
розглянуто задачу опису функцiональних базисiв iнварiантiв семивимiрних нiльпотентнихi
алгебр Лi, якi прокласифiкованi у роботi Сiлея [4], з використанням 𝐾-канонiчних базисiв
i алгебраїчного пiдходу Бойка, Патери та Поповича [1]. Такий пiдхiд дозволяє врахувати
структуру ланцюжка iдеалiв алгебри, спростити вигляд матриць внутрiшнiх автоморфi-
змiв i вiдносно легко отримати функцiональнi базиси iнварiантiв розглянутих алгебр Лi.
Ефективнiсть використання 𝐾-канонiчних базисiв вже була продемонстрована у дослiдже-
ннях iнварiантiв шестивимiрних алгебр Лi [1], де вiдповiдна модифiкацiя базисiв дозволила
суттєво спростити процес їх побудови.

Нижче наведено iлюстративний приклад побудови функцiонального базису iнварiантiв
для однiєї з семивимiрних нiльпотентних алгебр Лi (повний опис iнварiантiв семивимiрних
нiльпотентних алгебр Лi представлено у магiстерськiй роботi автора).
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Розглянемо семивимiрну нiльпотентну алгебру Лi з наступними ненульовими комутацiй-
ними спiввiдношеннями:

[𝑒3, 𝑒6] = 𝑒2, [𝑒4, 𝑒5] = −𝑒2, [𝑒4, 𝑒7] = 𝑒1 + 𝑒3, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒3,

[𝑒5, 𝑒7] = 𝑒1, [𝑒6, 𝑒7] = 𝑒5.

Вiдповiдна матриця внутрiшнiх автоморфiзмiв має вигляд
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а функцiональний базис пiднятих iнварiантiв визначається наступними спiввiдношеннями:

ℐ1 = 𝑥1,

ℐ2 = 𝑥2,

ℐ3 = −𝜃6𝑥2 + 𝑥3,

ℐ4 = −𝜃7𝑥1 + (𝜃6𝜃7 + 𝜃5)𝑥2 − 𝜃7𝑥3 + 𝑥4,

ℐ5 = −𝜃7𝑥1 +
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ℐ7 = (𝜃5 + 𝜃4)𝑥1 +
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)︂
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𝑥3 + 𝜃6𝑥5 + 𝑥7.

Оскiльки ⟨𝑒1, 𝑒2⟩ — центр алгебри, то 𝑒1, 𝑒2 — першi два шуканi iнварiанти.

Розглянемо наступну композицiю для пiднятих iнварiантiв ℐ1, ℐ2, ℐ3, ℐ4, ℐ6, ℐ7:

𝑊 = 6ℐ2
2ℐ7 + 6ℐ2ℐ3ℐ5 + 6ℐ1ℐ2(ℐ5 − ℐ4)− 3ℐ1ℐ2

3 − 2ℐ3
3 .

Пiдставляємо всi ℐ𝑘 у 𝑊 i розкриваємо дужки. Пiсля скорочення всiх доданкiв, що мiстять
параметри 𝜃𝑖, отримуємо вираз

−6𝑥1𝑥2𝑥4 + 6𝑥1𝑥2𝑥5 − 3𝑥1𝑥
2
3 + 6𝑥22𝑥7 + 6𝑥2𝑥3𝑥5 − 2𝑥33.

Оскiльки симетризацiя у цього випадку тривiальна, то третiй iнварiант має вигляд

6𝑒1𝑒2𝑒4 − 6𝑒1𝑒2𝑒5 + 3𝑒1𝑒
2
3 − 6𝑒22𝑒7 − 6𝑒2𝑒3𝑒5 + 2𝑒33.

Подяки

Автор висловлює подяку Вячеславу Миколайовичу Бойку за постiйну увагу пiд час навча-
ння, постановку задачi, допомогу, поради, обговорення та пiдтримку.
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