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Моделi аксiонної електродинамiки є складним i цiкавим об’єктом для групового аналiзу,
оскiльки це досить складна система, дослiдження якої вимагає певного узагальнення вiдо-
мих пiдходiв. Результати аналiзу цiєї системи можуть мати важливе прикладне значення,
тому що, хоча iснування аксiонiв поки що немає надiйних експериментальних пiдтверджень,
вони затребуванi одразу в трьох абсолютно незалежних областях сучасної науки, таких як
космологiя, фiзика твердого тiла та квантова хромодинамiка.

У цiй роботi представлена групова класифiкацiя моделей аксiонної електродинамiки з
самодiєю аксiонного поля.

Узагальнений лагранжiан аксiонної електродинамiки має вигляд:

𝐿 =
1

2
𝑝𝜇𝑝

𝜇 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝜅

4
𝜃𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 𝑉 (𝜃). (1)

Тут 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈−𝜕𝜈𝐴𝜇,𝐴𝜇 — вектор-потенцiал електромагнiтного поля, 𝐹𝜇𝜈 = 1
2𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝐹

𝜌𝜎,
𝜃 — аксiонне поле, 𝑝𝜇 = 𝜕𝜇𝜃, 𝑉 (𝜃) — функцiя вiд 𝜃 та 𝜅 — безрозмiрна константа.

Рiвняння Ейлера–Лагранжа, якi вiдповiдають лагранжiану (1), мають наступний вигляд:

∇ ·E = 𝜅p ·B,

𝜕0E−∇×B = 𝜅(𝑝0B+ p×E),

∇ ·B = 0,

(2)

𝜕0B+∇×E = 0,

□𝜃 = −𝜅E ·B+ 𝐹.
(3)

Тут B та E — вектори магнiтного та електричного полiв, якi наступним чином пов’язанi
з компонентами тензора електромагнiтного поля: 𝐸𝑎 = 𝐹 0𝑎, 𝐵𝑎 = −1

2𝜀
0𝑎𝑏𝑐𝐹𝑏𝑐 та 𝐹 = −𝜕𝑉

𝜕𝜃 ,
□ = 𝜕2

0 − 𝜕2
1 − 𝜕2

2 − 𝜕2
3 , ∇𝑎 = 𝜕𝑎 = 𝜕

𝜕𝑥𝑎
, 𝑎 = 1, 3.

Система (2), (3) мiстить сiм залежних функцiй 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝜃 i один довiльний
елемент 𝐹 , який залежить вiд 𝜃, тобто вона є досить складною.

Знайдемо симетрiї рiвнянь (2), (3) з довiльною функцiєю 𝐹 (𝜃) вiдносно неперервних груп
перетворень.

Групова класифiкацiя

Рiвняння (3) мiстить довiльну функцiю 𝐹 (𝜃), тому ми можемо передбачити, що симетрiї
цiєї системи будуть залежати вiд явного вигляду 𝐹 . Згiдно класичного алгоритму Лi (див.,
наприклад, [3]), щоб знайти симетрiї системи (2), (3) вiдносно неперервної групи перетво-
рень

B → B′, E → E′, 𝜃 → 𝜃′, 𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇,

розглянемо iнфiнiтезимальний оператор

𝑄 = 𝜉𝜇𝜕𝜇 + 𝜂𝑗𝜕𝐵𝑗 + 𝜁𝑗𝜕𝐸𝑗 + 𝜎𝜕𝜃 (4)
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та його продовження

𝑄(2) = 𝑄+ 𝜂𝑗𝑖
𝜕

𝜕𝐵𝑗
𝑖

+ 𝜁𝑗𝑖
𝜕

𝜕𝐸𝑗
𝑖

+ 𝜎𝑖𝜕𝜃𝑖 + 𝜎𝑖𝑘𝜕𝜃𝑖𝑘 , (5)

де 𝐵𝑗
𝑖 = 𝜕𝑖𝐵

𝑗 , 𝐸𝑗
𝑖 = 𝜕𝑖𝐸

𝑗 , 𝜃𝑖 = 𝜕𝑖𝜃, 𝜃𝑖𝑘 = 𝜕𝑖𝜃𝑘 та функцiї 𝜂
𝑗
𝑖 , 𝜁

𝑗
𝑖 , 𝜎𝑖, 𝜎𝑖𝑘 можуть бути вираженi

через 𝜉𝑖, 𝜂𝑗 , 𝜁𝑗 , 𝜎, з використанням наступних спiввiдношень:

𝜂𝑗𝑖 = 𝐷𝑖(𝜂
𝑗)−𝐵𝑗

𝑘𝐷𝑖(𝜉
𝑘), 𝜁𝑗𝑖 = 𝐷𝑖(𝜁

𝑗)− 𝐸𝑗
𝑘𝐷𝑖(𝜉

𝑘),

𝜎𝑖 = 𝐷𝑖(𝜎)− 𝜃𝑘𝐷𝑖(𝜉
𝑘), 𝜎𝑖𝑘 = 𝐷𝑘(𝜎𝑖)− 𝜃𝑖𝑙𝐷𝑘(𝜉

𝑙),
(6)

де 𝐷𝑖 = 𝜕𝑖 +𝐵𝑗
𝑖 𝜕𝐵𝑗 + 𝐸𝑗

𝑖 𝜕𝐸𝑗 + 𝜃𝑖𝜕𝜃 + 𝜃𝑖𝑘𝜕𝜃𝑘 .
Використовуючи (5), умову iнварiантностi для системи (2), (3) можна записати в насту-

пному виглядi:
𝑄(2)ℱ

⃒⃒
ℱ=0

= 0, (7)

де ℱ — многовид заданий спiввiдношеннями (2), (3). Цей многовид заданий у евклiдовому
просторi, базис якого створюють залежнi i незалежнi змiннi системи рiвнянь (2), (3), а та-
кож похiднi вiд залежних змiнних. Обраховуючи функцiї (6), пiдставляючи результат у (7)
i прирiвнюючи коефiцiєнти при лiнiйно-незалежних функцiях 𝐸𝑗 , 𝐵𝑗 , 𝜃 та їх похiдних, ми
отримаємо наступну визначальну систему диференцiальних рiвнянь з частинними похiдни-
ми для коефiцiєнтiв 𝜉𝜇, 𝜂𝑗 , 𝜁𝑗 та 𝜎:

𝜉𝜇𝐵𝑎 = 0, 𝜉𝜇𝐸𝑎 = 0, 𝜉𝜇𝜃 = 0,

𝜉𝜇𝑥𝜇 = 𝜉𝜈𝑥𝜈 , 𝜉𝜇𝑥𝜈 + 𝜉𝜈𝑥𝜇 = 0, 𝜇 ̸= 𝜈, (8)

𝜎𝐸𝑎 = 0, 𝜎𝐵𝑎 = 0, 𝜎𝜃𝜃 = 0, (9)

□𝜎 + (𝜎𝜃 − 2𝜉0𝑥0)(𝐹 + 𝑘𝐸𝑎𝐵𝑎)− 𝜅(𝐵𝑎𝜁𝑎 + 𝐸𝑎𝜂𝑎)− 𝜎𝐹𝜃 = 0, (10)

□ 𝜉𝜇 − 2𝜎𝜃𝑥𝜇 = 0, (11)

𝜉𝑎𝑥𝑏 + 𝜂𝑏𝐵𝑎 = 0, 𝜉𝑎𝑥𝑏 + 𝜁𝑏𝐸𝑎 = 0,

𝜉𝑎𝑥0 − 𝜀𝑎𝑏𝑐𝜂
𝑐
𝐸𝑏 = 0, 𝜉𝑎𝑥0 − 𝜀𝑎𝑏𝑐𝜂

𝑐
𝐵𝑏 = 0,

𝜕𝑎𝜂
𝑎 = 0, 𝜕𝑎𝜁

𝑎 +𝐵𝑎𝜕𝑎𝜎 = 0,

𝜂𝑎𝑥0 + 𝜀𝑎𝑏𝑐𝜁
𝑐
𝑥𝑏 = 0, 𝜁𝑎𝑥0 +𝐵𝑎𝜎𝑥0 − 𝜀𝑎𝑏𝑐(𝜂

𝑐
𝑥𝑏 + 𝐸𝑏𝜎𝑥𝑐) = 0,

𝜂𝑎 +𝐵𝑎𝜎𝜃 + 𝜁𝑎𝜃 −𝐵𝑏𝜁𝑎𝐸𝑏 + 𝜀𝑎𝑏𝑐𝐸
𝑏𝜉0𝑥𝑐 = 0,

𝜁𝑎 − 𝜂𝑎𝜃 + 𝐸𝑎𝜎𝜃 − 𝐸𝑏𝜁𝑎𝐸𝑏 − 𝜀𝑎𝑏𝑐𝐵
𝑏𝜉0𝑥𝑐 = 0, (12)

𝜂𝑎𝐵𝑎 − 𝜂𝑏𝐵𝑏 = 0, 𝜂𝑎𝐵𝑎 − 𝜁𝑏𝐸𝑏 = 0, 𝜁𝑎𝐸𝑎 − 𝜁𝑏𝐸𝑏 = 0,

𝜂𝑎𝜃 −𝐵𝑎𝜂𝑏𝐸𝑏 = 0, 𝜁𝑎𝜃 − 𝐸𝑎𝜂𝑏𝐸𝑏 = 0.

Тут нижнi iндекси позначають похiднi вiдносно вiдповiдних змiнних: 𝜉𝜇𝐵𝑎 = 𝜕𝜇
𝜕𝐵𝑎 , i т.д.,

та в останнiх двох рядках не вiдбувається сумування по iндексам, що повторюються.
Згiдно з рiвнянням (8) функцiї 𝜉𝜇 не залежать вiд 𝐵𝑎, 𝐸𝑎, 𝜃 та є векторами Кiллiнга у

просторi незалежних змiнних. Їх загальний вигляд задається наступними формулами:

𝜉𝜇 = 2𝑥𝜇𝑓𝜈𝑥𝜈 − 𝑓𝜇𝑥𝜈𝑥
𝜈 + 𝑐𝜇𝜈𝑥𝜈 + 𝑑𝑥𝜇 + 𝑒𝜇, (13)

де 𝑓𝜇, 𝑑, 𝑒𝜇 та 𝑐𝜇𝜈 = −𝑐𝜈𝜇 — довiльнi константи.
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З (9) випливає, що 𝜎 = 𝜙1𝜃 + 𝜙2, де 𝜙1 та 𝜙2 — функцiї вiд 𝑥𝜇. Пiдставляючи цей вираз
в (10), отримуємо наступне рiвняння:

𝜙1𝜃𝐹𝜃 + 𝜙2𝐹𝜃 + 2(𝜉0𝑥0 − 𝜙1)𝐹 + 2𝑘(𝜉0𝑥0 − 𝜙1)𝐸𝑎𝐵𝑎+

+ 𝜅(𝐵𝑎𝜁𝑎 + 𝐸𝑎𝜂𝑎)− 𝜃□𝜙1 −□𝜙2 − 2𝑝𝜇𝜕𝜇𝜙1 = 0. (14)

Нехай члени
𝜃𝐹𝜃, 𝐹𝜃, 𝐹, та 1 (15)

є лiнiйно незалежними. Тодi з (14) випливає, що

𝜙1 = 𝜙2 = 𝜉0𝑥0 = 0, 𝐵𝑎𝜁𝑎 + 𝐸𝑎𝜂𝑎 = 0 (16)

i, тим самим 𝜎 = 0. Пiдставляючи (16) та (13) в (11), отримуємо умову 𝑓𝜈 = 0, тому (13)
редукується до вигляду

𝜉𝜇 = 𝑐𝜇𝜈𝑥𝜈 + 𝑒𝜇. (17)

Тодi з (12), (16) та (17) випливає, що

𝜂𝑎 = 𝑐𝑎𝑏𝐵𝑏 + 𝜀𝑎𝑏𝑐𝑐
0𝑏𝐸𝑐, 𝜁𝑎 = 𝑐𝑎𝑏𝐸𝑏 − 𝜀𝑎𝑏𝑐𝑐

0𝑏𝐵𝑐. (18)

Пiдставляючи (17) та (18) в (4) i використовуючи умову 𝜎 = 0, ми отримаємо лiнiйну
комбiнацiю наступних iнфiнiтезимальних операторiв:

𝑃0 = 𝜕0, 𝑃𝑎 = 𝜕𝑎,

𝐽𝑎𝑏 = 𝑥𝑎𝜕𝑏 − 𝑥𝑏𝜕𝑎 +𝐵𝑎𝜕𝐵𝑏 −𝐵𝑏𝜕𝐵𝑎 + 𝐸𝑎𝜕𝐸𝑏 − 𝐸𝑏𝜕𝐸𝑎 ,

𝐽0𝑎 = 𝑥0𝜕𝑎 + 𝑥𝑎𝜕0 + 𝜀𝑎𝑏𝑐(𝐸
𝑏𝜕𝐵𝑐 −𝐵𝑏𝜕𝐸𝑐),

(19)

де 𝜀𝑎𝑏𝑐 — одиничний антисиметричний тензор, 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1, 2, 3.
Оператори (19) утворюють базис алгебри Лi p(1, 3) групи Пуанкаре 𝑃 (1, 3).
Знайдена симетрiя розширюється у тих випадках, коли члени (15) є лiнiйно залежними.

А саме, iснує три випадки, коли це вiдбувається. При цьому довiльна функцiя 𝐹 у рiвнян-
нi (3) набуває одну з наступних форм: 𝐹 = 0, 𝐹 = 𝑐 та 𝐹 = 𝑏𝑒𝑎𝜃, де 𝑐, 𝑎 та 𝑏 — ненульовi
константи. Вiдповiднi додатковi базиснi елементи алгебри iнварiантностi мають вигляд:

𝑃4 = 𝜕𝜃, 𝐷 = 𝑥0𝜕0 + 𝑥𝑖𝜕𝑖 −𝐵𝑖𝜕𝐵𝑖 − 𝐸𝑖𝜕𝐸𝑖 , якщо 𝐹 (𝜃) = 0,

𝑃4 = 𝜕𝜃, якщо 𝐹 (𝜃) = 𝑐, (20)

𝑋 = 𝑎𝐷 − 2𝑃4, якщо 𝐹 (𝜃) = 𝑏𝑒𝑎𝜃. (21)

Оператор 𝑃4 вiдповiдає зсувам залежної змiнної 𝜃, 𝐷 — оператор дилатацiї, який генерує
вiдповiднi масштабнi перетворення залежних та незалежних змiнних, та 𝑋 — вiдповiдає
комбiнацiї зсувiв i масштабних перетворень. Вiдмiтимо, що довiльнi параметри 𝑎, 𝑏 та 𝑐
можна звести до постiйних значень 𝑎 = ±1, 𝑏 = ±1 та 𝑐 = ±1 за допомогою масштабних
перетворень залежних та незалежних змiнних.

Отриманi результати можуть бути сформульованi у виглядi наступного твердження.

Теорема 1. Максимальною неперервною групою iнварiантностi системи (2), (3) з довiль-

ною функцiєю 𝐹 (𝜃) є група Пуанкаре. У випадках, вказаних у (20) та (21) ця симетрiя

задається розширеними 11-параметричними групами Пуанкаре, у той час як для тривi-

ального 𝐹 група симетрiї є 12-параметричною.

Вiдмiтимо, що iнфiнiтезимальнi оператори (19) можуть бути записанi в термiнах по-
тенцiальних змiнних 𝐴𝜇 i 𝐴4 = 𝜃. При цьому цi оператори приймають бiльш компактну
форму:

𝑃𝜇 = 𝜕𝜇, 𝐽𝜇𝜈 = 𝑥𝜇𝜕𝜈 − 𝑥𝜈𝜕𝜇 +𝐴𝜇𝜕𝐴𝜈 −𝐴𝜈𝜕𝐴𝜇 . (22)

Саме це представлення буде використовуватися при дослiдженнi законiв збереження.
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Закони збереження

Система (2), (3) допускає лагранжеве формулювання. Згiдно з теоремою Нетер це озна-
чає, що симетрiї, знайденi ранiше, генерують закони збереження. Оскiльки у ролi польових
змiнних у лагранжiанi (1) виступає вектор-потенцiал 𝐴𝜇, то для знаходження законiв збере-
ження необхiдно представити знайденi вище оператори симетрiї в термiнах цих варiацiйних
змiнних:

𝑄 = 𝜉𝜇𝜕𝜇 + 𝜙𝜏𝜕𝐴𝜏 , (23)

де сумування вiдбувається по iндексам 𝜏 = 0, 1, 2, 3, 4 та 𝜇 = 0, 1, 2, 3. Явнi вирази для
коефiцiєнтiв 𝜉𝜇 та 𝜙𝜏 легко отримати, порiвнявши (22) з (23).

Струм, який вiдповiдає симетрiї (23), може бути представлений як [3]:

𝐽𝜎 = 𝜙𝜏
𝜕𝐿

𝜕(𝜕𝜎𝐴𝜏 )
+ 𝜉𝜎𝐿− 𝜉𝜈𝜕𝜈𝐴

𝜏 𝜕𝐿

𝜕(𝜕𝜎𝐴𝜏 )
. (24)

Так побудованi величини дiйсно вiдповiдають законам збереження, оскiльки для них вико-
нуються рiвняння неперервностi 𝜕𝜇𝐽𝜇 = 0.

Найбiльш важливою з фiзичної точки зору величиною, що зберiгається у часi, є тензор
енергiї-iмпульсу, який вiдповiдає симетрiям 𝑃𝜇. У цьому випадку у формулi (23)

𝜙𝜏 = 0 i 𝜉𝜇 = 1, (25)

де 𝜇 послiдовно приймає значення 0, 1, 2, 3. Пiдставляючи (1) i (25) у (24) та використовуючи
тривимiрнi позначення

𝐹0𝑎 = 𝐸𝑎, 𝐹𝑎𝑏 = 𝜀𝑎𝑏𝑐𝐵𝑐,

знаходимо компоненти цього тензору в наступному виглядi:

𝑇 00 =
1

2
(E2 +B2 + 𝑝20 + p2) + 𝑉 (𝜃), (26)

𝑇 0𝑎 = 𝑇 𝑎0 = 𝜀𝑎𝑏𝑐𝐸𝑏𝐵𝑐 + 𝑝0𝑝𝑎, (8)

𝑇 𝑎𝑏 = −𝐸𝑎𝐸𝑏 −𝐵𝑎𝐵𝑏 + 𝑝𝑎𝑝𝑏 +
1

2
𝛿𝑎𝑏(E2 +B2 + 𝑝20 − p2 − 2𝑉 (𝜃)). (27)

Тензор 𝑇𝜇𝜈 симетричний та задовольняє рiвнянню неперервностi 𝜕𝜈𝑇𝜇𝜈 = 0. Його ком-
поненти 𝑇 00 та 𝑇 0𝑎 задають густину енергiї та iмпульсу вiдповiдно.

Важливо вiдзначити, що тензор енергiї-iмпульсу не залежить вiд параметра 𝜅, тобто
член 𝜅

4𝜃𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈 , присутнiй у лагранжiанi (1), на нього не впливає. Насправдi цей тензор не

що iнше, як сума тензорiв енергiї-iмпульсу для вiльного електромагнiтного поля i вiльного
скалярного поля. Взаємодiя цих полiв мiж собою не дає внесок у тензор енергiї-iмпульсу.

Вiдзначимо також, що для випадку 𝑉 (𝜃), тобто, 𝑉 (𝜃) = 1
2𝑚

2𝜃2, густина енергiї 𝑇 00 (26)
додатньо визначена. Саме цей випадок вiдповiдає стандартним рiвнянням аксiонної еле-
ктродинамiки.

Iснування тензору, що зберiгається, (26), (27) викликано симетрiєю лагранжiана (1) вiд-
носно зсувiв незалежних змiнних 𝑥𝜇. Симетрiї вiдносно поворотiв та перетворення Лоренца
призводять до збереження наступного тензора:

𝐺𝛼𝜈𝜇 = 𝑥𝛼𝑇𝜇𝜈 − 𝑥𝜈𝑇𝜇𝛼, (28)

який задовольняє рiвнянню неперервностi вiдносно iндекса 𝜇. Зокрема, для 𝛼, 𝜈 = 1, 2, 3
рiвняння (28) з 𝑇𝜇𝜈 заданими в (26), (27) представляє тензор кутового моменту.

Тензори (26)–(28) вичерпують величини, що зберiгаються, iснування яких обумовлене
симетрiями Лi рiвнянь (2), (3) з довiльною функцiєю 𝐹 (𝜃).
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У результатi проведення групового аналiзу знайдено, що максимальною неперервною
групою iнварiантностi системи (2), (3) з довiльною функцiєю 𝐹 (𝜃) є група Пуанкаре.

Використовуючи тривимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи Пуанкаре, отримано широкий
клас точних розв’язкiв для електромагнiтного та аксiонного полiв [1, 2]. Цi розв’язки вклю-
чають довiльнi параметри, а деякi i довiльнi функцiї. Найбiльш загальнi з них мiстять шiсть
таких функцiй.

Подяки

Автор вдячна А.Г. Нiкiтiну за постановку задачi та кориснi дискусiї.
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