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Розглянемо нелiнiйне хвильове рiвняння

𝑢00 − 𝑢11 + sin𝑢 = 0, (1)

де 𝑢 = 𝑢(𝑥0, 𝑥1), яке в лiтературi вiдоме як рiвняння синус-Гордона (СГ). З геометри-
чної точки зору рiвняння синус-Гордона виникло в диференцiальнiй геометрiї наприкiнцi
ХIХ столiття i пов’язане iз задачею побудови чебишевських сiток на поверхнях вiд’ємної
кривизни [3]. В 1936 роцi вивченням розв’язкiв рiвняння (1) займався нiмецький вчений
Р. Штойрвальд, але результати його дослiджень були вiдомi в той час лише небагатьом
спецiалiстам з геометрiї [2], [8]. У фiзицi рiвняння СГ було застосоване в теорiї дислока-
цiй Я. Френкелем та Т. Канторовою [5]. Воно описує розповсюдження обертань, умовних
або дiйсних, у рiзних фiзичних системах [4], [5]. Рiвняння СГ є одним з найбiльш вiдомих
рiвнянь теорiї солiтонiв [2], розвиток якої бере початок iз спостереження фiзичного явища
“solitary ware” (вiдокремленої хвилi) британським iнженером Д. С. Расселом у 1834 роцi [1].
Однак його роботи на деякий час були забутi. Пiзнiше, в 1965 роцi в роботi Н. Забуського
i М. Крускала [9] ця хвиля була названа солiтоном.

Сплеск iнтересу до солiтонiв почався в другiй половинi ХХ столiття одночасно в декiль-
кох галузях науки — нелiнiйнiй електродинамiцi, фiзицi твердого тiла, гiдродинамiцi, бiо-
фiзицi та iн. Дослiдження солiтонiв iще раз продемонструвало єднiсть нелiнiйних коливних
(хвильових) процесiв рiзної природи. У данiй роботi розглянемо деякi аспекти дослiдже-
ння рiвняння (1), а саме побудову розв’язкiв типу солiтонних за допомогою iтеративної
процедури нелокального розмноження розв’язкiв та зв’язок вiдомих i одержаних розв’язкiв
з умовною симетрiєю даного рiвняння. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння
синус-Гордoна є алгебра Пуанкаре 𝐴𝑃 (1, 1), базиснi елементи якої мають вигляд:

𝜕0 =
𝜕

𝜕𝑥0
, 𝜕1 =

𝜕

𝜕𝑥1
, 𝐽01 = 𝑥1𝜕0 + 𝑥0𝜕1. (2)

Наприкiнцi ХIХ столiття Беклунд [3], [6] запропонував нелокальнi перетворення вигляду:(︃
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для рiвняння СГ (1), записаного в конусних змiнних

𝑢𝑦𝑧 = sin𝑢, (4)

де

𝑦 =
𝑥1 + 𝑥0

2
, 𝑧 =

𝑥1 − 𝑥0
2

, (5)

1
𝑢,

2
𝑢 — два рiзнi розв’язки рiвняння (4), 𝜆 — довiльна стала. Перетворення (3) зв’язують

мiж собою два рiзнi розв’язки рiвняння СГ, вони є автоперетвореннями Беклунда (АПБ).

Враховуючи те, що перетворення задають неявний зв’язок мiж двома розв’язками
1
𝑢,

2
𝑢
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рiвняння (3), то їх важко використовувати для побудови точних розв’язкiв цього рiвняння.
За допомогою АПБ (3) у лiтературi побудовано деякi точнi роз в’язки рiвняння (4), якi
одержали назву солiтонних розв’язкiв. Односолiтоннi

𝑢 = 4arctan 𝑒𝜃1 (6)

та двосолiтоннi

𝑢 = 4arctan

(︂
𝜆2 + 𝜆1

𝜆2 − 𝜆1
.
𝑒𝜃1 − 𝑒𝜃2

1 + 𝑒𝜃1+𝜃2
,

)︂
(7)

де 𝜃𝑖 = 𝜆𝑖𝑧 +
1
𝜆𝑖
𝑦 + 𝑐𝑖+, 𝜆𝑖, 𝑐𝑖 — сталi, 𝑖 = 1, 2, розв’язки даного рiвняння [4].

У роботi [7] побудована формула знаходження 𝑁 -солiтонних розв’язкiв рiвняння CГ. Для
побудови солiтонних розв’язкiв рiвняння СГ може також використовуватись теорема Б’янкi
про перестановочнiсть [2].

У данiй роботi пропонується дещо iнший пiдхiд до знаходження розв’язкiв рiвняння СГ
за допомогою АПБ (3). Нехай 𝜆 = 1. Введемо функцiональний параметр 𝜏 = 𝜏(𝑦, 𝑧) за
формулою:

𝜏 = tanh

2
𝑢− 1

𝑢

4
. (8)

Це дає можливiсть записати зв’язок мiж розв’язками
1
𝑢,

2
𝑢 рiвняння СГ в параметричному

виглядi. Сформулюємо даний результат у виглядi наступної теореми.

Теорема 1. Якщо
1
𝑢 — розв’язок рiвняння (4) то його iнший розв’язок

2
𝑢 знаходиться за

формулою
2
𝑢 =

1
𝑢+ 4arctan 𝜏, (9)

де 𝜏 = 𝜏(𝑦, 𝑧)— розв’язок системи диференцiальних рiвнянь

𝜏𝑦 = −1

2

(︀
𝜏2 + 1

)︀ 1
𝑢𝑦 + 𝜏, (10)

𝜏𝑧 = −1

2

(︀
𝜏2 + 1

)︀
sin)

1
𝑢+ 𝜏 cos)

1
𝑢. (11)

Таким чином, згiдно даної теореми, побудову розв’язкiв рiвняння СГ пропонується здiй-

снювати в два етапи. Спочатку по вiдомому розв’язку
1
𝑢 потрiбно знайти функцiональний

параметр 𝜏 = 𝜏(𝑦, 𝑧), як розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (10) , а потiм за до

помогою розв’язку
1
𝑢 i знайденому по ньому параметру 𝜏 за формулою (9) знаходимо

2
𝑢 —

новий розв’язок рiвняння СГ.
Якщо для побудови розв’язкiв рiвняння СГ формули (9), (10) використовувати послi-

довно декiлька разiв, то, в результатi, отримуємо рекурентнi формули вигляду

𝑛+1
𝑢 =

𝑛
𝑢+ 4arctan

𝑛+1
𝜏 , (12)

𝑛+1
𝜏 𝑦 = −1

2
((

𝑛+1
𝜏 )2 + 1)

𝑛
𝑢𝑦 +

𝑛+1
𝜏 ,

𝑛+1
𝜏 𝑧 = −1

2
((

𝑛+1
𝜏 )2 − 1) sin

𝑛
𝑢+

𝑛+1
𝜏 cos

𝑛
𝑢,

(13)

де
𝑛
𝑢 — розв’зок рiвняння СГ на 𝑛-му кроцi,

𝑛+1
𝑢 ,

𝑛+1
𝜏 — функцiї, якi знайденi на (𝑛 + 1)-

му. Ми помiтили зв’язок мiж розв’язками системи рiвнянь Рiккатi (13) на рiзних кроках.
Сформулюємо цей зв’язок у виглядi наступного твердження.
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Лема. Якщо початковий розв’язок у формулах (12), (13) вибрати тривiальний розв’язок

рiвняння синус–Гордона
0
𝑢 = 0, то для системи (13) справедлива формула

𝑛+1
𝜏 0(𝑦, 𝑧) =

𝑛
𝜏3(−𝑦,−𝑧), (14)

де
𝑛
𝜏3(𝑦, 𝑧) — загальний розв’язок системи (13) на 𝑛-му кроцi при спецiальному виборi

сталої iнтегрування,
𝑛+1
𝜏 0(𝑦, 𝑧) — частинний розв’язок системи (13) на (𝑛+ 1)-му кроцi,

𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5.

Випишемо ланцюжок розв’язкiв рiвняння синус–Гордона (4), одержаного в результатi
застосування рекурентних формул (12), (13):

0 → 4 arctan e𝑦+𝑧 → 4 arctan
−(𝑦 − 𝑧)

cosh(𝑦 + 𝑧)
→

4 arctan
(︁ e−(𝑦+𝑧)(𝑐+ 𝑦 + 𝑧 + cosh(𝑦 + 𝑧) sinh(𝑦 + 𝑧)

𝑐+ 𝑦 + 𝑧 + cosh(𝑦 + 𝑧) sinh(𝑦 + 𝑧)− cosh2(𝑦 + 𝑧)− (𝑦 − 𝑧)2

+
cosh2(𝑦 + 𝑧) + (𝑦 − 𝑧)2)

𝑐+ 𝑦 + 𝑧 + cosh(𝑦 + 𝑧) sinh(𝑦 + 𝑧)− cosh2(𝑦 + 𝑧)− (𝑦 − 𝑧)2

)︁
.

Таким чином, враховуючи зв’язок (5) мiж змiнними 𝑦, 𝑧 i 𝑥0, 𝑥1, одержаний нами ланцюжок
розв’язкiв для рiвняння СГ (1) має вигляд

0 → 4 arctan e𝑥1 → 4 arctan
−𝑥0

cosh𝑥1

→ 4 arctan e−𝑥1
𝑐+ 𝑥1 + cosh𝑥1 sinh𝑥1 + cosh2 𝑥1 + 𝑥20
𝑐+ 𝑥1 + cosh𝑥1 sinh𝑥1 − cosh2 𝑥1 − 𝑥20

.

Оскiльки графiки одержаних розв’язкiв
2
𝑢,

3
𝑢 зберiгають форму єдиної хвилi з ростом

часової змiнної 𝑥0, то можна припустити, що цi розв’язки є розв’язками солiтонного типу
рiвняння синус–Гордона.

Зауваження. З кожним наступним кроком процедури розмноження розв’язкiв рiвняння
СГ, запропонованої в теоремi 1, рiзко зростає громiздкiсть перетворень даного алгоритму.
Тому було природно наступнi кроки доручити ЕОМ.

За допомогою програми Maple нам вдалося проробити ще два кроки вказаного алгори-
тму. В результатi одержали наступнi розв’язки

4
𝑢 = 4arctan

(23𝑥
3
0 + 2𝑥0 + 𝑐4) cosh𝑥1 − 2𝑥0𝑥1 sinh𝑥1

1
3𝑥

4
0 − 𝑐4𝑥0 + 𝑥21 + cosh2 𝑥1

, (15)

5
𝑢 = 4arctan e𝑥1

(cosh2 𝑥1 +𝐴−𝐵)e2𝑥1 + 𝐶 +𝐷

cosh2 𝑥1 +𝐴+𝐵 + (𝐶 −𝐷)e2𝑥1
, (16)

де

𝐴 =
1

9
𝑥60 +

1

6
𝑥40 +

3

2
𝑥20 + 𝑥20𝑥

2
1 −

1

2
𝑥21 + 2𝑐5𝑥1,

𝐵 =
1

3
𝑥40𝑥1 + 2𝑥20(𝑥1 + 𝑐5)− 𝑥1(𝑥

2
1 + 1) + 𝑐5,

𝐶 =
1

6
𝑥40 +

3

2
𝑥20 +

1

2
𝑥21, 𝐷 = (𝑥20 + 1)𝑥1 − 𝑐5.

Проаналiзувавши графiки одержаних розв’язкiв та їх проекцiй, бачимо, що всi вони ма-
ють вигляд хвилi, що не змiнює свою форму зi змiною часу. У зв’язку з цим можна зробити

висновок, що знайденi нами розв’язки
2
𝑢–

5
𝑢, як i

1
𝑢, є розв’язками солiтонного типу рiвняння

синус–Гордона.



4 Л.М. Блажко

Подяки.

Висловлюю щиру подяку доктору фiзико-математичних наук, професору Сєрову М. I.
за цiннi поради, постановку задачi та допомогу у її розв’язаннi. Окремо дякую доктору
фiзико-математичних наук, професору Поповичу Р. О. за консультацiї щодо розмноження
розв’язкiв та плiднi науковi обговорення.
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