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�ËÀÂÀ 1

Ââåäåíèå.

Ïîñâÿùàåòñÿ äîðîãîìó Ó÷èòåëþ

Âëàäèìèðó Âàñèëüåâè÷ó Øàðêî.

1.1. Ïðåäèñëîâèå.

Èäåÿ ýòîé êíèãè ðîäèëàñü ïðè çíàêîìñòâå ñ ìîíîãðà-

�èåé Þ. Þ. Òðîõèì÷óêà �Äè��åðåíöèðîâàíèå, âíóòðåí-

íèå îòîáðàæåíèÿ è êðèòåðèè àíàëèòè÷íîñòè� [35℄. Âíóò-

ðåííèå îòîáðàæåíèÿ, ñâîéñòâà êîòîðûõ òàì èçó÷àëèñü, äà-

æå â ñâîèõ îñîáûõ òî÷êàõ âûãëÿäåëè äîñòàòî÷íî ïîõîæå íà

ãîìåîìîð�èçìû. Èç ýòîãî ñõîäñòâà âîçíèêëà èäåÿ èçó÷àòü

ýòè îòîáðàæåíèÿ ìåòîäàìè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì, óæå íàðàáîòàííûìè äëÿ ãîìåîìîð�èç-

ìîâ è äè��åîìîð�èçìîâ.

Ýòè ìåòîäû, êàê îêàçàëîñü, íåëüçÿ ïåðåíåñòè äîñëîâíî:

ó íåîáðàòèìûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé åñòü ñâîÿ ñïåöè-

�èêà, ê êîòîðîé íóæíî àäàïòèðîâàòü ïîäõîäû è ìåòîäû

äëÿ îáðàòèìûõ ñèñòåì.

Èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷-

êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçó÷åíèå êëàññîâ òîïîëîãè-

÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè îòîáðàæåíèé. Ñîïðÿæåííîñòü ìî-

æåò áûòü ëîêàëüíîé, çàäàííîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè,

10
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ëèáî ãëîáàëüíîé, íà âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ñðåäè çàäà÷, êî-

òîðûå ñòàâÿòñÿ â ýòîé òåîðèè � íàõîæäåíèå ðàçëè÷íûõ òî-

ïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè, à òàê-

æå ëîêàëüíàÿ è ãëîáàëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññè�èêà-

öèÿ. Òàêèå çàäà÷è òðåáóþò ðàññìîòðåíèÿ âñåãî ñïåêòðà

ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ òîïîëîãè÷åñêîé

òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîðîæäåííûõ äèñêðåòíûìè

îòêðûòûìè ñþðúåêòèâíûìè îòîáðàæåíèÿìè ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ, äàëåå íàçûâàåìûìè âíóòðåííèìè ïî Òðîõèì-

÷óêó, ïî îáðàçöó òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåì îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåðîì ïëîäîòâîðíîñòè òàêîãî ïîäõîäà ñëóæèò ïðè-

âåäåííàÿ â äàííîé ðàáîòå êëàññè�èêàöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî

òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ìíîãîëèñòíûõ íàêðûòèé

îêðóæíîñòè. È ñàìà �îðìóëèðîâêà ïîëó÷åííîãî ðåçóëü-

òàòà, è ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà ïîíÿòèÿõ è

ïðèåìàõ, ïîñòðîåííûõ â äàííîé ðàáîòå.

Íåîáõîäèìîñòü òàêîé ðàáîòû âûçâàíà òåì, ÷òî ñîâðå-

ìåííàÿ òåîðèÿ íåîáðàòèìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ�îêó-

ñèðîâàíà íà èçó÷åíèè èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, ñâÿçàííûõ

ñ ïîçèòèâíûìè èòåðàöèÿìè òî÷åê. Äðóãèå èíâàðèàíòíûå

ìíîæåñòâà, êàê ïðàâèëî, íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ýòî ìîæ-

íî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî îáû÷íûå íåîáðàòèìûå îòîáðàæå-

íèÿ ïðîñëåäèòü íàçàä âî âðåìåíè êðàéíå òÿæåëî: ïðîîá-

ðàçû ïðåâðàùàþòñÿ âî ìíîæåñòâà, òîïîëîãèÿ îêðåñòíîñ-

òåé íàðóøàòñÿ, îòñóòñòâóþò êëàññè÷åñêèå èíâàðèàíòíûå

ìíîæåñòâà. Îäíàêî âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ óñòðîåíû äî-

ñòàòî÷íî õîðîøî, ÷òîáû áûòü èñêëþ÷åíèåì: êàê ïîêàçà-

íî â ýòîé ðàáîòå, âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ

òåì ïîäêëàññîì íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé, äëÿ êîòîðûõ

âîçìîæåí è åñòåñòâåíåí ïåðåíîñ ïîäõîäîâ òîïîëîãè÷åñêîé

òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé íà

èòåðàöèè íàçàä âî âðåìåíè.
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Òàêîé ïåðåíîñ íàèáîëåå ïîëîí äëÿ êîíå÷íîêðàòíûõ

îòîáðàæåíèé. Óæå äëÿ ñ÷åòíîêðàòíûõ âíóòðåííèõ îòî-

áðàæåíèé ÷àñòü èç ïîëó÷åííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ ëèáî íå

èìååò ìåñòà, ëèáî òðåáóåò ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê è îãðà-

íè÷åíèé íà îòîáðàæåíèå. Ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå

ðåçóëüòàòû è ìåòîäû íàïðÿìóþ íå ïðèìåíèìû ê áîëåå

îáùèì íóëüìåðíûì îòêðûòûì è ëåãêèì îòêðûòûì îòîá-

ðàæåíèÿì.

Êàê ñëåäñòâèå, âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òåì

åñòåñòâåííûì ïîäêëàññîì íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé, äëÿ

êîòîðûõ ìîæíî èçó÷àòü äèíàìèêó ñèñòåìû íàçàä âî âðå-

ìåíè, à òàêæå ðåøàòü çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-

íîñòè.

1.2. Âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ.

�àññìàòðèâàåìûé çäåñü êëàññ îòîáðàæåíèé � îòêðû-

òûå äèñêðåòíûå îòîáðàæåíèÿ � è ñàì òåðìèí � âíóòðåí-

íèå îòîáðàæåíèÿ � âîçíèê èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ áûëè ââåäåíû Ñ. Ñòîèëîâûì

äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãîëîìîð�íûõ îòî-

áðàæåíèé.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñòîèëîâà [112, 114, 32℄, âíóòðåííèå

îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì àíà-

ëîãîì ãîëîìîð�íûõ îòîáðàæåíèé, ò. å. âíóòðåííåå îòîáðà-

æåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãîëîìîð�íîå îòîáðàæåíèå

�ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîð�èçìà�, ò. å. êàê êîìïîçèöèþ ãî-

ìåîìîð�èçìà è ãîëîìîð�íîãî îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå ëåãêèõ îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé áûëî äà-

íî �. Âàéáóðíîì, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî ëåãêèå îòêðûòûå

îòîáðàæåíèÿ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ äèñêðåò-

íûìè [121, 122℄.
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Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî â åãî îðèãèíàëüíîì îïðåäåëåíèè

êàê îòêðûòîãî íóëüìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ òåðìèí �âíóò-

ðåííåå îòîáðàæåíèå� íå ïðèæèëñÿ â àíãëîÿçû÷íîé ëèòå-

ðàòóðå.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ñèëüíà

òðàäèöèÿ ðàáîò Âàéáóðíà. Âàéáóðí [121℄ äàë îïðåäåëåíèå

ëåãêèõ îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé, è, âñëåä çà Ñòîèëîâûì, ïî-

êàçàë, ÷òî äëÿ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé ëåãêèå îòêðûòûå

îòîáðàæåíèÿ äèñêðåòíû. Ïðè ýòîì îòêðûòûå íóëüìåðíûå

îòîáðàæåíèÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàþò

ñ ëåãêèìè îòêðûòûìè îòîáðàæåíèÿìè. Ïîýòîìó âî ìíîãèõ

ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ åãî ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü âçàè-

ìîçàìåíÿåìî ñ òåðìèíîì �ëåãêèå îòêðûòûå îòîáðàæåíèÿ�

(light open maps), êîòîðûé è ñòàë îáùåóïîòðåáèòåëüíûì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåðìèíîëîãè÷åñêîé ïóòàíèöå ñïî-

ñîáñòâîâàëà íåîäíîçíà÷íîñòü ÷åëîâå÷åñêîãî ÿçûêà. Ôðàí-

öóçñêîå ñëîâî, êîòîðîå óïîòðåáèë Ñòîèëîâ, ìîæíî ïåðåâå-

ñòè íà àíãëèéñêèé ÿçûê è êàê �âíóòðåííåå (inner)� è êàê

�âíóòðåííåå (interior)�. Ñîîòâåòñòâåííî, ïóòàíèöà âîçíèêà-

ëà è ïðè ïåðåâîäå ýòèõ ðàáîò íà àíãëèéñêèé ÿçûê.

Òåðìèí �âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ� ïåðåâîäèëñÿ è êàê

�inner mappings�, è êàê �interior transformations�. Íî �inner�

êàê òåðìèí íå ïðèæèëñÿ, à ïîõîæèé òåðìèí �âíóòðåííåå

(interior) îòîáðàæåíèå� óæå èñïîëüçîâàëñÿ âî ìíîãèõ ðà-

áîòàõ òîãî âðåìåíè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòî÷å÷íî îòêðûòûõ

îòîáðàæåíèé

1

. Ýòî â ñâîå âðåìÿ ïðèâåëî ê òåðìèíîëî-

ãè÷åñêîé ïóòàíèöå ìåæäó �âíóòðåííèìè (inner)� è �âíóò-

ðåííèìè (interior)� îòîáðàæåíèÿìè. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ

ïðè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü îáà ïîíÿòèÿ ïðîâîäè-

ëîñü ðàçëè÷åíèå ìåæäó �âíóòðåííèìè îòîáðàæåíèÿìè

â øèðîêîì ñìûñëå�, ò.å. îòêðûòûìè îòîáðàæåíèÿìè, è

�âíóòðåííèìè îòîáðàæåíèÿìè â óçêîì ñìûñëå� Ñòîèëîâà.

1

Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì â òî÷êå, åñëè â îáðàç îò-

êðûòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü.
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Îñòàòêè ýòîé ïóòàíèöû ìîæíî åùå âèäåòü, íàïðèìåð, â

ïåðåâîäå êíèãè �Òîïîëîãèÿ� Êóðàòîâñêîãî ([22℄, ò. 1, �13),

ãäå â îïðåäåëåíèè îòêðûòîãî îòîáðàæåíèÿ óïîìèíàåòñÿ,

÷òî âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ åãî ñèíîíèìîì, íî

ïðè ýòîì èäåò ññûëêà íà ðàáîòó Ñòîèëîâà, ñîäåðæàùóþ

áîëåå óçêîå îïðåäåëåíèå.

Ïîñêîëüêó áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êëàññ ïîòî÷å÷íî îò-

êðûòûõ îòîáðàæåíèé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì îòêðûòûõ íà

ñâîé îáðàç îòîáðàæåíèé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2, òî òåð-

ìèí �interior transformations� âñêîðå áûë ïðàêòè÷åñêè âû-

òåñíåí òåðìèíîì �îòêðûòûå îòîáðàæåíèÿ� (�open maps�).

Òàêèì îáðàçîì, â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå òåðìèíîëîãè-

÷åñêóþ ïóòàíèöó ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåîäîëåííîé.

Ñ 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ âíóòðåííèå îòîáðàæå-

íèÿ àêòèâíî èçó÷àëèñü â Êèåâå, â îòäåëå êîìïëåêñíîãî

àíàëèçà èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓêðàèíûÞ.Þ. Òðî-

õèì÷óêîì, Þ. Á. Çåëèíñêèì, è èõ ó÷åíèêàìè. Ñðåäè ðàáîò

Êèåâñêîé øêîëû â ýòîì íàïðàâëåíèè íåîáõîäèìî îòìåòèòü

[33℄, [34℄, [35℄, [36℄, [37℄, [19℄, [20℄, [8℄, [125℄.

Â îðèãèíàëüíûõ ðàáîòàõ Ñòîèëîâà âíóòðåííèå îòîáðà-

æåíèÿ ïîâåðõíîñòåé áûëè îïðåäåëåíû êàê íóëüìåðíûå, è

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå îíè äèñêðåòíûå.

Ïîñêîëüêó ïðè ïîïûòêå äîñëîâíîãî ïåðåíîñà îðèãè-

íàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ íà ñëó÷àé áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé

÷àñòü âàæíûõ ñâîéñòâ òàê îïðåäåëåííûõ âíóòðåííèõ îòî-

áðàæåíèé, êîòîðûå áûëè ñïðàâåäëèâû â äâóìåðíîì ñëó-

÷àå, òåðÿåòñÿ, Þ. Þ. Òðîõèì÷óê ñòàë îïðåäåëÿòü âíóò-

ðåííèå îòîáðàæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ñðàçó êàê äèñêðåòíûå

îòêðûòûå îòîáðàæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, òåðìèí �âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ� â

çíà÷åíèè �îòêðûòûå äèñêðåòíûå îòîáðàæåíèÿ� ïðèæèëñÿ

â Êèåâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà

è òîïîëîãèè.
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Â ýòîé ðàáîòå ñëåäóÿ òðàäèöèè Êèåâñêîé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé øêîëû, à òàêæå äëÿ óäîáñòâà � âåäü îïèñàòåëüíàÿ

êîíñòðóêöèÿ �îòêðûòîå äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå (ñ äîïîë-

íèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè)� ñëèøêîì ãðîìîçäêà, à áëèç-

êèé òåðìèí �ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå� óæå íàïîëíåí äðó-

ãèì ñìûñëîì â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè � áóäåò èñïîëü-

çîâàòüñÿ òåðìèí �âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå�.

Âî èçáåæàíèå íåîäíîçíà÷íîñòè, âíóòðåííèå ïî îðèãè-

íàëüíîìó îïðåäåëåíèþ Ñòîèëîâà íóëüìåðíûå îòêðûòûå

îòîáðàæåíèÿ íàçâàíû çäåñü îòîáðàæåíèÿìè, âíóòðåííèìè

ïî Ñòîèëîâó, à îòêðûòûå äèñêðåòíûå îòîáðàæåíèÿ íàçâà-

íû îòîáðàæåíèÿìè, âíóòðåííèìè ïî Òðîõèì÷óêó.

1.2.1. Âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ â ñîâðåìåííîé

òîïîëîãè÷åñêîé äèíàìèêå.

Ñîâðåìåííàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â îñíîâíîì äèíàìèêó îáðàòèìûõ

îòîáðàæåíèé.

Âíóòðåííèå (îòêðûòûå äèñêðåòíûå) îòîáðàæåíèÿ, ÿâ-

ëÿÿñü îäíèì èç íàèáîëåå ïðîñòûõ êëàññîâ íåîáðàòèìûõ

îòîáðàæåíèé, òåì íå ìåíåå, âêëþ÷àþò â ñåáÿ òàêèå ïðàêòè-

÷åñêè âàæíûå êëàññû îòîáðàæåíèé, êàê ëîêàëüíûå ãîìåî-

ìîð�èçìû (íàêðûòèÿ), ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ, â òîì

÷èñëå è ãëàäêèå, îòîáðàæåíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì âîçìóùå-

íèåì, êâàçèðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ, ãîëîìîð�íûå îòîá-

ðàæåíèÿ, è, êîíå÷íî, îáðàòèìûå îòîáðàæåíèÿ.

Êàê îòäåëüíûé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äèíàìè-

÷åñêèå ñèñòåìû, îáðàçîâàííûå âíóòðåííèìè îòîáðàæåíè-

ÿìè, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷àëèñü.

�àçâèâàåìûé â äàííîé ðàáîòå ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì òî-

ïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ øèðîêèõ òðàåêòîðèé ÿâëÿåòñÿ

íîâûì îðèãèíàëüíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì.

Îäíàêî, åñòåñòâåííî, ìíîãèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ
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ðàçíûõ êëàññîâ íåîáðàòèìûõ äèíàìè÷åêñêèõ ñèñòåì, èìå-

þò îòíîøåíèå è ê äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, îáðàçîâàííûì

âíóòðåííèìè îòîáðàæåíèÿìè.

Íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíîòó, óïîìÿíåì çäåñü íàèáîëåå

âàæíûå íàïðàâëåíèÿ ñîâðåìåííîé íåîáðàòèìîé äèíàìè-

êè, è äàäèì ññûëêè íà íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû è îáçîðû ïî

ýòèì íàïðàâëåíèÿì.

Ñðåäè íàèáîëåå èçó÷åííûõ îáëàñòåé â òîïîëîãè÷å-

ñêîé äèíàìèêå íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé ìîæíî íàçâàòü

òàêèå íàïðàâëåíèÿ, êàê îäíîìåðíàÿ äèíàìèêà (êíèãè,

ïîñâÿùåííûå ñîâåðìåííîé òåîðèè îäíîìåðíûõ äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì ñì. [42, 41, 108, 96, 60℄), â òîì ÷èñëå

åå ìåòîäû ìåòîäû ðàñïðîñòðàíåíû è íà äðóãèå êëàññû

îòîáðàæåíèé, â ÷àñòíîñòè, íà òðåóãîëüíûå îòîáðàæåíèÿ

[85℄, è ãîëîìîð�íàÿ äèíàìèêà (ñì. íàïðèìåð, îáçîðû

[16, 95℄). Òàêæå çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â ïîëå çðåíèÿ

òîïîëîãè÷åñêîé äèíàìèêè ïîïàäàëè ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå

êëàññû íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé, òàêèå, êàê ðàñòÿãèâà-

þùèå îòîáðàæåíèÿ, ëèíåéíûå àâòîìîð�èçìû òîðà è äðó-

ãèå. Çäåñü æå ìîæíî óïîìÿíóòü èçó÷åíèå ìèíèìàëüíûå

îòîáðàæåíèé, àòòðàêòîðîâ è ýíòðîïèè äëÿ íåîáðàòèìûõ

ñèñòåì â ðàáîòàõ [83, 45, 84℄.

1.2.2. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ òîïîëîãè÷åñêîé

òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîðîæäåííûõ ýíäîìîð�èç-

ìàìè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, âíóòðåííèìè ïî Òðîõèì-

÷óêó.

Â ãëàâå 2 äàåòñÿ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå èçó÷àåìîãî êëàñ-

ñà âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé è ïðèâîäÿòñÿ èõ îñíîâíûå òî-

ïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû äàëåå

â äàííîé ðàáîòå.

Â ãëàâå 3 �Äèíàìèêà òðàåêòîðèé� äëÿ âíóòðåííèõ îòî-

áðàæåíèé îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ

ðåêóððåíòíûõ òî÷åê è äîêàçûâàþòñÿ èõ ñâîéñòâà.
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Â ãëàâå 4 �Äèíàìèêà îêðåñòíîñòåé� èçó÷àþòñÿ áàçî-

âûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,

îáðàçîâàííûõ âíóòðåííèìè îòîáðàæåíèÿìè, ñâÿçàííûå

ñ ëîêàëüíîé äèíàìèêîé îòîáðàæåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷-

êè, îñîáåííîñòè äèíàìèêè áåñêîíå÷íîêðàòíûõ âíóòðåííèõ

îòîáðàæåíèé, è èùóòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ

èç êëàññà âñåõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ìîæíî âûäåëèòü

âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâà èõ äèíà-

ìèêè ïîäîáíû �îáðàçöîâûì� ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèÿì

êîìïàêòíûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé.

Â ãëàâå 5 ��îìåîìîð�èçìû, ïîëóñîïðÿæåííûå âíóòðåí-

íåìó îòîáðàæåíèþ� îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå �àêòîð-ïðî-

ñòðàíñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, òàêèå, íà êîòîðûõ âíóò-

ðåííåå îòîáðàæåíèå èíäóöèðóåò ãîìåîìîð�èçì, è èçó÷à-

þòñÿ èõ ñâîéñòâà.

Â ãëàâå 6 �Öåïíî-ðåêóððåíòíûå ìíîæåñòâà è îñíîâíàÿ

òåîðåìà äèíàìèêè âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé� ðàññìàòðè-

âàþòñÿ îñîáåííîñòè òåîðèè öåïíî-ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ

ïðèìåíèòåëüíî ê âíóòðåííèì îòîáðàæåíèÿì.

Â äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé îáùåãî õàðàêòåðà ìû

îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷àåì âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ëîêàëü-

íî êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ìîæíî áûëî áû

ïûòàòüñÿ ðàñïðîñòðàíèòü äîêàçàòåëüñòâà è íà áîëåå øè-

ðîêèé êëàññ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, îäíàêî ýòî, ïî-

âèäèìîìó, ëèøåíî îñîáîãî ñìûñëà ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì.

Âûäåëåíèå è èçó÷åíèå êîíêðåòíûõ êëàññîâ âíóòðåí-

íèõ îòîáðàæåíèé â ýòîé ðàáîòå îãðàíè÷åíî ðàññìîòðåíèåì

âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé íà ìíîãîîáðàçèÿõ áåç êðàÿ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ íà

ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò âíóò-

ðåííèõ îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ òåì, ÷òî ïîç-

âîëÿþò îòîáðàæàòü ñâîè îñîáûå òî÷êè íà êðàé, ïîýòîìó
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èõ ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê, êàê ïðàâèëî, èìååò íà åäè-

íèöó áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, ÷åì â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé

áåç êðàÿ. Ïîýòîìó äèíàìèêà âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé

íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì è íà ìíîãîîáðàçèÿõ áåç êðàÿ

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîñòàòî÷íî ðàçíûå òåîðèè.

Íàðàáîòàííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìåòîäû è ðå-

çóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ â ãëàâå 7 �Âíóòðåííèå îòîáðàæå-

íèÿ îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé� äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàñ-

ñè�èêàöèè íàêðûòèé îêðóæíîñòè.

Ïîñòðîåííàÿ òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ïðèâëå÷ü ìåòîäû òåî-

ðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ èññëåäîâàíèÿ òîíêîé ñòðóê-

òóðû ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ïîâåðõíîñòåé è äðóãèõ

âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé.



�ËÀÂÀ 2

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

2.1. Îïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü M � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî è f : M → M � íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå. Â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå ïî äèíàìè÷åñêèì

ñèñòåìàì óæå ñëîæèëàñü òðàäèöèÿ íàçûâàòü òàêèå îòîá-

ðàæåíèÿ ýïèìîð�èçìàìè, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì â òåêñòå

òåðìèí �ýïèìîð�èçì� áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ñèíîíèì

ñþðúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

1

Îïðåäåëåíèå 2.1. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ �àê-

òîðíûì (identi�
ation mapping), åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðû-

òîãî ìíîæåñòâà U òàêîãî, ÷òî f−1(f(U)) = U , f(U) îò-
êðûòî.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îò-

êðûòûì, åñëè îáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îò-

êðûò.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ çà-

ìêíóòûì, åñëè îáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà

çàìêíóò.

Îòêðûòûå è çàìêíóòûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ �àê-

òîðíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Òàêæå, �àêòîðíûì ÿâëÿåòñÿ

1

Âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çäåñü òåð-

ìèí �ýïèìîð�èçì� èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî êàê ñèíîíèì ñþðúåêòèâíîãî

îòîáðàæåíèÿ, ïîñêîëüêó â òåîðèè êàòåãîðèé çà ýïèìîð�èçìàìè çà-

êðåïèëîñü íåñêîëüêî äðóãîå çíà÷åíèå.

19
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ïðîåêöèÿ íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïî ïðîèçâîëüíîìó ðàç-

áèåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ëî-

êàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì â òî÷êå x, åñëè ó òî÷êè

x íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî ñóæåíèå f íà U
áóäåò ãîìåîìîð�èçìîì íà ñâîé îáðàç.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ëî-

êàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íûì ãîìåîìîð�èçìîì âî âñåõ òî÷êàõ.

Äëÿ âñÿêîé òî÷êè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îáú-

åäèíåíèå âñåõ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ, åå ñîäåðæàùèõ, åñòü

íàèáîëüøåå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî, åå ñîäåðæàùåå, íàçû-

âàåìîå êîìïîíåíòîé òî÷êè. Êâàçèêîìïîíåíòîé òî÷êè íà-

çûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæå-

ñòâ, ñîäåðæàùèõ ýòó òî÷êó. Êîìïîíåíòà òî÷êè ñîäåðæèòñÿ

â åå êâàçèêîìïîíåíòå, è îíè ñîâïàäàþò â êîìïàêòíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ.

Ê ÷èñëó ïðîñòðàíñòâ, îáëàäàþùèõ âûñîêîé ñòåïåíüþ

íåñâÿçíîñòè îòíîñÿòñÿ:

(1) íàñëåäñòâåííî íåñâÿçíûå (hereditary dis
onne
ted)

ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâî X íàñëåäñòâåííî íå-

ñâÿçíî, åñëè X íå ñîäåðæèò íèêàêîãî ñâÿçíîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåãî áîëåå îäíîé òî÷-

êè, ò.å. âñå êîìïîíåíòû îäíîòî÷å÷íû; Ô. Õàóñäîð�

(1914);

(2) âïîëíå íåñâÿçíûå (totally dis
onne
ted) ïðîñòðàí-

ñòâà (X âïîëíå íåñâÿçíî, åñëè âñå êâàçèêîìïîíåí-

òû îäíîòî÷å÷íû; Â. Ñåðïèíñêèé (1921);

(3) èíäóêòèâíî-íóëüìåðíûå ïðîñòðàíñòâà

(X èíäóêòèâíî-íóëüìåðíî, åñëè X îáëàäàåò áàçîé

èç îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ; Â. Ñåðïèíñêèé

(1921); èõ òàêæå íàçûâàþò íóëüìåðíûìè);
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(4) íóëüìåðíûå ïðîñòðàíñòâà (X íóëüìåðíî, åñëè

dimX = 0; èõ òàêæå íàçûâàþò ñèëüíî íóëüìåð-

íûìè);

(5) ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà (X ýêñòðå-

ìàëüíî íåñâÿçíî, åñëè çàìûêàíèå ëþáîãî îòêðû-

òîãî ìíîæåñòâà îòêðûòî; Ì. Ñòîóí (1937)).

(6) äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà (X äèñêðåòíî, åñëè

êàæäàÿ åãî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé).

Îïðåäåëåíèå 2.6. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ëåã-

êèì, åñëè ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè âïîëíå íåñâÿçåí.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ëåã-

êèì îòêðûòûì, åñëè îíî ëåãêîå è îòêðûòîå.

Àíòèïîäîì ëåãêîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîå

îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ìî-

íîòîííûì, åñëè ïðîîáðàç òî÷êè ñâÿçåí.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ íóëü-
ìåðíûì, åñëè ïðîîáðàç ëþáîãî íóëüìåðíîãî ìíîæåñòâà

íóëüìåðåí (ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå � ïðîîáðàç ëþáîé

òî÷êè íóëüìåðåí).

Íóëüìåðíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëåãêèìè, íî îá-

ðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî: ñóùåñòâóþò ñåïàðàáåëü-

íûå ìåòðè÷åñêèå âïîëíå íåñâÿçíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðî-

ñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ íóëüìåðíûìè.

Îäíàêî ëåãêîå îòîáðàæåíèå ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî õà-

óñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà íóëüìåðíî.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Îòîáðàæåíèå f íàçîâåì âíóò-

ðåííèì (inner) ïî Ñòîèëîâó, åñëè îíî íóëüìåðíî è

îòêðûòî.
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Îïðåäåëåíèå 2.11. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ èçî-
ëèðîâàííûì, åñëè ïðîîáðàç òî÷êè ñîñòîèò èç èçîëèðî-

âàííûõ òî÷åê. Èçîëèðîâàííîå îòîáðàæåíèå åùå íàçûâà-

þò äèñêðåòíûì.

Çàìå÷àíèå 2.12. Èçîëèðîâàííîå îòîáðàæåíèå íóëü-

ìåðíî.

Çàìå÷àíèå 2.13. Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èçîëèðî-

âàííîãî îòîáðàæåíèÿ ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñî-

ñòîèò èç íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 2.14. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ êî-

íå÷íîêðàòíûì, åñëè ïðîîáðàç òî÷êè ñîñòîèò èç êîíå÷-

íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ k-
êðàòíûì, åñëè ïðîîáðàç òî÷êè ñîñòîèò èç ðîâíî k òî-

÷åê.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Îòîáðàæåíèå f íàçîâåì âíóò-

ðåííèì (inner) ïî Òðîõèì÷óêó, åñëè îíî îòêðûòî è

èçîëèðîâàííî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå âíóòðåííåå ïî Ñòîèëîâó

îòîáðàæåíèå ìîæåò è íå áûòü èçîëèðîâàííûì.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç
ñòàíäàðòíîãî Êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà îòðåçêå [0, 1] è èçî-
ëèðîâàííîé òî÷êè {2}. Âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì A â ñåáÿ,

çàäàííûé �îðìóëîé f(x) = min{3x, 2}, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿ-
åòñÿ èçîëèðîâàííûì â òî÷êå {2}.

Ñîãëàñíî Ñòîèëîâó, [112, 114, 32℄, òàêæå [51℄, îò-

êðûòîå íóëüìåðíîå îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè â êîìïëåêñ-

íóþ ïëîñêîñòü òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ãîëîìîð�íîé

�óíêöèè, ò. å. âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü êàê ãîëîìîð�íîå îòîáðàæåíèå �ñ òî÷íîñòüþ äî ãî-

ìåîìîð�èçìà�, ò. å. êàê êîìïîçèöèþ ãîìåîìîð�èçìà è
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ãîëîìîð�íîãî îòîáðàæåíèÿ; îòêðûòîå íóëüìåðíîå îòîá-

ðàæåíèå ïîâåðõíîñòè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ

èçîëèðîâàííûì; îòêðûòîå íóëüìåðíîå îòîáðàæåíèå çà-

ìêíóòîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè íà äðóãóþ ïîâåðõíîñòü

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì êîíå÷íîêðàòíûì îòîáðàæå-

íèåì.

Âíóòðåííèå ïî Ñòîèëîâó îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé

ðàçìåðíîñòè 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ è âíóòðåííèìè ïî Òðîõèì÷ó-

êó [121℄. Äëÿ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè ≥ 3, äàæå êîì-
ïàêòíûõ, 
óùåñòâóåò êîíòðïðèìåð Ä. Ê. Âèëñîíà, [124℄.

Äàëåå â ýòîé ðàáîòå ïîä âíóòðåííèìè îòîáðàæåíèÿ-

ìè âñþäó áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îòîáðàæåíèÿ, âíóòðåííèå

ïî Òðîõèì÷óêó.

2.2. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà

2.2.1. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà îòêðûòûõ è çàìêíó-

òûõ îòîáðàæåíèé.

Ëåììà 2.17 (Êðèòåðèé çàìêíóòîñòè îòîáðàæåíèÿ,[1℄).

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

(C−1) Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà M ⊆ Y è ëþáîé îêðåñò-

íîñòè O ìíîæåñòâà f−1M ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñò-

íîñòü V ìíîæåñòâà M , ÷òî f−1V ⊆ O.

Òåîðåìà 2.18 ([7℄, �ëàâà II, 342). Ïóñòü f : X → Y �

íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå òîïîëî-

ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íà Y . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1) f � �àêòîðíîå îòîáðàæåíèå;

(2) f îòêðûòî;

(3) f çàìêíóòî;

(4) f � ãîìåîìîð�èçì.
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Ïóñòü f : X → Y � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå, R ⊂ Y �

íåêîòîðîå îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â Y , p ∈ f−1(R).

Îïðåäåëåíèå 2.19 ([121℄). Êâàçèêîìïîíåíòîé ìíî-

æåñòâà f−1(R), ñîäåðæàùåé òî÷êó p, íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç p è âñåõ òî÷åê q ∈ f−1(R), òàêèõ,
÷òî f−1(R) íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ îòäåëèìûõ

ìíîæåñòâ A è B (f−1(R) = A ∪ B), ãäå p ∈ A and q ∈ B
(p íå îòäåëèìî îò q â f−1(R)).

Òåîðåìà 2.20 ([121℄). Ïóñòü f : X → Y � îòêðû-

òûé ýïèìîð�èçì, X � êîìïàêò è R ⊂ Y � íåêîòîðîå

ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Y . Òîãäà êàæäàÿ êâàçè-

êîìïîíåíòà Q ïðîîáðàçà f−1(R) îòîáðàæàåòñÿ íà R ïîä

äåéñòâèåì f .

Òåîðåìà 2.21 ([121℄). Ïóñòü f : X → Y � îòêðûòûé

ýïèìîð�èçì, X � êîìïàêò è C ⊂ Y � íåêîòîðûé êîíòè-

íóóì. Òîãäà êàæäàÿ êîìïîíåíòà K ìíîæåñòâà f−1(C)
îòîáðàæàåòñÿ íà C ïîä äåéñòâèåì f (f(K) = C).

Òåîðåìà 2.22 ([121℄). Ïóñòü f : X → Y � îòêðûòûé

ýïèìîð�èçì. Åñëè A ⊂ Y � çàìêíóòîå íåïóñòîå ïîäìíî-

æåñòâî of Y è f−1(A) ëîêàëüíî íå ðàçäåëÿåò X â òî÷êå

x ∈ f−1(A), òî A ëîêàëüíî íå ðàçäåëÿåò Y â òî÷êå f(x).

Òåîðåìà 2.23 (Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé íóëüìåðíî-ìîíî-

òîííîé �àêòîðèçàöèè, [68, 120℄). Åñëè f : X → Y � îò-

êðûòîå îòîáðàæåíèå X íà Y, ãäå X êîìïàêò, òî íàéäåò-

ñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Z òàêîå, ÷òî f åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ f =
lm, ãäå m � ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå X íà Z è l ëåãêîå

îòêðûòîå îòîáðàæåíèå Z íà Y .

Òåîðåìà 2.24 ([7℄, �ëàâà VI, 128). Åñëè f : X → Y
íåïðåðûâíîå îòêðûòî-çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå òîïîëî-

ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íà Y , à ϕ : X → I � íåïðåðûâ-

íàÿ îãðàíè÷åííàÿ âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, òî �óíêöèÿ ψ,
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îïðåäåëåííàÿ íà Y �îðìóëîé ψ(y) = sup{ϕ(x)|x ∈ f−1(y)}
äëÿ êàæäîãî y ∈ Y , îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà Y .

Ïóñòü X è Y � êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Ââåäåì íà 2X
è 2Y

Õàóñäîð�îâó ìåòðèêó. Ïóñòü yi � ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ èç Y .

Òåîðåìà 2.25 ([98℄,p. 280). Ïóñòü X è Y � êîìïàêò-

íûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-

íèå f : X → Y îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f−1(yi) → f−1(y)2 êàæäûé ðàç êîãäà yi → y â Y .

2.2.2. Âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ è çàìêíóòîñòü.

Ëåììà 2.26. Åñëè X � êîìïàêò, à f ÿâëÿåòñÿ èçî-

ëèðîâàííûì â x, òî f−1
èìååò â x êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîá-

ðàçîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî

f−1
èìååò â x áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ. Ïîñêîëüêó

X � êîìïàêò, f−1(x) ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé

òî÷êå p ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü pi. Ïîñêîëüêó f(pi) = x,
òî ïî íåïðåðûâíîñòè f(p) = x. Íî ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñò-

íîñòü òî÷êè p ñîäåðæèò òî÷êè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè pi.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 2.27. Åñëè X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå

ïðîñòðàíñòâî, à f � èçîëèðîâàííîå îòîáðàæåíèå, òî f
ëîêàëüíî êîíå÷íîêðàòíî.

Òåîðåìà 2.28 ([7℄, �ëàâà VI, 124). Êàæäîå ëîêàëüíî

ãîìåîìîð�íîå ðîâíî k-êðàòíîå îòîáðàæåíèå õàóñäîð�îâà

ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòî.

Òåîðåìà 2.29 ([7℄, �ëàâà VI, 125). Âñÿêîå îòêðûòîå

ðîâíî k-êðàòíîå îòîáðàæåíèå õàóñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà

ëîêàëüíî ãîìåîìîð�íî (è çàìêíóòî).

2

Èìååòñÿ â âèäó ñõîäèìîñòü ìíîæåñòâ â ìåòðèêå Õàóñäîð�à.
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Ëåììà 2.30. Âñÿêîå îòêðûòîå êîíå÷íîêðàòíîå îòîá-

ðàæåíèå õàóñäîð�îâà ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Y � òàêîå îòîá-

ðàæåíèå, P çàìêíóòî â X, Q = f(P ) è y 6∈ Q. Òîãäà
f−1(y) ∩ P = ∅. Ïîñêîëüêó X õàóñäîð�îâî, íàéäóòñÿ îê-

ðåñòíîñòè Ui(xi) òî÷åê xi ∈ f−1(y) òàêèå, ÷òî Ui(xi)∩P = ∅

è Ui(xi) ∩ Uj(xj) = ∅, j 6= i. Ïîñêîëüêó f îòêðûòî, V =
∩if(Ui(xi)) � îêðåñòíîñòü òî÷êè y, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ Q.
Èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà y ñëåäóåò, ÷òî Q çàìêíóòî. �

Â îòëè÷èå îò êîíå÷íîêðàòíûõ, áåñêîíå÷íîêðàòíûå

âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿþòñÿ çà-

ìêíóòûìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî, íàïðèìåð, ðàñ-

ñìîòðåòü íàêðûòèå îêðóæíîñòè R ∋ x 7→ x mod 1 ∈ S1
.

Äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèåé ñ÷åòíîãî íàáîðà çà-

ìêíóòûõ îòðåçêîâ [n + 1
n+4

, n + 1
2
− 1

n+4
], n ≥ 0, áóäåò

îòêðûòûé îòðåçîê (0, 1
2
).

Òåì íå ìåíåå, êàê ñëåäñòâèå èç ëåììû 2.30, áåñêîíå÷-

íîêðàòíûå âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì

ëîêàëüíîé çàìêíóòîñòè: ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ íà ëþáóþ

îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé îíî êîíå÷íîêðàòíî, ÿâëÿåòñÿ çà-

ìêíóòûì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå

ïðîñòðàíñòâî, òî òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò äëÿ êàæ-

äîé òî÷êè.

2.2.3. Âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå è ñõîäÿùèåñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ëåììà 2.31. Ïóñòü f : X → X � äèñêðåòíûé ýïè-

ìîð�èçì, x ∈ X, (pi) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ñõî-

äÿùèõñÿ ê x. Òîãäà (f(pi)) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿ-

ùàÿñÿ ê f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî (f(pi)) áåñêîíå÷-
íî, òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè f .
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Ïóñòü ìíîæåñòâî (f(pi)) êîíå÷íî. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (qi) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (pi), êîòîðàÿ
âñÿ îòîáðàæàåòñÿ â îäíó íåêîòîðóþ òî÷êó. Íî, ïî íåïðå-

ðûâíîñòè, f(qi) = f(x). Íî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (qi) íå
ÿâëÿåòñÿ îòäåëèìîé îò òî÷êè x. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-

âèþ, ÷òî îòîáðàæåíèå f � äèñêðåòíî.

Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå íå ìîæåò

îòîáðàçèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò

ëåììó. �

Ñëåäñòâèå 2.32. Ïóñòü f : X → X � äèñêðåòíûé

ýïèìîð�èçì. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X åå ïðîîáðàç

f−1(x) íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê â X.

Ëåììà 2.33. Ïóñòü f : X → X � äèñêðåòíîå îòîá-

ðàæåíèå, x ∈ X � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, (pi) � ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü òî÷åê, ñõîäÿùèõñÿ ê x. Òîãäà ïðåäåëüíûå

òî÷êè ìíîæåñòâà f−1(pi) ìîãóò ïðèíàäëåæàòü òîëüêî

ìíîæåñòâó f−1(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f äèñêðåòíî, òî ïðîîá-
ðàç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (pi) �
äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.32 íå èìå-

þùåå ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ïðå-

äåëüíîé òî÷êè q ìíîæåñòâà f−1(pi) ñõîäÿùàÿñÿ ê íåé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ìíîæåñòâà f−1(pi) ÿâëÿåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ âèäà (yi), yi ∈ f−1(pi). Íî îáðàç òàêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ ê x, ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåïðå-

ðûâíîñòè f(q) = x è q ∈ f−1(x). �

Ëåììà 2.34. Ïóñòü X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → X � âíóòðåííèé ýïè-

ìîð�èçì, x ∈ X � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, (pi) � ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü òî÷åê, ñõîäÿùèõñÿ ê x. Òîãäà ∀y ∈ f−1(x) èç
ìíîæåñòâà f−1(pi) ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê y.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì y ∈ f−1(x). Ïî-

ñêîëüêó f � äèñêðåòíî, ó òî÷êè y íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü

U1, îòäåëÿþùàÿ åå îò äðóãèõ òî÷åê èç f−1(x). Ïîñêîëü-
êó X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

íàéäåòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè y, òàêàÿ, ÷òî
U ⊂ U1 è U � êîìïàêò. Ïîñêîëüêó f � îòêðûòî, òî f(U)
� îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü x.

Òàê êàê X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü (pi) ñõîäèòñÿ ê x, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (pi) ïå-
ðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì ìåòðè÷åñêèì øàðîì èç áàçû òîïîëî-

ãèè â òî÷êå x ïî íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó f(U) � îòêðûòàÿ îêðåñò-

íîñòü x, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (pi) ïåðåñåêàåòñÿ ñ f(U)
ïî íåïóñòîé áåñêîíå÷íîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (qi).

Ïî ïîñòðîåíèþ, ñóæåíèå f íà U � ýïèìîð�èçì ñ U íà

f(U). Ïîýòîìó ïðîîáðàç (qi) ïîä äåéñòâèåì ñóæåíèÿ f íà U
� ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. U � êîìïàêò, ïîýòîìó f−1(qi) èìååò
ïðåäåëüíûå òî÷êè, ïî íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæàþùèåñÿ â

x. Íî U íå èìååò äðóãèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x, êðîìå y.
Ïîýòîìó f−1(qi) ñõîäèòñÿ ê y, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó. �

Ñëåäñòâèå 2.35. Ïóñòü X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → X � âíóòðåííèé

ýïèìîð�èçì, ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà x ∈ X, (pi) � ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ñõîäÿùèõñÿ ê x. Òîãäà ∀y ∈ f−k ◦
f l(x), k, l ≥ 0 èç ìíîæåñòâà f−k ◦f l(pi) ìîæíî âûäåëèòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê y.

Òàêèì îáðàçîì, â ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå íå òîëüêî âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå ïåðåâî-

äÿò ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â ñõîäÿùóþñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íî è îáðàòíîå ê íåìó ïåðåâîäÿò ñõî-

äÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â íàáîð ñõîäÿùèõñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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2.2.4. Ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê è òî÷åê ñ ðàç-

ëè÷íûì ÷èñëîì ïðîîáðàçîâ. Ïóñòü f : X → X � ýïè-

ìîð�èçì.

Îïðåäåëåíèå 2.36. Íàçîâåì òî÷êó x íåîñîáîé (ðå-

ãóëÿðíîé), åñëè f ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì íà ñâîé îá-

ðàç â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Èíà÷å íàçîâåì

òî÷êó x îñîáîé.

Ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê îáîçíà÷èì ÷åðåç Bf . Ïî îïðå-

äåëåíèþ, ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòêðûòî, ñëåäîâà-

òåëüíî, ìíîæåñòâî Bf çàìêíóòî. Îáðàçû îñîáûõ òî÷åê íà-

çîâåì îñîáûìè çíà÷åíèÿìè.

Èñïîëüçóÿ òåðìèíîëîãèþ ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé,

îñîáûå òî÷êè åùå íàçûâàþò òî÷êàìè âåòâëåíèÿ (ramifi-
cation points), à îáðàçû îñîáûõ òî÷åê íàçûâàþò òî÷êàìè

ðàçâåòâëåíèÿ (branch points).

x

f-1(y)

f-1(y)

f-1(y) yf-1(x)

�èñ. 2.1. Òî÷êà âåòâëåíèÿ è òî÷êà ðàçâåòâëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.37. Íàçîâåì îñîáóþ òî÷êó x êîíå÷-
íîêðàòíîé, åñëè f êîíå÷íîêðàòíîå îòîáðàæåíèå â íå-

êîòîðîé îêðåñòíîñòè x.

Çàìå÷àíèå 2.38. Ïóñòü X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f � âíóòðåííèé ýïèìîð-

�èçì. Òîãäà âñå îñîáûå òî÷êè f êîíå÷íîêðàòíûå.
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Îïðåäåëåíèå 2.39. Íàçîâåì òî÷êó x òî÷êîé èçìå-

íåíèÿ ÷èñëà ïðîîáðàçîâ, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè

U(x) òî÷êè x íàéäåòñÿ òî÷êà y ∈ U(x) ñ äðóãèì, ÷åì ó x
÷èñëîì ïðîîáðàçîâ.

Ìíîæåñòâî òî÷åê èçìåíåíèÿ ÷èñëà ïðîîáðàçîâ îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Ξf .

Â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå îïðåäå-

ëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.40. Ïóñòü f : Mn → Nn
� ñîáñòâåí-

íîå îòîáðàæåíèå ñâÿçíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðà-

çèé ðàçìåðíîñòè n, ó êîòîðûõ deg f 6= 0. Íàçîâåì òî÷êó

x íåïîëíîöåííîé òî÷êîé (de�
ient point) îòîáðàæå-

íèÿ f , åñëè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà f−1(x) ìåíüøå ÷èñëà
| deg f |.

Ìíîæåñòâî íåïîëíîöåííûõ òî÷åê f îáîçíà÷èì ÷åðåç

∆f . Òîãäà dim ∆f ≤ n − 1 è dimC ≤ n − 2 äëÿ êàæäî-

ãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà C ⊂ ∆f ; åñëè f � ëåãêîå

îòîáðàæåíèå, òî dim ∆f ≤ n − 1; è åñëè f � äèñêðåòíîå,

òî dim ∆f ≤ n− 2 ([59℄).

Ïðîïóñòèì äëÿ êðàòêîñòè îïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè è ëî-

êàëüíîé ñòåïåíè â òî÷êå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ìíî-

ãîîáðàçèé èëè îáëàñòåé â Rn
. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ñòðîãîå

îïðåäåëåíèå ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêå ïî äè��åðåíöèàëü-

íîé òîïîëîãèè, ëèáî, íàïðèìåð, â [21, 35℄.

Ïðèâåäåì çäåñü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ

ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ (À. Â. ×åðíàâñêèé, Þ. Þ. Òðî-

õèì÷óê [39, 33, 34, 35℄) äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé

ìíîãîîáðàçèé èëè îáëàñòåé â Rn
.

(1) Ïîñêîëüêó âñå ïðîîáðàçû òî÷åê äèñêðåòíû, òî âî

âñåõ òî÷êàõ ëîêàëüíàÿ ñòåïåíü îïðåäåëåíà è íå

ðàâíà 0.

(2) Âñÿêîå èçîëèðîâàííîå îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñâÿç-

íîãî ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ èìååò âî âñåõ òî÷êàõ
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ëèáî ïîëîæèòåëüíóþ, ëèáî òîëüêî îòðèöàòåëüíóþ

ëîêàëüíóþ ñòåïåíü.

(3) ×èñëî ïðîîáðàçîâ ðåãóëÿðíîé òî÷êè íå ïðåâûøà-

åò ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ.

(4) ×èñëî ïðîîáðàçîâ ðåãóëÿðíîé òî÷êè ðàâíî ñòåïå-

íè îòîáðàæåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, â îñîáûõ òî÷êàõ

÷èñëî ïðîîáðàçîâ ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì â ðåãóëÿð-

íûõ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâî (3) ÿâ-

ëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 2.41 (Þ. Á. Çåëèíñêèé, [20℄,[125℄). Ïóñòü

M,N � n-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, D ⊂ M è D1 ⊂ N �

îáëàñòè, è f : D → D1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñòå-

ïåíè k òàêîå, ÷òî f(∂D) ∩ f(D) = ∅. Òîãäà ëèáî f � îò-

êðûòîå îòîáðàæåíèå, ëèáî íàéäåòñÿ òî÷êà, ó êîòîðîé

êàê ìèíèìóì |k| + 2 ïðîîáðàçà. Ïðè ÷åì, åñëè f � íóëü-

ìåðíî, òî âî âòîðîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî òî÷åê ñ |k| + 2
ïðîîáðàçàìè èìååò ðàçìåðíîñòü n.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðÿäà õîðîøèõ êëàññîâ âíóò-

ðåííèõ îòîáðàæåíèé, òàêèõ, êàê ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ,

Ξf = ∆f = f(Bf), ò. å. ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàç-

âåòâëåíèÿ.

Äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ ýòî íå òàê, êàê

ïîêàçûâàåò ïðîñòîé ïðèìåð 2.42 ñ íåñâÿçíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì.

Ïðèìåð 2.42. Êîíå÷íîêðàòíîå îòêðûòîå îòîáðàæå-

íèå, ó êîòîðîãî Bf = ∅, íî Ξf 6= ∅.

Ïîñòðîåíèå. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî G ∈ R2
,

G = {(x, y)|x ∈ (0, 1), y ∈ N} ∪ (0,∞) × {0}.
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f íà G:

f(x, y) =

{
(x, y − 1), y > 0;

(x
2
), y = 0

Òîãäà òî÷êè ñ y = 0 â èíòåðâàëå (0, 1) èìåþò ïî äâà ïðî-
îáðàçà, òîãäà êàê òî÷êè èíòåðâàëà [1,∞) èìåþò îäèí ïðî-
îáðàç. ✷

Óïðàæíåíèå 2.43. Îòîáðàæåíèå èç ïðèìåðà 2.42

îòêðûòî, íî íå çàìêíóòî. Ïîñòðîèòü ïðèìåð êîíå÷-

íîêðàòíîãî îòêðûòîãî è çàìêíóòîãî îòîáðàæåíèÿ, ó

êîòîðîãî Bf = ∅, íî Ξf 6= ∅, èñïîëüçóÿ âìåñòî äèñêà

êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

Â ðàçäåëå 4 ââåäåí äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ îáðàòíî

ëîêàëüíûõ âíóòðåííèõ ýïèìîð�èçìîâ, äëÿ êîòîðûõ Ξf =
f(Bf) (óòâåðæäåíèå 4.15).

2.2.5. Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà òî÷åê âåòâëåíèÿ.

Âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè íå èìåþò òî÷åê

âåòâëåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûìè ãîìåîìîð�èçìàìè.

Ñîãëàñíî Ñòîèëîâó è Âàéáóðíó, âíóòðåííèå îòîáðàæå-

íèÿ êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé áåç êðàÿ ïðåäñòàâëÿþò ñî-

áîé êîíå÷íîëèñòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ. Áîëüøèí-

ñòâî òî÷åê èìååò ÷èñëî ïðîîáðàçîâ, ðàâíîå ñòåïåíè îòîá-

ðàæåíèÿ, à ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå èìåþò ìåíüøåå ÷èñ-

ëî ïðîîáðàçîâ, êîíå÷íî è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îáðàçîâ

îñîáûõ òî÷åê. Â îñîáûõ òî÷êàõ ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ

ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè óñòðîåíû êàê zk
, k > 1.

Â îáùåì æå ñëó÷àå ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê è òî÷åê ñ

ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ïðîîáðàçîâ ìîãóò áûòü óñòðîåíû î÷åíü

ñëîæíî.

Òåîðåìà 2.44 (À. Â. ×åðíàâñêèé ([38℄)). Êîíå÷-

íîêðàòíîå îòêðûòî-çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå ñâÿçíîãî
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ìíîãîîáðàçèÿ èìååò îãðàíè÷åííóþ êðàòíîñòü. Ìíîæå-

ñòâî òî÷åê ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòè îòêðûòî è âñþäó

ïëîòíî.

Òåîðåìà 2.45 (À. Â. ×åðíàâñêèé ([38℄)). . Ïóñòü p :
X → Y îòêðûòî-çàìêíóòîå êîíå÷íîêðàòíîå îòîáðàæå-

íèå ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà ìíîæå-

ñòâî òî÷åê Bf ⊂ X, íå ÿâëÿþùèõñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíîãî

ãîìåîìîð�èçìà, èìååò ðàçìåðíîñòü íå áîëåå n− 2.

Ëåììà 2.46 ([55℄, ëåììà 2.1, òæ. [39℄). Ïóñòü p - îò-
êðûòîå îòîáðàæåíèå ëîêàëüíî-êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñ-

òâà X íà ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå Y , òàêîå, ÷òî ïðîîáðàç

ëþáîé òî÷êè Y äèñêðåòåí. Òîãäà äëÿ ëþáîãî çàìêíóòî-

ãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X âûïîëíåíî ðàâåíñòâî dim(A) =
dim(p(A)).

Òàêèì îáðàçîì, ó äèñêðåòíûõ îòîáðàæåíèé ìíîãîîá-

ðàçèé ìíîæåñòâî îñîáûõ çíà÷åíèé èìååò êîðàçìåðíîñòü

íå ìåíüøå 2. Íàïîìíèì èçâåñòíóþ ëåììó î ìíîæåñòâàõ

êîðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå 2.

Ëåììà 2.47 ([14℄, ñòð.74, òåîð.4). ÏóñòüMn
� ìíîãî-

îáðàçèå ðàçìåðíîñòè k, U ⊂Mk
- îòêðûòûé øàð, Z ⊂ U

çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå k − 2.
Òîãäà U \ Z ëèíåéíî ñâÿçíî.

�àçìåðíîñòü ìíîæåñòâà îñîáåííîñòåé ≤ n − 2 ÿâëÿåò-

ñÿ õàðàêòåðèñòèêîé îòêðûòûõ äèñêðåòíûõ îòîáðàæåíèé.

Â ïîâûøåíèè êîðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà Bf äî 2 èãðàåò

ðîëü è äèñêðåòíîñòü, è îòêðûòîñòü: áåç îòêðûòîñòè îòîá-

ðàæåíèÿ èìåþò ìåñòî ëèøü ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.48 ([54℄). Åñëè f � ñ÷åòíîêðàòíîå îòîá-

ðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé, òî intBf = ∅, i.e. dimBf ≤ n−1.

Òåîðåìà 2.49 ([54℄). Åñëè f � äèñêðåòíîå îòîáðà-

æåíèå ìíîãîîáðàçèé, òî dimBf = dim f(Bf) ≤ n− 1; ïðè
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ýòîì äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå f îòêðûòî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà dimBf = dim f(Bf) ≤ n− 2.

Óòâåðæäåíèÿ 2.45, 2.46 î òîì, ÷òî dimBf ≤ n−2, âåðíû
òîëüêî äëÿ ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ. Âíóòðåííèå îòîáðàæå-

íèÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòè ðàç-

ìåðíîñòè n − 1 íà êðàþ, Íàïðèìåð, ó îòîáðàæåíèÿ êâàä-

ðàòà [0, 1]× [0, 1] ∋ (x, y) 7→ (sin2(πx), y) ìíîæåñòâî îñîáûõ
òî÷åê {1} × [0, 1] îäíîìåðíî.

Äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé 3-ìíîãîîáðàçèé, ìíîæå-

ñòâî îñîáûõ òî÷åê ëèáî ïóñòî, ëèáî èìååò òîïîëîãè÷åñêóþ

êîðàçìåðíîñòü 2. �èïîòåçà ×åðíàâñêîãî ïðåäïîëàãàëà, ÷òî

òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ äðóãèõ n, íî â ðàçìåðíîñòè n = 4
åñòü ïðèìåð âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ êîðàçìåðíîñòè 3,
[117℄, à â ðàçìåðíîñòÿõ n ≥ 5 ñóùåñòâóþò âíóòðåííèå

îòîáðàæåíèÿ n-ìíîãîîáðàçèé, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî îñî-

áûõ òî÷åê èìååò êîðàçìåðíîñòü 4 [58℄.

Âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî Bf

óñòðîåíî êàê ìîæíî áîëåå õîðîøî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-

ãîîáðàçèåì èëè íàáîðîì ïîäìíîãîîáðàçèé, óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì âèäà f−1(f(Bf)) = Bf è ò. ä. èãðàþò âàæíóþ

ðîëü â òîïîëîãèè.

Ïî òåîðåìå Àëåêñàíäåðà [44℄, êàæäîå çàìêíóòîå îðèåí-

òèðóåìîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåí-

íûì íàêðûòèåì òðåõìåðíîé ñ�åðû S3
. Îáîáùåíèÿ ýòîé

òåîðåìû âåðíû è â ñëó÷àå n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðè

÷åì â îáîáùåíèÿõ äîêàçûâàþò, ÷òî ìîæíî âçÿòü ðàçâåòâ-

ëåííîå íàêðûòèå ñ õîðîøî óñòðîåííûì ìíîæåñòâîì Bf .

Íàïðèìåð, â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, ïî òåîðåìå Õèëäåíà-Ìîí-

òåñèìåñà, äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî îðèåíòèðóåìîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ M3
áåç êðàÿ ñóùåñòâóåò 3-ëèñòíîå ðàçâåòâëåííîå

íàêðûòèå p : M3 → S3
ñ âåòâëåíèåì íàä óçëîì. Î ñâîé-

ñòâàõ òàêèõ õîðîøî óñòðîåííûõ ìíîæåñòâ îñîáûõ òî÷åê, â

÷àñòíîñòè, ñì. [75, 62, 65℄.
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Â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê è òî÷åê ñ ðàç-

ëè÷íûì ÷èñëîì ïðîîáðàçîâ ìîãóò áûòü óñòðîåíû î÷åíü

ñëîæíî, íàïðèìåð, ñîäåðæàòü ìíîãèå äèêèå Êàíòîðîâû

ìíîæåñòâà êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè [55,

56, 57, 73, 74℄. Îáùåé òåîðèè, îïèñûâàþùåé äîïóñòèìûå

ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê, åùå íå ñîçäàíî.

Îáçîðû òåêóùèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,

â [30, 72, 93℄.

2.3. Ïîäêëàññû âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ñ

äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè.

Âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ åñòåñòâåííî èíäóöèðóþò

îòîáðàæåíèÿ ðàçëè÷íûõ ãðóïï ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñò-

ðàíñòâ. Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñíû âíóò-

ðåííèå îòîáðàæåíèÿ, ïîðîæäàþùèå �õîðîøèå� ìîð�èçìû.

Ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæíóþ ðîëü èãðàþò

âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè ãåîìåòðè÷å-

ñêèìè ñâîéñòâàìè, òàêèå, êàê ãîëîìîð�íûå è êâàçèðåãó-

ëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ.

2.3.1. Íàêðûòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.50. Íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîá-

ðàæåíèå p : X̃ → X íàçûâàåòñÿ íàêðûâàþùèì (
overing

map) èëè íàêðûòèåì, åñëè ∀y ∈ X íàéäåòñÿ îêðåñò-

íîñòü V òàêàÿ, ÷òî p îòîáðàæàåò êàæäóþ êîìïîíåíòó

ñâÿçíîñòè p−1(V ) ãîìåîìîð�íî íà V .

Åñëè ñóùåñòâóåò íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå p : X̃ →
X, òî ãîâîðÿò, ÷òî X̃ íàêðûâàåò X. Ïðîñòðàíñòâî X íàçû-

âàåòñÿ áàçîé íàêðûòèÿ, X̃ íàçûâàþò íàêðûâàþùèì ïðî-

ñòðàíñòâîì èëè íàêðûòèåì. Ïðîîáðàç p−1(y) òî÷êè y ∈ X̃
íàçûâàþò ñëîåì íàä òî÷êîé y. ×èñëî îáëàñòåé Vk â ïîëíîì

ïðîîáðàçå p−1(V ) íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ëèñòîâ. Åñëè ýòî ÷èñ-

ëî êîíå÷íî è ðàâíî n, òî íàêðûòèå íàçûâàåòñÿ n-ëèñòíûì.
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Íàêðûòèå íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, åñëè íàêðûâàþùåå

ïðîñòðàíñòâî X̃ îäíîñâÿçíî (π1(X, x0) = 0).
Ñ ïîìîùüþ íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé ìîæíî ñòðî-

èòü ïîäíÿòèå êðèâûõ è ãîìîòîïèé: Åñëè α : [0, 1] → X
� íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, òî íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ

α̃ : [0, 1] → X̃, òàêàÿ, ÷òî p ◦ α̃ = α. Àíàëîãè÷íî, åñëè γ
� ãîìîòîïèÿ ìåæäó α è α′

, òî ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ γ̃
ìåæäó α̃ è íåêîòîðûì ïîäíÿòèåì α̃′

äëÿ α̃.

Òåîðåìà 2.51. Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîå òîïîëî-

ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

(1) ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå p : X̃ → X;

(2) åñëè f : Ỹ → Y íàêðûòèå è Y îäíîñâÿçíî, òî f
� ãîìåîìîð�èçì.

2.3.2. �àçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ. Ïîíÿòèå ðàç-

âåòâëåííûõ íàêðûòèé âîçíèêëî â ïîçàïðîøëîì âåêå èç

ðàññìîòðåíèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ìåðîìîð�íûõ

�óíêöèé. Ïîä ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì â ðàçíûõ ðàç-

äåëàõ ìàòåìàòèêè ïîíèìàþò îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïî÷òè

âåçäå íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, çà

èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê ñ ïðåäïèñàííûì

ñòðîåíèåì. Êàê ïðàâèëî, îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îòêðû-

òûì äèñêðåòíûì.

Â òîïîëîãèè ìíîãîîáðàçèé (ñì. [25℄) îáû÷íî èçó÷àþò

îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé â âèäå ðàçâåòâëåííîãî íàêðû-

òèÿ íàä õîðîøî óñòðîåííûì (íàïðèìåð, ãëàäêî âëîæåí-

íîå ïîäìíîãîîáðàçèå) ìíîæåñòâîì îñîáûõ òî÷åê â "ïðî-

ñòîå"ìíîãîîáðàçèå (íàïðèìåð, Sn
).

Â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè çà ñ÷åò êîíòðîëÿ ìíîæå-

ñòâà îñîáåííîñòåé ñòðîÿòñÿ ìîð�èçìû ìåæäó �óíäàìåí-

òàëüíûìè ãðóïïàìè, ãðóïïàìè ãîìîëîãèé è êîãîìîëîãèé,

ãîìîòîïè÷åñêèìè ãðóïïàìè ïðîñòðàíñòâ áàçû è íàêðûòèÿ.
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Îáùèå êîíñòðóêöèè ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé äëÿ ïðî-

èçâîëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòðîåíû Ñìè-

òîì è Äîëäîì [109, 67℄.

Ïðèâåäåì çäåñü îäíó êîíñòðóêöèþ ïîëèíîìèàëüíîãî

íàêðûòèÿ èç [18℄.

Îïðåäåëåíèå 2.52. Ïîëèíîìèàëüíûì K-ðàñøèðåíè-

åì òèïà H ñòåïåíè n íàä òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì Y íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Y (P ) ïðÿìîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ Y × K ïðîñòðàíñòâà Y íà ïîëå K ⊆ C, êî-

òîðîå âûäåëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì P (y, λ) =
λn + a1(y)λ

n−1 + a2(y)λ
n−2 + · · · + an−1(y)λ + an(y) = 0,

ãäå (y, λ) ∈ Y × K, à �óíêöèè ai(y), y ∈ Y , ïðèíàäëåæàò

ïîäìíîæåñòâó H ⊆ CK(Y ) êîëüöà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé

íà ïðîñòðàíñòâå Y , K = R,C.

Åñëè H = CK(Y ), òî ìû áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî î ïîëè-

íîìèàëüíîì K-ðàñøèðåíèè (ñòåïåíè n) èëè äàæå î ïîëè-

íîìèàëüíîì ðàñøèðåíèè ïðîñòðàíñòâà Y (ñòåïåíè n), åñëè
K = C.

Îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ p : Y × K → Y ÿâëÿåòñÿ

êîíå÷íîêðàòíûì îòîáðàæåíèåì íà Y (P ), òàê êàê êàæ-

äûé ìíîãî÷ëåí èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé. Ïðîèç-

âåäåíèå N ïîëèíîìèàëüíûõ K-ðàñøèðåíèé òèïà H íàä

òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Y áóäåì íàçûâàòü ïðî-

ñòî ïðîèçâåäåíèåì N ïîëèíîìèàëüíûõ K-ðàñøèðåíèé òè-

ïà H ïðîñòðàíñòâà Y è îáîçíà÷àòü Y 〈P1, P2, . . . , PN〉,
Y 〈P1, P2, . . . , PN〉 = Y 〈P1〉 ×Y Y 〈P2〉 ×Y · · · ×Y Y 〈PN〉.
Ïðîèçâåäåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ ðàñøèðåíèé ïðîñòðàí-

ñòâà Y åñòü íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî íàä Y ñ ïðîåêöèåé

p((y, λ1), (y, λ2), . . . , (y, λN)) = y. Ýòà ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

êîíå÷íîêðàòíûì îòîáðàæåíèåì.
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Îïðåäåëåíèå 2.53. Äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæåñòâîì

ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ Y 〈P 〉 íàçûâàåòñÿ ïîäìíî-

æåñòâî ∆(P ) = {(y, λ) ∈ Y 〈P 〉|P ′(y, λ) = nλn−1 + (n −
1)a1(y)λ

n−2 + · · ·+ an−1(y) = 0}.
Äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Ïðîåêöèÿ p : Y 〈P 〉 → Y ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì íà äî-

ïîëíåíèè ê äèñêðèìèíàíòíîìó ìíîæåñòâó. Åñëè äèñêðè-

ìèíàíòíîå ìíîæåñòâî ïóñòî, òî ïîëèíîìèàëüíîå ðàñøè-

ðåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàêðûòèå, êîòîðîå åñòåñòâåííî

íàçâàòü ïîëèíîìèàëüíûì íàêðûòèåì.

2.3.3. �ëàäêèå îòîáðàæåíèÿ.

Ïóñòü Mn
è Nn

�- ãëàäêèå n-ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ, à
f : Mn → Np

èõ äîñòàòî÷íî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Jf ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ f , à ÷åðåç Rq � ïîä-

ìíîæåñòâîMn
, íà êîòîðîì ÿêîáèàí èìååò ðàíã íå áîëåå q.

Òåîðåìà 2.54 (Chur
h, [52℄). Åñëè f : Rn → Rn Cn

ãëàäêîå è îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñ ðàíãîì ≥ n−1 â êàæ-

äîé òî÷êå, òîãäà f � ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì.

Òåîðåìà 2.55 (Chur
h, [52℄). Ïóñòü f : M → N � Cn

ãëàäêîå îòîáðàæåíèå n-ìíîãîîáðàçèé.

(i) Åñëè M = N = R
n
è f � ëåãêîå îòîáðàæåíèå,

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) f îòêðûòî;

(b) Jf íå ìåíÿåò çíàê;

(
) B ⊂ Rn−2
.

(ii) Åñëè M êîìïàêòíî è f îòêðûòî, òî f � ëåãêîå

îòîáðàæåíèå.

Ïðèâåäåì åùå ðÿä äðóãèõ ïîëåçíûõ óòâåðæäåíèé èç

[52℄.

• Åñëè f : Mn → Nn
, è f è ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ

Cn
ãëàäêèìè, òî dim(f(Rq)) ≤ q.
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• Åñëè f : En → En
îòêðûòî è C1

ãëàäêî, òî Bf ⊂
Rn−2.

• Åñëè, äëÿ f : Mn → Nn
, f ëåãêîå è Cn

ãëàäêîå, òî

f îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Bf ⊂ Rn−2.

• Åñëè f : En → En
� Cn

ëåãêîå è îòêðûòîå, òî îíî

äèñêðåòíî.

• Åñëè f : Mn → Nn
îòêðûòî è ëèáî Mn

êîìïàêòíî

ëèáî f ëåãêîå, òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæå-

ñòâî K, dimK ≤ n− 3, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x â
Mn −K íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé f òîïî-

ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ñòàíäàðòíîìó ðàñòÿãèâà-

þùåìó îòîáðàæåíèþ (winding map)

3

. Áîëåå òîãî,

äëÿ Bf 6= ∅, K íèãäå íå ïëîòíî â Bf . Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî åñëè f : En → En
ëåãêîå è Cn

, òî Bf = ∅,

èëè dimBf = n − 2, èëè dimBf = n − 1, ïðè ÷åì

ïîñëåäíåå âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f
íå îòêðûòî.

Òåîðåìà 2.56 (M. Hirs
h, [76℄). ÿêîáèàí C∞
ãëàäêîãî

îòêðûòîãî îòîáðàæåíèÿ f : Rn → Rn
íå ìåíÿåò çíàê.

Ýòà òåîðåìà áûëà ðàíåå ïîëó÷åíà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðàæåíèé,

Òåîðåìà 2.57 (Gamboa è Ronga, [71℄). Ïîëèíîìèàëü-

íîå îòîáðàæåíèå â Rn
îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïðîîáðàçû òî÷åê êîíå÷íû è ÿêîáèàí íå ìåíÿåò çíàê.

2.3.4. Êâàçèðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ. Êâàçèðå-

ãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ãîëîìîð�-

íûõ îòîáðàæåíèé è âàæíûì ïðèìåðîì âíóòðåííèõ îòî-

áðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.58 (Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå). Äè�-

�åðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå f îáëàñòè D ∈ Rn
â Rn

íà-

çûâàåòñÿ K-êâàçèðåãóëÿðíûì, åñëè äëÿ âñåõ òî÷åê èç D

3

Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ρ =
√

x2
1 + x2

2, ϕ, x3, . . . , xn

îòîáðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (ρ, kϕ, x3, . . . , xn).
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âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâî:

‖Df(x)‖n ≤ K|Jf (x)| .
Çäåñü K ≥ 1 � êîíñòàíòà, Df � ïðîèçâîäíàÿ (ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå).

Òåîðåìà 2.59 (Þ. �. �åøåòíÿê, [106℄). Êâàçèðåãóëÿð-

íîå îòîáðàæåíèå îòêðûòî è äèñêðåòíî.

Ñî âðåìåíåì ñòàëî ÿñíî, ÷òî �åñòåñòâåííûé� êëàññ

êâàçèðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé íå îãðàíè÷èâàåòñÿ äè��å-

ðåíöèðóåìûìè îòîáðàæåíèÿìè. Ñîâðåìåííîå îïðåäåëåíèå

êâàçèðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Îïðåäåëåíèå 2.60. K-êâàçèðåãóëÿðíûì â îáëàñòè

D îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ ñëàáî äè��åðåíöèðóåìîå

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f , ïðèíàäëåæàùåå Ñîáîëåâ-

ñêîìó ïðîñòðàíñòâó W 1,n
loc , òàêîå, ÷òî ÿêîáèàí Jf íå

ìåíÿåò çíàê â D è ïî÷òè âåçäå â D

‖Df(x)‖n ≤ K|Jf (x)| .
Îïðåäåëåíèå 2.61. îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ êâàçè-

ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî K-êâàçèðåãóëÿðíî äëÿ íåêîòîðîãî

K ≥ 1.

Îòîáðàæåíèÿ â êîíñòàíòó íå âêëþ÷àþò â êëàññ êâàçè-

ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé.

Êâàçèðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííè-

ìè, íî íå âñå äàæå äè��åðåíöèðóåìûå âíóòðåííèå îòîá-

ðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàçèðåãóëÿðíûìè. Ïðèìåðû âíóò-

ðåííèõ îòîáðàæåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ êâàçèðåãóëÿðíûìè,

ñì. [73, 72℄.

Òåîðåìà 2.62 (òåîðåìà Çîðè÷à,[126℄). Êàæäûé ëî-

êàëüíî ãîìåîìîð�íûé êâàçèðåãóëÿðíûé ýíäîìîð�èçì

f : Rn → Rn
, n ≥ 3, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì Rn

.

Â ðàçìåðíîñòè n = 2 â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà ê òåîðå-
ìå Çîðè÷à ìîæíî óêàçàòü �óíêöèþ ez : C → C.



�ËÀÂÀ 3

Ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà èíâàðèàíòíûõ

íàáîðîâ òî÷åê.

3.1. Èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ èíâà-

ðèàíòíûì, åñëè f(U) = U .

Äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé, â îòëè÷èå îò ãîìåîìîð-

�èçìîâ, âàæåí òàêæå ñëó÷àé, âîçâðàùàåòñÿ ëè â ñåáÿ ïðî-

îáðàç ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ìíîæåñòâî U íàçîâåì òîòàëü-

íî èíâàðèàíòíûì, åñëè f−1(U) = U .

Äëÿ ãîìåîìîð�èçìîâ ýòè ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò. Äëÿ

âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé èç òîòàëüíîé èíâàðèàíòíîñòè

ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü, íî íå íàîáîðîò. Äàëåå â òåêñòå

ìû áóäåì íàðàâíå ñ òåðìèíîì �èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî�

óïîòðåáëÿòü êàê ñèíîíèì òåðìèí âïåðåä èíâàðèàíòíîå

ìíîæåñòâî, êîãäà òðåáóåòñÿ ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðîîáðàç

èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà, õîòÿ è âêëþ÷àåò åãî â ñåáÿ,

ìîæåò è íå ñîâïàäàòü ñ ýòèì ìíîæåñòâîì.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííî-

ñòè èíâàðèàíòíûå è òîòàëüíî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà

ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñòâåííî èíâàðèàíòíûå è òîòàëüíî èí-

âàðèàíòíûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ìíîæåñòâî U íàçîâåì âïîñëåä-

ñòâèè èíâàðèàíòíûì, åñëè íàéäåòñÿ n ≥ 0 òàêîå,

÷òî fn(U) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì.

41
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Çàìåòèì, ÷òî âïîñëåäñòâèè èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî U
íå îáÿçàííî áûòü èíâàðèàíòíûì.

Ïðèìåð 3.4. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ z2 : C → C ìíîæå-

ñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë � èíâàðèàíò-

íîå ìíîæåñòâî, ÷èñòî ìíèìûå ÷èñëà � âïîñëåäñòâèè èí-

âàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, à êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü�òî-

òàëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî.

3.2. Ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç O+
f (x) ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóòðàåê-

òîðèþ òî÷êè x, ò. å. ìíîæåñòâî {fn(x)| n ≥ 0}. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç O−

f (x) îòðèöàòåëüíóþ ïîëóòðàåêòîðèþ òî÷êè

x, ò. å. ìíîæåñòâî {fn(x)| n < 0}. Îïðåäåëåíèå O−
f (x) êîð-

ðåêòíî, òàê êàê ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f � ýïèìîð�èçì.

Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ O+
f (x) ñîñòîèò èç òî÷åê,

â òî âðåìÿ êàê â îáùåì ñëó÷àå óæå {f−1(x)} ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé íè÷òî áîëüøåå ÷åì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Îä-

íàêî, åñëè f � íóëüìåðíîå îòîáðàæåíèå, òî â òàêîì ñëó-

÷àå åñòåñòâåííî âîñïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíóþ ïîëóòðàåê-

òîðèþ

1

òî÷êè x êàê íàáîð ðàçëè÷íûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 3.5. ×àñòíîé òðàåêòîðèåé of(x)
òî÷êè x íàçîâåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî âèäà

{xi|f(xi) = xi+1, i ∈ Z, x0 = x}.
1

Çàìåòèì, ÷òî â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí �îðáèòà� êàê ñèíîíèì ñëîâà �òðàåê-

òîðèÿ�. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ êîíñèñòåíòíîñòè âûáðàí òåðìèí �òðà-

åêòîðèÿ�, íî äëÿ êðàòêîñòè ðå÷è â òåêñòå ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ è òåð-

ìèí �îðáèòà�. Äàëåå, èñïîëüçóåìûé çäåñü òåðìèí �ïîëóòðàåêòîðèÿ�

ïîä÷åðêèâàåò íàïðàâëåííîñòü ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ïî-

ëóòðàåêòîðèé ïðèñòàâêîé �ïîëó-�. Â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè èñ-

ïîëüçóþòñÿ êàê è òåðìèíû ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ, îòðèöà-

òåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ, òàê è èõ ñèíîíèìû ïîëîæèòåëüíàÿ òðàåê-

òîðèÿ, îòðèöàòåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ.
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Åñëè i ≤ 0, òî áóäåì ãîâîðèòü î ÷àñòíîé îòðèöàòåëü-

íîé ïîëóòðàåêòîðèè. Çàìåòèì, ÷òî ó âíóòðåííåãî îòîáðà-

æåíèÿ ÷àñòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ ñîâïàäàåò

ñ îáû÷íîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèåé.

Ïðè ïåðåõîäå ê íåîáðàòèìûì îòîáðàæåíèÿì âîçíèêà-

åò âîïðîñ, ÷òî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ òðàåêòîðèè

Of(x) = {fn(x)| n ∈ Z} òî÷êè ãîìåîìîð�èçìà. Çà÷àñòóþ

èíòóèòèâíî ïðåäëàãàåìîå ìíîæåñòâî O−
f (x) ∪ O+

f (x) ÿâ-

ëÿåòñÿ íåóäà÷íûì îáîáùåíèåì ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãè-

÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òàê êàê ìíîæåñòâî

O−
f (x) ∪O+

f (x) íå èíâàðèàíòíî.

x
O+(x)

O-(x) f
f

f

f

�èñ. 3.1. Of(x) äëÿ ãîìåîìîð�èçìà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ãîìåîìîð�èç-

ìîâ áîëåå åñòåñòâåííî òàêîå îïðåäåëåíèå: òðàåêòîðèÿ òî÷-

êè - íàèìåíüøåå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ýòó

òî÷êó.

Åñëè ïðèíÿòü èíâàðèàíòíîñòü òðàåêòîðèè òî÷êè çà îñ-

íîâó îïðåäåëåíèÿ, òî ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå òðàåêòî-

ðèè òî÷êè êàê ìíîæåñòâà âñåõ ÷àñòíûõ òðàåêòîðèé, èìåþ-

ùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ íåêîòîðîé ÷àñòíîé òðàåêòîðè-

åé òî÷êè. Òàêîå îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷àñòíîé

òðàåêòîðèè, íî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïðåðûâíûõ íåîáðàòè-

ìûõ îòîáðàæåíèé ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ìîæåò îáëàäàòü

êðàéíå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé è ïëîõèìè òîïîëîãè÷åñêèìè

ñâîéñòâàìè. Ê ñ÷àñòüþ, äëÿ äèñêðåòíûõ, à ñëåäîâàòåëü-

íî, è äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ñòðóêòóðà òðàåêòîðèè

ðåçêî óïðîùàåòñÿ.
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x

O+(x)

O-(x)

O┴(x)

�èñ. 3.2. Of(x), O
+
f (x), O−

f (x), O⊥
f (x) íåîá-

ðàòèìîãî âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Øèðîêîé òðàåêòîðèåé Of(x)
òî÷êè x íàçîâåì ìíîæåñòâî ∪y∈O+

f
(x)O

−
f (x).

Â ñèëó äèñêðåòíîñòè f øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ

2

ñîñòîèò

èç íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê. Ýòî íàèìåíüøåå òî-

òàëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå äàííóþ òî÷-

êó. Ìåæäó òî÷êàìè øèðîêîé òðàåêòîðèè ìîæíî ïåðåéòè,

èñïîëüçóÿ îäíó èç âåòâåé ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ

f−l ◦ fk
.

2

Â ðàáîòàõ [10, 11, 12, 119℄ Of (x) èç îïðåäåëåíèÿ 3.6 íàçûâà-

ëîñü ïîëíîé òðàåêòîðèåé. Îäíàêî, ïîñêîëüêó â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ

ïî íåîáðàòèìûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ïîëíîé (full) òðàåêòîðè-

åé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî O−

f (y) ∪ O+

f (x), òî âî èçáåæàíèå ïóòàíè-

öû â äàííîé ðàáîòå òåðìèí �ïîëíàÿ òðàåêòîðèÿ� íå óïîòðåáëÿåò-

ñÿ, äëÿ ìíîæåñòâà Of (x) ââåäåíî íàçâàíèå �øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ�, à

äëÿ ìíîæåñòâà O−

f (x) ∪ O+

f (x) íèêàêîãî ñïåöèàëüíîãî íàçâàíèÿ íå

èñïîëüçóåòñÿ.
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Ëåãêî âèäåòü èç îïðåäåëåíèÿ, ÷òî ëþáûå äâå ÷àñòíûå

òðàåêòîðèè òî÷åê îäíîé øèðîêîé òðàåêòîðèè, íà÷èíàÿ ñ

êàêîãî-òî ìîìåíòà, ñîâïàäàþò.

3.2.1. Íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè. Â îòëè-

÷èå îò ãîìåîìîð�èçìîâ, äëÿ êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ òî÷êè

â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç åå ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëü-

íîé ïîëóòðàåêòîðèé, ó âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé øèðîêàÿ

òðàåêòîðèÿ òî÷êè èìååò è äðóãèå òî÷êè. Ââåäåì åùå îä-

íî åñòåñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî øèðîêîé òðàåêòîðèè òî÷êè,

êîòîðîå íå íèãäå íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åå ïîëîæèòåëüíîé è îò-

ðèöàòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèÿìè, êðîìå êàê â ñàìîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Íåéòðàëüíûì ñå÷åíèåì òðàåêòî-

ðèè òî÷êè x èëè ïðîñòî íåéòðàëüíûì ñå÷åíèåì òî÷êè x
íàçîâåì ìíîæåñòâî {f−n (fn(x)) | n ≥ 0}. Îáîçíà÷èì åãî

÷åðåç O⊥
f (x).

Íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå O⊥
f (x) òî÷êè x ñîâïàäàåò ñ íåé-

òðàëüíûìè ñå÷åíèÿìè âñåõ ñâîèõ òî÷åê:

∀y ∈ O⊥
f (x) ⇒ O⊥

f (y) = O⊥
f (x).

Êàê ëåãêî âèäåòü èç îïðåäåëåíèÿ, åñëè O+
f (x) íå ñîäåð-

æèò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, à f èìååò âî âñåõ òî÷êàõ òðàåê-
òîðèè áîëüøå îäíîãî ïðîîáðàçà, òî øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ

òî÷êè x ðàñïàäàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåéòðàëüíûõ

ñå÷åíèé, ïðè ÷åì êàæäîå íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå ñîñòîèò èç

áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 3.8. n-é íåéòðàëüíîé èòåðàöèåé òî÷-

êè x íàçîâåì ìíîæåñòâî

f−n (fn(x)) \ f−(n−1)
(
fn−1(x)

)
.

Åñëè O+
f (x) íå ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, òî íà

O⊥
f (x) èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿä-

êà ìåæäó òî÷êàìè ðàçëè÷íûõ èòåðàöèé. Ê ñîæàëåíèþ,



46 �ëàâà III

ìåæäó òî÷êàìè îäíîé èòåðàöèè òàêîãî åñòåñòâåííîãî ïî-

ðÿäêà íåò, îäíàêî â ìàëîìåðíîì ñëó÷àå èíîãäà óäàåòñÿ

íàéòè èíâàðèàíòíîå ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè 1, òàêîå, ÷òî

ðàçíûå òî÷êè íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ íà ðàçíûõ

ñëîÿõ, ÷òî ïîçâîëÿåò çàäàòü íà íåéòðàëüíîì ñå÷åíèè öèê-

ëè÷åñêèé ïîðÿäîê.

Ïðèìåð 3.9. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå z2 : C → C è

òî÷êó

1
2
. Åå øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç òî÷åê

1
2k ε2l,

ãäå k ∈ Z, l ∈ Z+
, ε2l �ïðîèçâîëüíûé êîðåíü èç åäèíèöû

ñòåïåíè 2l
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷êè ýòîé øèðîêîé òðàåêòîðèè

ïëîòíû íà îêðóæíîñòÿõ ðàäèóñà

1
2k ñ öåíòðîì â 0. Ñóæå-

íèå øèðîêîé òðàåêòîðèè íà òàêóþ îêðóæíîñòü ÿâëÿåò-

ñÿ åå íåéòðàëüíûì ñå÷åíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, ó âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé, â îòëè÷èå

îò ãîìåîìîð�èçìîâ, ó òðàåêòîðèè, êðîìå �âðåìåíè� åñòü

äîïîëíèòåëüíîå �íåéòðàëüíîå� èçìåðåíèå. Âïåðåä è íàçàä

âî �âðåìåíè� ñâîåé òðàåêòîðèè äâèæóòñÿ íåéòðàëüíûå ñå-

÷åíèÿ, à ïî íåéòðàëüíûì ñå÷åíèÿì ìîæíî �äâèãàòüñÿ� ñ

ïîìîùüþ íåéòðàëüíûõ èòåðàöèé.

Ïîýòîìó íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ñâîåãî ðîäà �íåéòðàëüíóþ ïîëóòðàåêòîðèþ�. Êàê è

îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ òî÷êè x ïîä äåéñòâèåì

f−1
, �íåéòðàëüíàÿ� ïîëóòðàåêòîðèÿ òî÷êè x ïîä äåéñòâè-

åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé f−n ◦ fn
îïðåäåëåíà

íåîäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó ïî àíàëîãèè ñ ÷àñòíîé òðàåêòî-

ðèåé äëÿ f−1
, ìîæíî îïðåäåëèòü ÷àñòíóþ íåéòðàëüíóþ

òðàåêòîðèþ. Ïóñòü ∆⊥
n (x) = f−n ◦ fn(x) \ f−(n−1) ◦ fn−1(x),

n > 0, ∆⊥
0 (x) = {x}.

Îïðåäåëåíèå 3.10. �åãóëÿðíîé ÷àñòíîé íåéòðàëü-

íîé òðàåêòîðèåé o0
f(x) òî÷êè x íàçîâåì ïðîèçâîëüíóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xn|xn ∈ ∆⊥
n (x), n ≥ 0}.
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Ïðèìåð 3.11. Ó îòîáðàæåíèÿ z2 : C → C ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü òî÷åê cos π
2n + i sin π

2n è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òî÷åê cos (2n−1)π
2n − i sin (2n−1)π

2n ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ðåãó-

ëÿðíûõ ÷àñòíûõ íåéòðàëüíûõ òðàåêòîðèé òî÷êè 1 ∈ C.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n > 0 ìíîæåñòâî ∆⊥
n (x) ìîæåò áûòü è

ïóñòî, ïîýòîìó ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòíàÿ íåéòðàëüíàÿ òðàåêòî-

ðèÿ òî÷êè ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü. Ïîñêîëüêó íåéòðàëü-

íîå ñå÷åíèå òî÷êè âñåãäà ñóùåñòâóåò, îïðåäåëèì â îáùåì

ñëó÷àå ÷àñòíóþ íåéòðàëüíóþ òðàåêòîðèþ òî÷êè òàê, ÷òî-

áû îíà ñóùåñòâîâàëà âñåãäà, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 3.12. ×àñòíîé íåéòðàëüíîé òðàåêòî-

ðèåé o0
f(x) òî÷êè x íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

{xn|xn =

{
y ∈ ∆⊥

n (x), ∆⊥
n (x) 6= ∅;

xn−1, ∆⊥
n (x) = ∅;

n ≥ 0}.

3.2.2. Ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 3.13. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ �èêñèðî-

âàííîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f , åñëè f(x) = x. Ìíîæå-

ñòâî �èêñèðîâàííûõ òî÷åê f îáîçíà÷èì ÷åðåç Fix(f).

Ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó åùå èíîãäà íàçûâàþò íåïî-

äâèæíîé òî÷êîé.

Îïðåäåëåíèå 3.14. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé ïåðèîäà n äëÿ îòîáðàæåíèÿ f , åñëè fn(x) = x è

fk(x) 6= x äëÿ k = 1, . . . , n− 1. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäè-

÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ f îáîçíà÷èì Per(f).

Îïðåäåëåíèå 3.15. Òî÷êó x íàçîâåì âïîñëåäñòâèè

ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè â O+
f (x) ñîäåðæèòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ

òî÷êà. Ìíîæåñòâî âñåõ âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêèõ òî-

÷åê îòîáðàæåíèÿ f îáîçíà÷èì Per+(f).
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Çàìå÷àíèå 3.16. Ïóñòü f : M →M � ïðîèçâîëüíûé

íåïðåðûâíûé ýïèìîð�èçì. Òîãäà åñëè x � âïîñëåäñòâèè

ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà, òî åå øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ Of(x)
ñîñòîèò èç âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Òàêóþ òðàåêòîðèþ íàçîâåì âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷å-

ñêîé.

�èñ. 3.3. Âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ.

Ïî àíàëîãèè ñ âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé

ìîæíî îïðåäåëèòü è âïîñëåäñòâèè �èêñèðîâàííóþ (íåïî-

äâèæíóþ) òî÷êó è òðàåêòîðèþ. Ìíîæåñòâî âñåõ âïî-

ñëåäñòâèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ f îáîçíà÷èì

Fix+(f).
Ïîñêîëüêó f �îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî â øèðîêîé

òðàåêòîðèè òî÷êè ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ íå áîëüøå ÷åì îäèí

öèêë ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, êàæäîå íåéòðàëü-

íîå ñå÷åíèå âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé øèðîêîé òðàåê-

òîðèè ñîäåðæèò ðîâíî îäíó ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó.
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Ïðèìåð 3.17. Ó îòîáðàæåíèÿ z2 : C → C òî÷êà 1 ∈ C

ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, à êîðíè èç åäèíèöû ñòå-

ïåíè 2n
ÿâëÿþòñÿ âïîñëåäñòâèè íåïîäâèæíûìè òî÷êà-

ìè.

Îïðåäåëåíèå 3.18. Òî÷êó x íàçîâåì íåéòðàëüíî

íåïîäâèæíîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ f , åñëè O⊥(x) = x.
Ìíîæåñòâî âñåõ íåéòðàëüíî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîá-

ðàæåíèÿ f îáîçíà÷èì ÷åðåç Fix⊥(f).

Îïðåäåëåíèå 3.19. Òî÷êó x íàçîâåì íåéòðàëü-

íî ïåðèîäè÷åñêîé ïåðèîäà n äëÿ îòîáðàæåíèÿ f , åñ-
ëè f−n ◦ fn(x) = O⊥(x) è f−k ◦ fk(x) 6= O⊥(x) äëÿ

k = 1, . . . , n − 1. Ìíîæåñòâî âñåõ íåéòðàëüíî ïåðèî-

äè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ f îáîçíà÷èì ÷åðåç Per⊥(f).

Îïðåäåëåíèå 3.20. Òî÷êó x íàçîâåì âïîñëåäñòâèè

íåéòðàëüíî íåïîäâèæíîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ f , åñëè â
O+

f (x) ñîäåðæèòñÿ íåéòðàëüíî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 3.21. Òî÷êó x íàçîâåì âïîñëåäñòâèè

íåéòðàëüíî ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè â O+
f (x) ñîäåðæèòñÿ

íåéòðàëüíî ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò ïðÿìî èç îïðåäåëå-

íèé.

Ëåììà 3.22. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1) x âïîñëåäñòâèè íåéòðàëüíî ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷-

êà;

(2) x âïîñëåäñòâèè íåéòðàëüíî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà;

(3) x � íåéòðàëüíî ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ó ãîìåîìîð�èçìà âñå òî÷êè íåé-

òðàëüíî íåïîäâèæíûå. Åñëè æå ìîäóëü ñòåïåíè îòîáðà-

æåíèÿ áîëüøå åäèíèöû, à âñå òî÷êè ñ ìåíüøèì, ÷åì ìî-

äóëü ñòåïåíè, ÷èñëîì ïðîîáðàçîâ � îñîáûå (Ξf = f(Bf)),
òî äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà áûëà íåéòðàëüíî íåïîäâèæíîé,
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íåîáõîäèìî, ÷òîáû è îíà, è âñå åå îáðàçû áûëè îñîáûìè

òî÷êàìè f .
Â ÷àñòíîñòè, ó íàêðûòèé ÷èñëî ïðîîáðàçîâ ðàâíî ñòå-

ïåíè îòîáðàæåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íåîáðàòèìûå íàêðûòèÿ

íå èìåþò íåéòðàëüíî íåïîäâèæíûõ è íåéòðàëüíî ïåðèîäè-

÷åñêèõ òî÷åê.

Ïðèìåð 3.23. Ó îòîáðàæåíèÿ z2 : Ĉ → Ĉ îñîáûå òî÷-

êè 0 è ∞ ÿâëÿþñÿ íåéòðàëüíî íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè.

3.3. Íóìåðàöèÿ òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè.

Èíîãäà â äîêàçàòåëüñòâàõ è ðàññóæäåíèÿõ ìîæåò âîç-

íèêàòü íåîáõîäèìîñòü îáîéòè ïî èíäóêöèè âñå òî÷êè øè-

ðîêîé òðàåêòîðèè, äëÿ ÷åãî íå îáîéòèñü áåç ïðèñâàèâàíèÿ

ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ òî÷êàì øèðîêîé òðàåêòîðèè.

Â îòëè÷èå îò ãîìåîìîð�èçìîâ, ó êîòîðûõ âñå òî÷êè

òðàåêòîðèè åñòåñòâåííî ïðîèíäåêñèðîâàíû ñòåïåíüþ îòîá-

ðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî â ýòó òî÷êó âûáðàííóþ òî÷êó òðà-

åêòîðèè, äëÿ øèðîêîé òðàåêòîðèè íåîáðàòèìîãî âíóòðåí-

íåãî îòîáðàæåíèÿ òàêîé åñòåñòâåííîé èíäåêñàöèè íåò.

Ïðèâåäåì çäåñü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, êàê ïðèíóäèòåëü-

íî ïðîèíäåêñèðîâàòü òî÷êè øèðîêîé òðàåêòîðèè.

• Óíèâåðñàëüíàÿ ñõåìà ñ òðåìÿ èíäåêñàìè.

Âûáåðåì íåêîòîðóþ ÷àñòíóþ òðàåêòîðèþ òî÷êè x è

ïðèïèøåì êàæäîé òî÷êå y ýòîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè òðîé-
êó (n, 0, 0), ãäå n òàêîå, ÷òî y = fn(x). Îñòàâøèåñÿ òî÷êè

øèðîêîé òðàåêòîðèè ïðèíàäëåæàò íåéòðàëüíûì ñå÷åíèÿì

òî÷åê ýòîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè. Ïóñòü z � îäíà èç òàêèõ

îñòàâøèõñÿ òî÷åê. Ïðèïèøåì åé èíäåêñ (p, q, r), ãäå p âîçü-
ìåì îò òî÷êè ÷àñòíîé òðàåêòîðèè, q � íîìåð íåéòðàëüíîé

èòåðàöèè îò òî÷êè (p, 0, 0) äî òî÷êè z. r � èíäåêñ òî÷êè

z ñðåäè ìíîæåñòâà äðóãèõ òî÷åê íåéòðàëüíîé èòåðàöèè,

íóìåðàöèþ êîòîðîãî íóæíî ïðèíóäèòåëüíî çàäàòü.
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• Íåîòðèöàòåëüíàÿ íóìåðàöèÿ ñ îäíèì èíäåêñîì

äëÿ êîíå÷íîêðàòíûõ îòîáðàæåíèé.

Òî÷êå x ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 0. Íà ïåðâîé

èòåðàöèè òî÷êå f(x) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèå

÷èñëî 1. Äàëåå ïðîèçâîëüíî çàíóìåðóåì òî÷êè ìíîæåñòâà

f−1 ◦ f(x), çà èñêëþ÷åíèåì óæå çàíóìåðîâàííûõ òî÷åê è

çàòåì ïðîèçâîëüíî çàíóìåðóåì òî÷êè ìíîæåñòâà f−2◦f(x).
Íà k-îé èòåðàöèè òî÷êå fk(x) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëå-

äóþùèå ñâîáîäíîå ÷èñëî, Äàëåå ïðîèçâîëüíî ïî ïîðÿäêó

çàíóìåðóåì òî÷êè ìíîæåñòâ f−1 ◦ fk(x), . . . , f−k ◦ fk(x)
çà èñêëþ÷åíèåì óæå çàíóìåðîâàííûõ òî÷åê è çàòåì ïðî-

èçâîëüíî çàíóìåðóåì òî÷êè ìíîæåñòâà f−k−1 ◦ fk(x). Ïðî-
äîëæèì íóìåðàöèþ ïî èíäóêöèè.

3.4. Ñîïðÿæåííîñòü è ïîëóñîïðÿæåííîñòü.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ÷èòàåò

äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íàéäåòñÿ ãî-

ìåîìîð�èçì ïðîñòðàíñòâ, ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè îäíîé

ñèñòåìû â òðàåêòîðèè äðóãîé. Äëÿ äâóõ äèñêðåòíûõ äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, çàäàííûõ îòîáðàæåíèÿìè f : M →M
è g : N → N , ýêâèâàëåíòíîñòü, îïðåäåëåííóþ ñ ïîìîùüþ

ãîìåîìîð�èçìà h, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå êîììóòàòèâíîé
äèàãðàììû

. . . −−−→ M
f−−−→ M

f−−−→ M
f−−−→ M

f−−−→ . . .yh

yh

yh

yh

. . . −−−→ N
g−−−→ N

g−−−→ N
g−−−→ N

g−−−→ . . .

ñâîäÿùóþñÿ ê êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå



52 �ëàâà III

M
f−−−→ Myh

yh

N
g−−−→ N

êîòîðóþ ìîæíî åùå çàïèñàòü êàê ñîïðÿæåííîñòü ñ ïî-

ìîùüþ ãîìåîìîð�èçìà: g = h−1 ◦ f ◦ h.
Îïðåäåëåíèå 3.24. Äâà îòîáðàæåíèÿ f : M → M è

g : N → N òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, åñëè íàéäåòñÿ

ãîìåîìîð�èçì h : N →M , òàêîé, ÷òî f ◦ h = h ◦ g.
Îïðåäåëåíèå 3.25. Îòîáðàæåíèå g : N → N ïîëó-

ñîïðÿæåíî îòîáðàæåíèþ f : M → M , åñëè íàéäåòñÿ

íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå h, òàêîå, ÷òî
f ◦ h = h ◦ g. Îòîáðàæåíèå g òàêæå íàçûâàþò òîïîëî-

ãè÷åñêèì �àêòîðîì îòîáðàæåíèÿ f .

�àçíèöó ìåæäó ýòèìè îïðåäåëåíèÿìè ìîæíî âûðàçèòü

òàê: åñëè f è g ñîïðÿæåíû, òî äèíàìèêà f è g ýêâèâà-

ëåíòíà; åñëè f è g ïîëóñîïðÿæåíû, òî äèíàìèêà g ñîäåð-
æèò äèíàìèêó f . Íàïðèìåð, èç ïîëóñîïðÿæåííîñòè ñëå-

äóåò, ÷òî åñëè p � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äëÿ g, òî h(p) �
ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äëÿ f , íî íå íàîáîðîò, à èç ñîïðÿ-

æåííîñòè óòâåðæäåíèå ñëåäóåò â îáå ñòîðîíû.

Åñëè M è N � îäíîìåðíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà, íà êîòîðûõ çàäàí ïîðÿäîê òî÷åê, òî â ýòîì ñëó÷àå

ìîæíî îïðåäåëèòü ñïåöèàëüíûé âàðèàíò ïîëóñîïðÿæåííî-

ñòè, ñîõðàíÿþùèé ïîðÿäîê.

Îïðåäåëåíèå 3.26. Îòîáðàæåíèå g : N → N êîì-

áèíàòîðíî ñîïðÿæåíî îòîáðàæåíèþ f : M →M , åñëè

íàéäåòñÿ íåïðåðûâíîå ìíîãîçíà÷íîå ñîõðàíÿþùåå ïîðÿ-

äîê ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå h, òàêîå, ÷òî f◦h = h◦g,
è òàêîå, ÷òî îáðàç ëèáî ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè åñòü ëèáî

îäíà òî÷êà, ëèáî ñâÿçíûé îòðåçîê.
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3.5. Êëàññè÷åñêèå ìíîæåñòâà ïðåäåëüíûõ è

ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé òî÷êè x ω-ïðåäåëüíîå ìíîæå-
ñòâî ω(x) è α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî α(x):

ω(x) =
⋂

N∈N

+∞⋃

N

fn(x) α(x) =
⋂

N∈N

+∞⋃

N

f−n(x)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòè ìíîæåñòâà çàìêíóòû.

Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ ÷åðåç ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûãëÿäèò òàê:

ω(x) = {y|∃(ni) : i→ ∞, ni → ∞, fni(x) → y},
α(x) = {y|∃yi → y, ∃(ni) : i→ ∞, ni → ∞, fni(yi) → x}.
Îïðåäåëåíèå 3.27. Íàçîâåì òî÷êó x ω-(α-) ðåêóð-

ðåíòíîé, åñëè x ∈ ω(x) (ñîîòâåòñòâåííî, x ∈ α(x)).

Îïðåäåëåíèå 3.28. Íàçîâåì òî÷êó x ðåêóððåíò-

íîé

3

, åñëè x ω-ðåêóððåíòíà ëèáî α-ðåêóððåíòíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rec+(f) ìíîæåñòâî ω-ðåêóððåíòíûõ
òî÷åê, ÷åðåç Rec−(f) ìíîæåñòâî α-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê, è
÷åðåç Rec(f) = Rec+(f) ∪ Rec−(f) � ìíîæåñòâî âñåõ ðå-

êóððåíòíûõ òî÷åê.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lim(f) = Lim+(f)∪Lim−(f) ïðåäåëü-
íîå ìíîæåñòâî f , îáúåäèíåíèå ω-ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ

è α-ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ âñåõ òî÷åê. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Rec(f) ⊂ Lim(f).
Ýòî êëàññè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ, ïîâñåìåñòíî èñïîëüçó-

åìûå êàê â îáðàòèìîé, òàê è â íåîáðàòèìîé äèíàìèêå.

Çàìå÷àíèå 3.29. Åñëè x � íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðèîäè-

÷åñêîé α-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ

3

Òàêîå îïðåäåëåíèå ðåêóððåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ åùå ðåêóððåíò-

íîñòüþ ïî �îòòøàëêó è Õåäëóíäó.
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f , òî ñõîäÿùàÿñÿ ê íåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ïðè-

íàäëåæàùèõ åå ïðîîáðàçàì, îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò

áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ïðîîáðàçîâ x.

Ýòî çàìå÷àíèå ñëåäóåò èç áîëåå îáùåé ëåììû 3.48.

Ïðèìåð 3.30. Ó îòîáðàæåíèÿ z2 : C → C äëÿ ëþáîé

òî÷êè p, |p| < 1 òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ åå ω-ïðåäåëüíûì ìíî-

æåñòâîì, à åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü� α-ïðåäåëüíûì ìíî-

æåñòâîì.

3.5.1. Èíâàðèàíòíîñòü êëàññè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

ðåêóððåíòíûõ òî÷åê. Ó ãîìåîìîð�èçìîâ ìíîãèå äèíà-

ìè÷åñêèå ñâîéñòâà, òàêèå, êàê ñâîéñòâî áûòü ðåêóððåíò-

íîé èëè íåáëóæäàþùåé òî÷êîé, ïðèíàäëåæàòü ïðåäåëü-

íîìó ìíîæåñòâó è ò. ä., ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ òî÷åê òðà-

åêòîðèè, åñëè ñïðàâåäëèâû õîòÿ áû äëÿ îäíîé åå òî÷êè.

Îäíàêî, êàê ìû äàëåå óâèäèì íà ïðèìåðàõ, ó íåîáðàòè-

ìûõ îòîáðàæåíèé ðàçëè÷íûå òî÷êè øèðîêîé òðàåêòîðèè

ìîãóò îáëàäàòü ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ñ òî÷êè çðåíèÿ

òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, ÷àñòíàÿ òðàåê-

òîðèÿ ìîæåò ñîäåðæàòü êàê ðåêóððåíòíûå, òàê è, áëóæ-

äàþùèå òî÷êè.

Ïðèìåð 3.31. Ïðèìåð êîíå÷íîêðàòíîãî âíóòðåííåãî

ýïèìîð�èçìà, ó êîòîðîãî òðàåêòîðèè ñîäåðæàò êàê ðå-

êóððåíòíûå òî÷êè, òàê è òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåêóð-

ðåíòíûìè (áëóæäàþùèå).

Ïîñòðîåíèå. �àññìîòðèì ñ÷åòíûé íàáîð åäèíè÷íûõ îê-

ðóæíîñòåé ñ êîîðäèíàòàìè (n, α), ãäå n ∈ Z+
� íîìåð îê-

ðóæíîñòè, α ∈ [0, 2π) � óãëîâàÿ êîîðäèíàòà.
Ïóñòü ψ(α) = α + ξ mod 2π � ïîâîðîò íà èððàöèî-

íàëüíûé óãîë. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ó îòîáðàæåíèÿ (n, α) 7→
(max(n − 1, 0), ψ(α)) òî÷êè ñ n = 0 � ðåêóððåíòíûå, à ñ

n > 0 � áëóæäàþùèå. ✷
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Õîòåëîñü áû âûÿâèòü òàêîé íàáîð óñëîâèé íà âíóòðåí-

íèå ýïèìîð�èçìû, ÷òîáû äëÿ óäîâëåòâîðÿþùèõ èì îòî-

áðàæåíèé èç ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ äëÿ êàêîé-

òî îäíîé òî÷êè ñëåäîâàëà áû ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ñâîéñòâ

äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè.

Ëåììà 3.32. Åñëè x � ω-(α-)ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà, òî
åå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ O+

f (x) ñîñòîèò èç ω-
(α-)ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî.

4

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû îïèðàåò-

ñÿ íà äâà ïðîñòûõ çàìå÷àíèÿ:

1) Åñëè A1 ⊇ A2 ⊇ . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëî-

æåííûõ ìíîæåñòâ, òî ∀k ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∩n∈NAn = ∩m≥kAm.
2) Åñëè èìååòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ

ìíîæåñòâ, A1 ⊇ A2 ⊇ . . . è B1 ⊇ B2 ⊇ . . . , ïðè ÷åì

Bk ⊇ Ak ∀k ∈ N, òî ∩n∈NBn ⊇ ∩n∈NAn.
Îáîçíà÷èì y = fk(x). �àññìîòðèì ω(y). ∩∞

n=Nf
n(y) =

∩∞
m=N+kf

m(y), ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 1,

ω(y) =
⋂

N

∞⋂

n=N

fn(y) =
⋂

N

∞⋂

m=N+k

fm(x) = (ñì. 1) =

=
⋂

N

∞⋂

s=N

f s(x) = ω(x).

�àññìîòðèì α(y). Îáîçíà÷èì

B̂N =

∞⋃

n=N

f−n(y);BN =

∞⋃

n=N

f−n−k(y) = B̂N+k;

AN =

∞⋃

n=N

f−n(x);

4

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Å. Ïîëóëÿõó çà ñòðîãîå

äîêàçàòåëüñòâî.
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Î÷åâèäíî, ÷òî f−n(x) ⊆ f−n−k(y) ∀n < N . Ïîýòîìó AN ⊆
BN ∀N ∈ N. Çàìåòèì, ÷òî

f−k
(
B̂N

)
= f−k

(
∞⋃

n=N

f−n(y)

)
⊇ f−k

(
∞⋃

n=N

f−n(y)

)
=

∞⋃

n=N

f−n−k(y) = (ñì. çàìå÷àíèå 2) = BN .

Ïîýòîìó

f−k(α(y)) = f−k

(⋂

n∈N

B̂N

)
=
⋂

n∈N

f−k
(
B̂N

)
⊇
⋂

n∈N

BN ⊇

⊇ (ñì. çàìå÷àíèå 2) ⊇
⋂

n∈N

AN =
⋂

n∈N

∞⋃

n=N

f−n(x) = α(x).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x ∈ f−k(y). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
x � α-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà, òî f−k(α(y)) ∩ f−k(y) 6= ∅,

òàê êàê α(x) ∋ x. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî fk
(
f−k(α(y))

)
∩

fk
(
f−k(y)

)
⊇ fk

(
f−k(α(y)) ∩ f−k(y)

)
6= ∅, è y � òîæå α-

ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà. �

Ñëåäñòâèå 3.33. Ïóñòü f : M → M � âíóòðåííèé

ýïèìîð�èçì. Òîãäà, åñëè x � ω-(α-)ðåêóððåíòíûõ èëè ðå-
êóððåíòíàÿ òî÷êà, òî åå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòî-

ðèÿ O+
f (x) ñîñòîèò ñîîòâåòñòâåííî èç ω-(α-)ðåêóððåíò-

íûõ èëè ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.

Ëåììà 3.34. Ïóñòü f : M → M � êîíå÷íîêðàòíûé

âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì. Òîãäà åñëè x � ω-ðåêóððåíò-
íàÿ òî÷êà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, òî íàéäåòñÿ

åå ÷àñòíàÿ îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ, ñîñòîÿùàÿ

èç ω-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó x � ω-ðåêóððåíòíàÿ
òî÷êà, òî íàéäåòñÿ (mi) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé f ,
òàêàÿ, ÷òî mi ∈ N, mi → ∞, à fmi(x) → x, êîãäà i→ ∞.
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Çà�èêñèðóåì n ∈ N. Ïîêàæåì, ÷òî â f−n(x) íàéäåòñÿ
ω-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà. Îòáðîñèâ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåí-

òîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (mi), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñåmi >
n. Òîãäà ∀mi f

mi−n(x) ∈ O+(f−n(x)), ïðè ÷åì fmi−n(x) ∈
f−n(fmi(x)).

f−n
ïåðåâîäèò ñõîäÿùóþñÿ ê x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

â íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ ê òî÷êàì èç

f−n(x) ñîãëàñíî ëåììå 2.34.
Ìíîæåñòâî (fmi−n(x)) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íàáî-

ðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f−n (fmi(x)), è ñîäåðæèò ñ÷åòíîå

÷èñëî òî÷åê, òàê êàê x íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Â òî

æå âðåìÿ f−n(x) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ïî óñëî-

âèþ ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ìíîæåñòâà (fmi−n(x)) ìîæ-
íî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê îäíîé

èç òî÷åê èç f−n(x). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, ýòà òî÷êà ω-
ðåêóððåíòíà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî÷êà x � ω-ðåêóððåíòíà, òî â

f−1(x) òîæå íàéäåòñÿ ω-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà. Ïðîäîëæàÿ

ýòî óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì èñêîìóþ ÷àñòíóþ

îòðèöàòåëüíóþ ïîëóòðàåêòîðèþ òî÷êè x, ñîñòîÿùóþ èç ω-
ðåêóððåíòíûõ òî÷åê. �

Ëåììà 3.35. Ïóñòü f : M → M � êîíå÷íîêðàòíûé

âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì. Òîãäà åñëè x � α-ðåêóððåíò-
íàÿ òî÷êà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, òî íàéäåòñÿ

åå ÷àñòíàÿ îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ, ñîñòîÿùàÿ

èç α-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó x ýòî α-ðåêóððåíòíàÿ
òî÷êà, òî íàéäåòñÿ (yi) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç

O−(x) è (mi) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé f , òàêèå, ÷òî
mi ∈ N, fmi(yi) = x, à yi → x è mi → +∞ êîãäà i→ ∞.

Ïîêàæåì, ÷òî â f−1(x) íàéäåòñÿ α-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà.
Îòáðîñèâ ëèøíèå ñòåïåíè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå mi >
1. Òîãäà fmi−1(yi) ∈ f−1 (fmi(yi)). ñîãëàñíî ëåììå 2.34,
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ìíîæåñòâî f−1(fmi(yi)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ êàæäàÿ ê ñâîåé òî÷êå èç ìíî-

æåñòâà f−1(x). Ìíîæåñòâî fmi−1(yi) ñ÷åòíî, à ìíîæåñòâî

f−1(x) êîíå÷íî. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òî÷êà p1 ∈ f−1(x) òà-
êàÿ, ÷òî ê íåé ñõîäèòñÿ ñ÷åòíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç

(fmi−1(yi)).
Òîãäà p1 � èñêîìàÿ α-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà èç f−1(x).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî÷êà x � α-ðåêóððåíòíà, òî â

f−1(x) òîæå íàéäåòñÿ α-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà. Ïðîäîëæàÿ

ýòî óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè, ïîñòðîèì èñêîìóþ ÷àñòíóþ

îòðèöàòåëüíóþ ïîëóòðàåêòîðèþ òî÷êè x, ñîñòîÿùóþ èç α-
ðåêóððåíòíûõ òî÷åê. �

Ñëåäñòâèå 3.36. Ïóñòü f : M → M � êîíå÷íîêðàò-

íûé âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì. Òîãäà ìíîæåñòâà ω-(α-)
ðåêóððåíòíûõ è ðåêóððåíòíûõ òî÷åê f âïåðåä èíâàðè-

àíòíû.

Åñëè òî÷êà ðåêóððåíòíà (ò.å. α-ðåêóððåíòíà èëè ω-ðå-
êóððåíòíà), òî èç ëåìì 3.34 è 3.35 ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ

åå ÷àñòíàÿ îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç

ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.

Îäíàêî äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ðåêóððåíòíîñòè, åñëè

òî÷êà îäíîâðåìåííî è α-ðåêóððåíòíà, è ω-ðåêóððåíòíà, òî
èç ëåìì 3.34 è 3.35 ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ åå ÷àñòíàÿ îòðè-

öàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ω-ðåêóððåíòíûõ
òî÷åê è åå ÷àñòíàÿ îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ, ñîñòî-

ÿùàÿ èç α-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê. Íî îòñþäà íå ñëåäóåò, ÷òî
ýòè äâå ÷àñòíûå ïîëóòðàåêòîðèè ñîâïàäóò.

Óïðàæíåíèå 3.37. Ïîñòðîèòü âíóòðåííåå îòîáðà-

æåíèå, ó êîòîðîãî åñòü òî÷êà x, îäíîâðåìåííî è α-ðå-
êóððåíòíàÿ, è ω-ðåêóððåíòíàÿ, òàêàÿ, ÷òî O−(x) íå ñî-
äåðæèò ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.
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3.5.2. Øàáëîííûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ èíâàðèàíò-

íûõ ïîäìíîæåñòâ øèðîêîé òðàåêòîðèè.

Îáùèå ñâîéñòâà ïîäìíîæåñòâ øèðîêîé òðàåêòîðèè èç

óòâåðæäåíèé 3.32�3.35 áóäóò âñòðå÷àòüñÿ äîñòàòî÷íî ÷à-

ñòî äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ òðàåêòîðèé.

×òîáû íå äîêàçûâàòü êàæäûé ðàç ñîîòâåòñòâóþùèå

âûâîäû èç ýòèõ ñâîéñòâ, íàçîâåì ýòè ñâîéñòâà àêñèîìàìè

(TPA) è (TPB) è ñ�îðìóëèðóåì ñ èõ ïîìîùüþ ñëåäóþ-

ùèå øàáëîííûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ñëåäóþò ïðÿìî èç

îïðåäåëåíèé àêñèîì (TPA) è (TPB).

Ïóñòü êàêèå-òî òî÷êè øèðîêîé òðàåêòîðèè òî÷êè x îá-
ëàäàþò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì X.

Îïðåäåëåíèå 3.38. Åñëè ñâîéñòâî X òî÷êè x òàêîå,
÷òî åñëè îíî èìååò ìåñòî äëÿ òî÷êè x, òî îíî èìååò

ìåñòî è äëÿ f(x), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñâîéñòâî X óäî-

âëåòâîðÿåò àêñèîìå (TPA).

Îïðåäåëåíèå 3.39. Åñëè ñâîéñòâî X òî÷êè x òàêîå,
÷òî åñëè îíî èìååò ìåñòî äëÿ òî÷êè x, òî îíî èìååò

ìåñòî è äëÿ õîòÿ áû îäíîé èç òî÷åê èç f−1(x), áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ñâîéñòâî X óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå (TPB).

Óòâåðæäåíèå 3.40. Ïóñòü íåêîòîðîå ñâîéñòâî X

òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè òî÷êè x óäîâëåòâîðÿåò àê-

ñèîìå (TPA). Òîãäà

(1) îíî èìååò ìåñòî è äëÿ âñåõ òî÷åê èç O+(x);
(2) åñëè òî÷êà y ∈ O(x) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì X,

òî âñÿ åå îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ O−(y)
íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì X.

Óòâåðæäåíèå 3.41. Ïóñòü íåêîòîðîå ñâîéñòâî X

òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè òî÷êè x óäîâëåòâîðÿåò àê-

ñèîìå (TPB). Òîãäà îíî èìååò ìåñòî è êàê ìèíèìóì äëÿ

îäíîé íåêîòîðîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè èç O−(x).
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Óòâåðæäåíèå 3.42. Ïóñòü íåêîòîðîå ñâîéñòâî X

òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè òî÷êè x óäîâëåòâîðÿåò àê-

ñèîìàì (TPA) è (TPB). Òîãäà òî÷êè ñî ñâîéñòâîì X

îáðàçóþò âïåðåä èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî øèðîêîé

òðàåêòîðèè O(x).

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå â ðàçäåëå 3.5.1, ïîäìíîæå-

ñòâà ω-, α-, è ïðîñòî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê øèðîêîé òðàåê-
òîðèè óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì (TPA) è (TPB). Ïîýòîìó

äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ 3.40, 3.41,

3.42.

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ óòâåðæäåíèé 3.40 è 3.42 ê ïîäìíî-

æåñòâó ω-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê:

Óòâåðæäåíèå 3.43. ω-ðåêóððåíòíûå òî÷êè îáðàçó-

þò âïåðåä èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî øèðîêîé òðà-

åêòîðèè O(x); Åñëè òî÷êà y ∈ O(x) íå ÿâëÿåòñÿ ω-ðå-
êóððåíòíîé, òî âñÿ åå îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ

O−(y) íå ñîäåðæèò ω-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.

3.6. Ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà øèðîêîé òðàåêòîðèè.

ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî, îïðåäåëåííîå â ðàçäåëå 3.5,

óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå (TPA) è â êîíå÷íîêðàòíîì ñëó÷àå

ÿâëÿåòñÿ âïåðåä èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì:

∀x ∈M f(ω(x)) = ω(x).

Òàêæå, ïîñêîëüêó ëþáûå äâå ÷àñòíûå òðàåêòîðèè òî÷åê

îäíîé øèðîêîé òðàåêòîðèè, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà,

ñîâïàäàþò, ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-
ñêîì èíâàðèàíòîì øèðîêîé òðàåêòîðèè, ò. å. ∀y ∈ O(x)
ω(y) = ω(x). Îäíàêî, èç-çà íåîáðàòèìîñòè îòîáðàæåíèÿ,

ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíî èíâàðèàíò-
íûì, ê ïðèìåðó, ïðèòÿãèâàþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èç

ïðèìåðà 3.45 èìååò ïðîîáðàçû, íå ïðèíàäëåæàùèå ω-ïðå-
äåëüíîìó ìíîæåñòâó.
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Èç-çà íåîáðàòèìîñòè îòîáðàæåíèÿ, äëÿ α-ïðåäåëüíîãî
ìíîæåñòâà ñèòóàöèÿ åùå áîëåå ñëîæíàÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî ∀x ∈M f(α(x)) ⊂ α(f(x)). Îäíàêî ðàâåíñòâî
ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæåò è íå äîñòèãàòüñÿ, êàê ïîêàçûâàåò

ïðèìåð 3.44. Òàêèì îáðàçîì, äàæå ó x è f(x) ìîãóò áûòü
ðàçíûå α-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà.

Ïðè ýòîì α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî êàæäîé òî÷êè ÿâ-

ëÿåòñÿ òîòàëüíî èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì:

∀x ∈M f(α(x)) = α(x), f−1(α(x)) = α(x).

Ïðèìåð 3.44. Ïðèìåð âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ, ó

òî÷åê ÷àñòíîé òðàåêòîðèè êîòîðîãî âñå α-ïðåäåëüíûå
ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû.

Ïîñòðîåíèå. �àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè

X =

{
(x, y)|x ∈ Z, y ∈ {0} ∪ {1} ∪

(
1 − 1

n

)

n∈N

}

ñ èíäóöèðîâàííîé 
 R2
òîïîëîãèåé, è îòîáðàæåíèå f íà

íåì,

f(x, y) =





(x, 1), y = 1;

(x, 1 − 1
n−1

), y = 1 − 1
n
, n > 1;

(x+ 1, 0), y = 0;

Ïî ïîñòðîåíèþ α ((p, 0)) = {(q, 1)|q ≤ p}. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ó âñåõ òî÷åê ÷àñòíîé òðàåêòîðèè ((n, 0))n∈Z α-ïðåäåëü-
íûå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû. ✷

Êàê âèäèì, α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òîíêîé

äåòàëèçàöèåé äèíàìèêè ñèñòåìû íà óðîâíå îòäåëüíîé òî÷-

êè è ìîæåò áûòü íå ñëèøêîì óäîáíî äëÿ áîëåå ãðóáîãî

îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû íà óðîâíå òðàåêòîðèé.

Êðîìå òîãî, α-, è ω-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà îïèñûâàþò
òîëüêî äèíàìèêó øèðîêîé òðàåêòîðèè âî âðåìåíè. Îäíàêî

âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîëüêî îäíî èç èçìåðåíèé øèðî-

êîé òðàåêòîðèè, õîòÿ è íàèáîëåå âàæíîå äëÿ �èçè÷åñêèõ
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ïðèìåíåíèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû

îòîáðàæåíèé âàæíû âñå íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ïðîèñõî-

äèò êîíäåíñàöèÿ òî÷åê.

Ïðèìåð 3.45 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ

íàêîïëåíèÿ øèðîêîé òðàåêòîðèè α-, è ω-ïðåäåëüíûõ ìíî-
æåñòâ íåäîñòàòî÷íî.

Ïðèìåð 3.45. Ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ ñ íàêîïëåíèåì

òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè íà âïîñëåäñòâèè íåïîäâèæ-

íûõ òî÷êàõ.

Ïîñòðîåíèå. �àññìîòðèì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî îòðåçêîâ â

ïëîñêîñòè R2
, X = [0, 1]×Z+

ñ èíäóöèðîâàííîé 
 R2
òîïî-

ëîãèåé, è îòîáðàæåíèå f íà íåì, çàäàííîå ñ ïîìîùüþ âñïî-

ìîãàòåëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà îòðåçêà ψ : [0, 1] → [0, 1], ãäå
ψ(x) = 2x− x2

, òàêîå, ÷òî

f(x, y) =

{
(ψ(x), y − 1), y ∈ N;

(ψ(x), 0), y = 0;

Ïî ïîñòðîåíèþ, ó îòîáðàæåíèÿ ψ(t) òî÷êà 0 � íåïî-

äâèæíàÿ îòòàëêèâàþùàÿ, òî÷êà 1 � íåïîäâèæíàÿ ïðèòÿ-

ãèâàþùàÿ. Ó îòîáðàæåíèÿ f(x, y) � òî÷êà (0, 0) � íåïî-

äâèæíàÿ îòòàëêèâàþùàÿ, òî÷êà (1, 0)� íåïîäâèæíàÿ ïðè-

òÿãèâàþùàÿ.

∀x ∈ (0, 1) × Z+ ω(x) = (1, 0), α(x) = {0} × Z+
.

Íî äëÿ êàæäîé øèðîêîé òðàåêòîðèè O(x), ãäå x ∈
(0, 1) × Z+

, ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-

ñòâîì {0} × Z
+ ∪ {1} × Z

+
.

Â äàííîì ïðèìåðå äëÿ ýòèõ òî÷åê ω(x) ñîñòîèò èç îä-
íîé òî÷êè (1, 0), íî â ìíîæåñòâî òî÷åê íàêîïëåíèÿ èõ øè-
ðîêèõ òðàåêòîðèé âõîäèò âñÿ âïîñëåäñòâèè íåïîäâèæíàÿ

øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ òî÷êè (1, 0). ✷
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Îïðåäåëåíèå 3.46. Íàçîâåì òî÷êó x òî÷êîé íà-

êîïëåíèÿ øèðîêîé òðàåêòîðèè òî÷êè y, åñëè íàé-

äåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç Of(y), íå ñîäåð-
æàùèõ òî÷êó x, ñõîäÿùàÿñÿ ê x.

Ìíîæåñòâî òî÷åê íàêîïëåíèÿ øèðîêîé òðàåêòîðèè

òî÷êè x îáîçíà÷èì ÷åðåç qlim(x).
Èç óòâåðæäåíèé 2.31, 2.34 è 2.35 ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 3.47. Ìíîæåñòâî òî÷åê íàêîïëåíèÿ

øèðîêîé òðàåêòîðèè òî÷êè x îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

(1) y ∈ qlim(x) ⇒ O(y) ⊂ qlim(x)
(qlim(x) òîòàëüíî èíâàðèàíòíî).

(2) y ∈ O(x) ⇒ qlim(y) = qlim(x)
(qlim(x) ñîâïàäàåò äëÿ âñåõ òî÷åê øèðîêîé òðà-

åêòîðèè).

Ëåììà 3.48. Ïóñòü f � âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå.

Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê øèðîêîé òðàåê-

òîðèè O(x), íå âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ñâîþ ïðåäåëüíóþ òî÷-

êó, îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ìíî-

æåñòâ f−l ◦ fk(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî

íàéäåòñÿ òî÷êà p è áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
(ai), ai 6= p, ïðèíàäëåæàùèõ êîíå÷íîìó ÷èñëó ìíîæåñòâ

f−l ◦ fk(x), ñõîäÿùàÿñÿ ê p.
Ïîñêîëüêó ÷èñëî ìíîæåñòâ f−l◦fk(x) êîíå÷íî, ∃k0, l0 ≥

0, òàêèå, ÷òî èç ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ai) ìîæíî âûäå-
ëèòü ñõîäÿùóþñÿ ê p ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bi), bi 6= p,
bi ∈ f−l0 ◦ fk0(x).

Òî÷êà fk(x), k ≥ 0 � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, à f �

íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíî-

æåñòâ f−l ◦ fk(x) òîæå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî f−l0 ◦ fk0(x) çàìêíóòî.



64 �ëàâà III

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p 6∈ f−l0 ◦ fk0(x). Íî äâà çàìêíó-

òûõ ìíîæåñòâà â íîðìàëüíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî îòäåëèìû. Ýòî ïðîòèâîðå-

÷àò ñõîäèìîñòè (bi) ê p. Ñëåäîâàòåëüíî, p ∈ f−l0 ◦ fk0(x).
Íî îòîáðàæåíèå f � äèñêðåòíî, ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì

ñëó÷àå (bi) íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê p.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lim(x) ìíîæåñòâî α(x) ∪ ω(x). Ïî
îïðåäåëåíèþ, Lim(x) ⊂ qlim(x). Èçó÷èì ñâÿçü ìåæäó ýòè-

ìè ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè.

Â ïðèìåðå 3.45 òî÷êè íàêîïëåíèÿ øèðîêèõ òðàåêòî-

ðèé, íå ïðèíàäëåæàùèå Lim(f), ñî âðåìåíåì îòîáðàæà-

ëèñü â Lim(f). Îäíàêî, êàê äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ìîãóò

áûòü è òàêèå òî÷êè íàêîïëåíèÿ, êîòîðûå íèêàê íå ñâÿçà-

íû ñ Lim(f).

3.6.1. Ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî íåéòðàëüíîãî ñå-

÷åíèÿ òðàåêòîðèè. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈
X, è ðàññìîòðèì åå íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå O⊥(x) (ñì. îïðå-
äåëåíèå 3.7).

Åñëè âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå f : X → X ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîð�èçìîì, òî ìíîæåñòâî O⊥(x)�âûðîæäåííîå è

ñîñòîèò èç ñàìîé òî÷êè x. Äëÿ íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé
òàêæå ìîãóò áûòü ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè, êîãäà øèðîêàÿ

òðàåêòîðèÿ òî÷êè x ñîäåðæèò òî÷êè ñ åäèíñòâåííûì ïðî-

îáðàçîì, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî O⊥(x)�êîíå÷íî.

�àññìîòðèì íîðìàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà O⊥(x) ñîñòîèò
èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Òîãäà ó O⊥(x) ìîãóò áûòü

ïðåäåëüíûå òî÷êè. Èçó÷èì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

ïðåäåëüíûõ òî÷åê íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ.

3.6.2. Íåéòðàëüíîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé òî÷êè x íåéòðàëüíîå ïðåäåëü-

íîå ìíîæåñòâî ⊥0(x) êàê ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî åå íåé-

òðàëüíûõ ÷àñòíûõ òðàåêòîðèé. Åñëè òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ
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íåéòðàëüíî ïåðèîäè÷åñêîé, òî åå íåéòðàëüíîå ïðåäåëü-

íîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ åå íåéòðàëüíûì ñå÷åíèåì, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî çàïèñàòü â ñëå-

äóþùåì âèäå:

⊥0(x) =
⋂

n∈N

O⊥(x) \ f−n ◦ fn(x)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ⊥0(x) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïðÿ-

ìî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íåéòðàëüíîå ïðåäåëüíîå

ìíîæåñòâî ⊥0(x) îäíî è òî æå ó âñåõ òî÷åê íåéòðàëü-

íîãî ñå÷åíèÿ O⊥(x). Òàêæå, ïîñêîëüêó âñå îòîáðàæåíèÿ

f−n ◦ fn
ïåðåâîäÿò ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

â îäíó èëè íåñêîëüêî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òî

∀y ∈ ⊥0(x) : O⊥(y) ⊂ ⊥0(x). Äðóãèìè ñëîâàìè, ⊥0(x) ñ

êàæäîé ñâîåé òî÷êîé ñîäåðæèò è ñîîòâåòñòâóþùåå íåé-

òðàëüíîå ñå÷åíèå åå òðàåêòîðèè.

Ìíîæåñòâà ñ òàêèì ñâîéñòâîì áóäåì íàçûâàòü íåé-

òðàëüíî èíâàðèàíòíûìè. Äàäèì èì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.49. Ìíîæåñòâî U íàçîâåì íåé-

òðàëüíî èíâàðèàíòíûì, åñëè ∀x ∈ U O⊥
f (x) ⊂ U .

Çàìåòèì, ÷òî èç ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà V ìîæíî

ïîñòðîèòü íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî

V ′ =
⋃

i≥0

f−n ◦ fn(V ).

Îïðåäåëåíèå 3.50. Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå X çàäà-

íî ðàçáèåíèå Ψ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà. Ìíî-

æåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ íàñûùåííûì îòíîñèòåëü-

íî ðàçáèåíèÿ Ψ, åñëè A ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé ñîäåðæèò

è ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ Ψ, ñîäåðæàùèé ýòó òî÷êó.

Ñëåäñòâèå 3.51. Íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæå-

ñòâî ÿâëÿåòñÿ íàñûùåííûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî

ðàçáèåíèÿ íà íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ.
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Íàçîâåì ⊥0
-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì f è îáîçíà÷èì

÷åðåç Lim⊥(f) îáúåäèíåíèå ⊥0
-ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ âñåõ

òî÷åê.

Ïðèìåð 3.52. Ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ ñ íåïóñòûì íåé-

òðàëüíûì ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì.

Ïîñòðîåíèå. �àññìîòðèì ïîëèíîì z2 : Ĉ → Ĉ â ðàñøè-

ðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. O⊥(z0) =
⋃+∞

n=0 f
−n◦fn(z0).

Åñëè z0 = (r, ϕ) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, òî

O⊥(z0) = ∪n≥0f
−n ◦ fn(z0) = ∪n≥0 {(r, ǫ)|ǫ ∈ { 2

n√ϕ}} .
Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñòåïåíè 2n

ïëîòíî íà

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, O⊥(z0) ïëîòíî íà
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàäèóñà r, à
⊥0(z0) ñîâïàäàåò ñ ýòîé îêðóæíîñòüþ. ✷

Ëåììà 3.53. Åñëè x ∈ ⊥0(y), òî ⊥0(x) ⊂ ⊥0(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z ∈ ⊥0(x). Òîãäà, ïî îïðå-

äåëåíèþ, íàéäåòñÿ ÷àñòíàÿ íåéòðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ xi ∈
O⊥(x), ñõîäÿùàÿñÿ ê z. Äàëåå, x ∈ ⊥0(y). Ïî îïðåäåëåíèþ,
íàéäåòñÿ ÷àñòíàÿ íåéòðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ yi ∈ O⊥(y), ñõî-
äÿùàÿñÿ ê x.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.35, èç ìíîæåñòâà f−1 ◦ f(yi)
ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê

òî÷êàì èç f−1 ◦ f(x), â òîì ÷èñëå, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

p1
i ∈ O⊥(y), ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå x1. Ýòî æå ñïðàâåäëèâî

è äëÿ êàæäîé òî÷êè xn: èç ìíîæåñòâà f
−n ◦ fn(yi) ìîæíî

âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn
i ∈ O⊥(y), ñõîäÿùóþñÿ

ê xn.

Âçÿâ äèàãîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn
n ∈ O⊥(y),

ïîëó÷èì èñêîìóþ ÷àñòíóþ íåéòðàëüíóþ òðàåêòîðèþ, ñõî-

äÿùóþñÿ ê z. �

Ñëåäñòâèå 3.54. Åñëè x ∈ ⊥0(y) è y ∈ ⊥0(x), òî
⊥0(x) = ⊥0(y).
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Çàìå÷àíèå 3.55. Åñëè X � êîìïàêò, òî ìíîæåñòâî

Lim⊥(f) íå ïóñòî.

3.6.3. Øèðîêèå ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà.

Ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà α(x), ω(x), ⊥0(x), ââåäåííûå
ðàíåå, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà qlim(x) òî-

÷åê íàêîïëåíèÿ øèðîêîé òðàåêòîðèè òî÷êè x, íî êðîìå

íèõ qlim(x) ñîäåðæèò è äðóãèå òî÷êè.
Îïðåäåëåíèÿ qlim(x) íå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïèñûâàòü

äèíàìèêó øèðîêîé òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíî òàêèõ òî÷åê.

Ïîýòîìó â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîâåäåì êëàññè�èêàöèþ òî-

÷åê qlim(x), ðàçäåëèâ ýòî ìíîæåñòâî íà ïîäìíîæåñòâà ñ

ðàçíûì äèíàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì.

Ìíîæåñòâî qlim(x) òîòàëüíî èíâàðèàíòíî è îäíî è òî

æå äëÿ âñåõ òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè O(x). Äëÿ ïðåäåëü-
íûõ ìíîæåñòâ α(x), ω(x), ⊥0(x) ýòî íå òàê. Îäíàêî ìîæíî
ïîñòðîèòü ïî ýòèì ìíîæåñòâàì èõ ðàñøèðåíèÿ, âçÿâ çà-

ìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïðîîáðàçîâ îáúåäèíåíèÿ ýòèõ

ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ ïî âñåì òî÷êàì øèðîêîé òðàåêòî-

ðèè. Âçÿâ âñå òî÷êè øèðîêîé òðàåêòîðèè, ïîëó÷èì íåçàâè-

ñèìîñòü ðåçóëüòàòà îò âûáîðà òî÷êè øèðîêîé òðàåêòîðèè,

à äîïîëíèâ åãî ïðîîáðàçàìè, ïîëó÷èì òîòàëüíóþ èíâàðè-

àíòíîñòü.

Èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî øèðîêîé òðàåêòîðèè ðàñ-

øèðåíèå α-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà íàçîâåì ïîïîëíåí-

íûì α-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

α̂(x):

α̂(x) =
⋃

l≥0

f−l


 ⋃

y∈O(x)

α (y)


 =

⋃

y∈O(x)

α (y) =

+∞⋃

n=0

α (fn(x))
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ïîïîëíåííîå ω-ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî ω̂(x)

ω̂(x) =
⋃

l≥0

f−l


 ⋃

y∈O(x)

ω (y)


 =

⋃

l≥0

f−l (ω (x))

è ïîïîëíåííîå íåéòðàëüíîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî

⊥̂(x)

⊥̂(x) =
⋃

l≥0

f−l


 ⋃

y∈O(x)

⊥0 (y)


 =


 ⋃

y∈O+(x)∪O−(x)

⊥0 (y)


.

Ïî ïîñòðîåíèþ ýòè ìíîæåñòâà çàìêíóòû, òîòàëüíî èí-

âàðèàíòíû è íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè øèðîêîé òðàåê-

òîðèè, à ìåòîä èõ ïîñòðîåíèÿ ïîä÷åðêèâàåò èõ äèíàìè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû 3.56, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñ-

òâî êîìïàêòíî, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

qlim(x) = α̂(x) ∪ ⊥̂(x) ∪ ω̂(x).

Îäíàêî, åñëè ïðîñòðàíñòâî íå êîìïàêòíî, ýòî óæå íå òàê.

Äëÿ ïðèìåðà, åñëè ÿâíî âûêîëîòü èç êîìïàêòíîãî ïðî-

ñòðàíñòâàM , íà êîòîðîì äåéñòâóåò íàøå âíóòðåííåå îòîá-

ðàæåíèå f , ìíîæåñòâî òî÷åê D =
⋃

y∈O(x) α (y), òî α̂(x) áó-
äåò ïî îïðåäåëåíèþ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, â òî âðåìÿ êàê â

qlim(x) îñòàíóòñÿ áûâøèå ïðåäåëüíûå òî÷êè D.
Ïîýòîìó äëÿ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà qlim(x) âîñïîëüçó-

åìñÿ ìåíåå èíòóèòèâíûìè îïðåäåëåíèÿìè, êîòîðûå, îäíà-

êî, ïåðåíîñÿòñÿ è íà íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé.

Øèðîêèì α-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì íàçîâåì

ìíîæåñòâî α̂⊥(x), îïðåäåëåííîå êàê

α̂⊥(x) =
⋂

N∈N

+∞⋃

N

f−n (O⊥(x))
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèìøèðîêîå ω-ïðåäåëüíîå ìíîæå-
ñòâî ω̂⊥(x)

ω̂⊥(x) =
⋂

N∈N

+∞⋃

N

fn (O⊥(x))

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ýòè ìíîæåñòâà çàìêíó-

òû, òîòàëüíî èíâàðèàíòíû è íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè

øèðîêîé òðàåêòîðèè.

Òåîðåìà 3.56.

qlim(x) = α̂⊥(x) ∪
⋃

n∈Z

⊥0 (fn (x)) ∪ ω̂⊥(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 3.48 ñëåäóåò, ÷òî ñõî-

äÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè

O(x), íå âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ñâîþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó, îáÿ-

çàòåëüíî ïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ìíîæåñòâ f−l◦
fk(x).

Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê êëàññè�è-

êàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïàð ÷èñåë (k, l), k, l ∈ Z+
, ÿâ-

ëÿþùèõñÿ ñòåïåíÿìè f è f−1
ó ïîòåíöèàëüíî ñõîäÿùèõñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ k è l íå ìîãóò

áûòü îãðàíè÷åííûìè îäíîâðåìåííî.

Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ êëàññè�èêàöèÿ íå çàâèñèò îò âû-

áîðà x, òàê êàê ïåðåõîä íà ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó èç O(x)
ïðèâîäèò ê êîíå÷íîìó èçìåíåíèþ k è l.

Ïóñòü â ïîòåíöèàëüíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òî÷åê èç O(x) k îãðàíè÷åíî. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ α̂⊥(x),
åñëè ïðåäåë òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò, òî îí

ïðèíàäëåæèò α̂⊥(x). Áîëåå òîãî, èç òàêîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ �èêñèðîâàí-

íûì çíà÷åíèåì k = m, ïîýòîìó ïðåäåë òàêîé ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæèò α(fmx).
Àíàëîãè÷íî, åñëè l îãðàíè÷åíî, òî, åñëè ïðåäåë òàêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò, òî îí ïðèíàäëåæèò ω̂⊥(x),
è, áîëåå òîãî, f−m(ω(x)) äëÿ íåêîòîðîãî m.
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Ïóñòü â ïîòåíöèàëüíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òî÷åê èç O(x) k è l íå îãðàíè÷åíû.
Åñëè â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîäóëü |l − k| îñòà-

åòñÿ îãðàíè÷åííûì, òî ïî îïðåäåëåíèþ ⊥̂(x), åñëè ïðåäåë

òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò, òî îí ïðèíàäëåæèò

⊥̂(x). Áîëåå òîãî, èç òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âû-
äåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ �èêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì

l − k = m, ïîýòîìó ïðåäåë òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïðèíàäëåæèò ⊥0(fmx).
Åñëè â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l−k ñòðåìèòñÿ ê +∞,

òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ

α̂⊥(x). Ïîýòîìó, åñëè ïðåäåë òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñó-
ùåñòâóåò, òî îí ïðèíàäëåæèò α̂⊥(x).

Åñëè â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l−k ñòðåìèòñÿ ê −∞,

òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ

è ω̂⊥(x). Ïîýòîìó, åñëè ïðåäåë òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñóùåñòâóåò, òî îí ïðèíàäëåæèò ω̂⊥(x).
Óêàçàííûìè âîçìîæíîñòÿìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå âàðè-

àíòû ïîòåíöèàëüíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî-

÷åê èç O(x), è âñå ýòè âàðèàíòû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

α̂⊥(x)∪
⋃

n∈Z
⊥0 (fn (x))∪ ω̂⊥(x), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

�

Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû â ñëó÷àå, åñ-

ëè ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, òî âñå ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè èìåþò ïðåäåë, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, ãäå l − k ñòðåìèòñÿ ê +∞, ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â îïðåäåëåíèÿõ α̂(x) è ⊥̂(x), è åå ïðå-

äåë ïðèíàäëåæèò α̂(x)∩⊥̂(x). Àíàëîãè÷íî, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ãäå l − k ñòðåìèòñÿ ê −∞, ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â îïðåäåëåíèÿõ ω̂(x) è ⊥̂(x), è åå ïðå-

äåë ïðèíàäëåæèò α̂(x) ∩ ⊥̂(x).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ω̂(x) ⊆ ω̂⊥(x) è α̂(x) ⊆ α̂⊥(x).
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�àçëîæåíèå qlim(x) = α̂⊥(x) ∪
⋃

n∈Z
⊥0 (fn (x)) ∪ ω̂⊥(x)

èç òåîðåìû 3.56 ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòèâíûì ðàçëîæåíèåì

ïîòåíöèàëüíî ñõîäÿùèõñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê

øèðîêîé òðàåêòîðèè. Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà áóäóò ðàçëè÷íû. Êàê

ïîêàçûâàþò ïðèìåðû ýòîé ãëàâû, â îáùåì ñëó÷àå ýòî ðàç-

ëè÷íûå ìíîæåñòâà. Îäíàêî íè÷åãî íå çàïðåùàåò ýòèì ìíî-

æåñòâàì ïåðåñåêàòüñÿ, ñîâïàäàòü, èëè âûðîæäàòüñÿ â ïó-

ñòîå ìíîæåñòâî.

Óïðàæíåíèå 3.57. Ïîñòðîèòü ïðèìåð îòîáðàæå-

íèÿ, ó êîòîðîãî α̂⊥(x) = α(x) = ω(x) = ω̂⊥(x) äëÿ íåêî-

òîðîãî x.

3.7. �åêóððåíòíûå òî÷êè øèðîêîé òðàåêòîðèè.

Â ñëó÷àå ãîìåîìîð�èçìîâ ðåêóððåíòíûå òî÷êè äåëÿò-

ñÿ òîëüêî íà α-, è ω-ðåêóððåíòíûå òî÷êè, òàê êàê äëÿ òðà-
åêòîðèè ãîìåîìîð�èçìà åñòü òîëüêî äâà íàïðàâëåíèÿ, ñ

êîòîðûõ îíà ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ íà ñåáå.

Ó âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ ñ åãî øèðîêîé òðàåêòî-

ðèåé, ñîñòîÿùåé èç òî÷åê f−k ◦ f l(x), òàêèõ íàïðàâëåíèé

áåñêîíå÷íî ìíîãî. Íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå α̂⊥
-ðåêóððåíò-

íîñòè ïîêðûâàåò ñðàçó áåñêîíå÷íî ìíîãî òîïîëîãè÷åñêè

ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðåêóððåíòíîñòè, äëÿ êîòîðûõ â ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê f−k ◦ f l(x) ïàðàìåòð k ñòðåìèòñÿ
ê ∞, è êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ïîâåäåíèåì ïàðàìåòðà l.

Îïðåäåëåííûå ðàíåå ïîíÿòèÿ ω-, è α- ðåêóððåíòíîñòè
áûëè òîëüêî ñïåöèàëüíûìè ñëó÷àÿìè, êîãäà òî÷êè òðàåê-

òîðèè äîëæíû áûëè íàêàïëèâàòüñÿ íà íåé â �ïðîøëîì�

èëè �áóäóùåì�, õîòÿ îíè ìîãóò ýòî äåëàòü è â �äîïîëíè-

òåëüíîì èçìåðåíèè�.

Äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå äëÿ âñåâîçìîæíûõ âàðèàí-

òîâ ðåêóððåíòíîñòè òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè.
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3.7.1. Êâàçèðåêóððåíòíûå òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 3.58. Íàçîâåì òî÷êó x ðåãóëÿðíî

êâàçèðåêóððåíòíîé òî÷êîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷-

êîé íàêîïëåíèÿ ñâîåé øèðîêîé òðàåêòîðèè Of(x).

Ëåììà 3.59. Åñëè âïîñëåäñòâèè �èêñèðîâàííàÿ òî÷-

êà âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíî êâà-

çèðåêóððåíòíîé, òî îíà α-ðåêóððåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà x âíóòðåííåãî ýïè-

ìîð�èçìà ÿâëÿåòñÿ êâàçèðåêóððåíòíîé. Òîãäà íàéäåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê yi ∈ O(x), yi 6= x, ñõîäÿùàÿñÿ ê

x. Ïîñêîëüêó x � âïîñëåäñòâèè �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà, òî

íàéäåòñÿ n > 0 òàêîå, ÷òî fn(x) � �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà.

Ïîñêîëüêó yi ∈ O(x) ñõîäèòñÿ ê x, òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü fn(yi) ∈ O(fn(x)) ñõîäèòñÿ ê fn(x). Íî, ïîñêîëüêó
fn+k(x) = fn(x), òî íà ñàìîì äåëå fn(yi) ∈ O−(fn(x)).
Äàëåå, ïîñêîëüêó òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðîîáðàçîâ

òî÷êè fn(x), òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.31, â îêðåñòíîñ-

òè òî÷êè x íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç O−(x),
ñõîäÿùàÿñÿ ê x. Íî òîãäà x � α-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà. �

Èç îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ 3.47 ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 3.60. Åñëè x � ðåãóëÿðíî êâàçèðåêóð-

ðåíòíàÿ òî÷êà, òî O(x) ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíî êâàçèðå-

êóððåíòíûõ òî÷åê.

Òðàåêòîðèþ ðåãóëÿðíî êâàçèðåêóððåíòíîé òî÷êè áó-

äåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíî êâàçèðåêóððåíòíîé òðàåêòîðèåé.

Ñëåäñòâèå 3.61. Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíî êâàçèðåêóð-

ðåíòíûõ òî÷åê, à òàêæå ìíîæåñòâî òî÷åê, íå ÿâëÿþ-

ùèõñÿ êâàçèðåêóððåíòíûìè, òîòàëüíî èíâàðèàíòíî.

Õîòåëîñü áû îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî êâàçèðåêóððåíò-

íûõ òî÷åê òàê, ÷òîáû îíî âêëþ÷àëî â ñåáÿ ïåðèîäè÷åñêèå

òî÷êè, ïî àíàëîãèè ñ ãîìåîìîð�èçìàìè.
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Â ñëó÷àå ãîìåîìîð�èçìîâ ìíîæåñòâî ðåêóððåíòíûõ

òî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ìíîæåñòâî òî÷åê íàêîïëåíèÿ

áåñêîíå÷íûõ ïîëóòðàåêòîðèé O+(x) è O−(x), êîòîðûå ìî-
ãóò áûòü è âûðîæäåííûìè, ò.å. ñîäåðæàòü îäíè è òå æå

òî÷êè.

Ïîäîáíîå îïðåäåëåíèå ìîæíî áûëî áû äàòü è äëÿ âíóò-

ðåííèõ îòîáðàæåíèé. Íî ó âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî �áåñêîíå÷íûõ� íàïðàâëåíèé. Õîòü â òàêîì

âèäå äàòü îïðåäåëåíèå áûëî áû èäåéíî íå ñëîæíî, íî òåõ-

íè÷åñêè ãðîìîçäêî.

Ïîýòîìó ïðîñòî îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ðåêóððåíòíûõ

òî÷åê êàê îáúåäèíåíèå ðåãóëÿðíîãî è âûðîæäåííîãî ñëó-

÷àåâ.

Îïðåäåëåíèå 3.62. Íàçîâåì òî÷êó x êâàçèðåêóð-

ðåíòíîé òî÷êîé, åñëè îíà ðåãóëÿðíî êâàçèðåêóððåíò-

íàÿ, âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêàÿ èëè íåéòðàëüíî ïåðèî-

äè÷åñêàÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç QRec(f) ìíîæåñòâî êâàçèðåêóððåíò-
íûõ òî÷åê, à ÷åðåç QLim(f) � ìíîæåñòâî òî÷åê íàêîïëå-

íèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ, QRec(f) ⊂ QLim(f).
Äëÿ ãîìåîìîð�èçìîâ QRec(f) è QLim(f) ñîâïàäàþò ñ

ñîîòâåòñòâåííî Rec(f) è Lim(f), äëÿ ýïèìîð�èçìîâ æå,

âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû. Îäíàêî ïî îïðå-

äåëåíèþ Rec(f) ⊂ QRec(f) è Lim(f) ⊂ QLim(f).
�àññìîòðèì îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé êâàçèðåêóð-

ðåíòíîñòè, êîòîðûé ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

3.7.2. ⊥0
-ðåêóððåíòíûå òî÷êè.

�àññìîòðèì íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå òî÷êè � ìíîæåñòâî

O⊥
f (x). Åñòåñòâåííî, ÷òî ó áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, êà-

êèì â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå, áóäóò

òî÷êè íàêîïëåíèÿ. Íà ýòîì ìíîæåñòâå ìîæíî äàæå ââå-

ñòè ñâîé àíàëîã äèíàìèêè, ïî òèïó ìîíîòîííîãî óâåëè÷å-

íèÿ ìíîæåñòâ, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ÷àñòíûå íåéòðàëüíûå
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òðàåêòîðèè, è äàæå ïîñòðîèòü �íåéòðàëüíûå� àíàëîãè èí-

âàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ.

Íàïðèìåð, ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ �íåéòðàëü-

íûì� àíàëîãîì ðåêóððåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.63. Íàçîâåì òî÷êó x ⊥0
-ðåêóð-

ðåíòíîé

5

òî÷êîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ñâîåé ÷àñòíîé

íåéòðàëüíîé òðàåêòîðèè îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íàêîïëå-

íèÿ.

Åñëè f � âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ðàçëî-

æèìûì íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû (ñì. îïðåäåëåíèå 4.17),

òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùèå ëåììà:

Ëåììà 3.64. Åñëè x � ⊥0
-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà, òî

O(x) ñîñòîèò èç ⊥0
-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ O(x). Òîãäà íàéäóòñÿ

p, q ≥ 0, òàêèå, ÷òî y ∈ f−p ◦ f q(x). Ïóñòü (pi) � ÷àñòíàÿ

íåéòðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ x, ñõîäÿùàÿñÿ ê x. Òîãäà ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 2.35, â ìíîæåñòâå f−p◦f q((pi)) íàéäåòñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê y. Íî, ïî ïîñòðîåíèþ,

ýòà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ÷àñòíîé íåé-

òðàëüíîé òðàåêòîðèåé y. �

Ñëåäñòâèå 3.65. Ìíîæåñòâî ⊥0
-ðåêóððåíòíûõ òî-

÷åê òîòàëüíî èíâàðèàíòíî.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ⊥0
-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê ÷åðåç

Rec⊥(f). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Rec⊥(f) ⊂ Lim⊥(f).
Áîëåå ïîäðîáíî íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ è èõ ïðåäåëüíûå

ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçäåëå 5.

3.7.3. Øèðîêî ðåêóððåíòíûå òî÷êè. Êàê è â ñëó-

÷àå ñ øèðîêèìè ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè, ðàçäåëèì

ìíîæåñòâî êâàçèðåêóððåíòíûõ òî÷åê íà ïîäêëàññû.

5

Áóäåì ÷èòàòü �íåéòðàëüíî ðåêóððåíòíîé�.
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Îïðåäåëåíèå 3.66. Íàçîâåì òî÷êó x α̂⊥
-ðåêóð-

ðåíòíîé,

6

åñëè x ∈ α̂⊥(x).

Îïðåäåëåíèå 3.67. Íàçîâåì òî÷êó x ω̂⊥
-ðåêóð-

ðåíòíîé,

7

åñëè x ∈ ω̂⊥(x).

Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè x � α̂⊥
-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà èëè

ω̂⊥
-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà, òî òàêîâû è âñå òî÷êè O(x). Ïî-

ýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î α̂⊥
-ðåêóððåíòíîé òðàåêòîðèè è

α̂⊥
-ðåêóððåíòíîé òðàåêòîðèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R̂ec
−
(f) ìíîæåñòâî α̂⊥

-ðåêóððåíòíûõ

òî÷åê, è ÷åðåç R̂ec
+
(f) ìíîæåñòâî ω̂⊥

-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòè ìíîæåñòâà òîòàëüíî èíâàðèàíòíû.

Ïîñêîëüêó ω̂(x) ⊆ ω̂⊥(x) è α̂(x) ⊆ α̂⊥(x), òî îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî Rec−(f) ⊂ R̂ec
−
(f) è Rec+(f) ⊂ R̂ec

+
(f).

Êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 3.56,

QRec(f) = R̂ec
−
(f) ∪ Rec⊥(f) ∪ R̂ec

+
(f).

Îïðåäåëåíèå 3.68. Íàçîâåì òî÷êó x øèðîêî ðå-

êóððåíòíîé, åñëè x � α̂⊥
-ðåêóððåíòíàÿ èëè ω̂⊥

-ðåêóð-

ðåíòíàÿ òî÷êà.

Èçó÷èì ìíîæåñòâî øèðîêî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê ïî-

äðîáíåå.

3.7.4. Âïîñëåäñòâèè ðåêóððåíòíûå òî÷êè.

Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.5.1, òàêèå ñâîéñòâà, êàê, íà-

ïðèìåð, ñâîéñòâî áûòü ðåêóððåíòíîé òî÷êîé, íå ðàñïðî-

ñòðàíÿþòñÿ ïî âñåì òî÷êàì øèðîêîé òðàåêòîðèè.

Äàäèì åùå îäíî øàáëîííîå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íåêî-

òîðîå ñâîéñòâî X òî÷êè óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå (TPA), ò. å.

òàêîå, ÷òî åñëè îíî èìååò ìåñòî äëÿ òî÷êè x, òî îíî èìååò
ìåñòî è äëÿ f(x) (à çíà÷èò, è âñåõ òî÷åê èç O+(x)).

6

Áóäåì ïðîèçíîñèòü �øèðîêî àëü�à ðåêóððåíòíîé�.

7

Áóäåì ïðîèçíîñèòü �øèðîêî îìåãà ðåêóððåíòíîé�.
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Îïðåäåëåíèå 3.69. Íàçîâåì òî÷êó x âïîñëåäñòâèè
X, åñëè O+(x) ñîäåðæèò òî÷êó ñî ñâîéñòâîì X.

Ïîñêîëüêó âñå ÷àñòíûå òðàåêòîðèè èç O(x) èìåþò

íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, â O(x) äîñòàòî÷íî èìåòü îäíó òî÷êó
ñî ñâîéñòâîì X, óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìå (TPA), ÷òîáû

âñå åå òî÷êè áûëè âïîñëåäñòâèè X òî÷êàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.70. Åñëè O(x) ñîäåðæèò òî÷êó ñî

ñâîéñòâîì X, òî O(x) íàçîâåì âïîñëåäñòâèè X òðà-

åêòîðèåé.

Òàêîé øàáëîí ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âïîñëåäñòâèè α-
ðåêóððåíòíûå, âïîñëåäñòâèè ðåêóððåíòíûå òî÷êè,

òðàåêòîðèè è ò. ä. Ïðèìåð:

Îïðåäåëåíèå 3.71. Íàçîâåì òî÷êó x âïîñëåäñòâèè
ω-ðåêóððåíòíîé, åñëè O+(x) ñîäåðæèò ω-ðåêóððåíò-
íóþ òî÷êó. Øèðîêóþ òðàåêòîðèþ O(x) â òàêîì ñëó÷àå

íàçîâåì âïîñëåäñòâèè ω-ðåêóððåíòíîé òðàåêòîðè-

åé.

Âïîñëåäñòâèè ðåêóððåíòíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè

íàêîïëåíèÿ ñâîåé øèðîêîé òðàåêòîðèè:

Óòâåðæäåíèå 3.72. Ïóñòü x � âïîñëåäñòâèè ðåêóð-

ðåíòíàÿ òî÷êà. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-

÷åê èç O(x), ñõîäÿùàÿñÿ ê x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê x � âïîñëåäñòâèè ðåêóð-

ðåíòíàÿ òî÷êà, ∃k ≥ 0: fk(x) � ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà. Òîãäà

ïî îïðåäåëåíèþ íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê øè-

ðîêîé îðáèòû, ñõîäÿùàÿñÿ ê fk(x). Èç ëåììû 2.34 ñëåäó-

åò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðîîáðàçà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùàÿñÿ ê

x. �

Ñëåäñòâèå 3.73. Âïîñëåäñòâèè ðåêóððåíòíûå òî÷êè

ÿâëÿþòñÿ øèðîêî ðåêóððåíòíûìè.
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Ìíîæåñòâî øèðîêî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê íå èñ÷åðïû-

âàåòñÿ âïîñëåäñòâèè ðåêóððåíòíûìè òî÷êàìè. Èñïîëüçóÿ

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.56, âïîñëåäñòâèè ðåêóððåíòíûå

òî÷êè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ

ó ñõîäÿùèõñÿ ê íèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê øèðîêîé

òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (k, l)
ïàð ñòåïåíåé f è f−1

, k, l ∈ Z
+
, îãðàíè÷åíà ïî îäíîìó èç

ïàðàìåòðîâ.

Øèðîêî ðåêóððåíòíûå òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ âïîñëåä-

ñòâèè ðåêóððåíòíûìè òî÷êàìè, âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè

íàêîïëåíèè íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé.

Ëåììà 3.74. Åñëè O⊥(x) äëÿ íåêîòîðîãî n > 0 ñîäåð-

æèò òî÷êè èç f−n(O⊥(x)), òî x � ýòî ω̂⊥
-ðåêóððåíòíàÿ

òðàåêòîðèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â O⊥(x) ñîäåðæàòñÿ òî÷-

êè èç f−n(O⊥(x)), n > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîèçâîëü-

íîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè èç f−n(O⊥(x)) íàéäåòñÿ
ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç O⊥(x). Ñîãëàñ-
íî óòâåðæäåíèþ 2.35, îòîáðàæåíèÿ f−k ◦ fk

ïåðåâîäÿò

ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â îäíó èëè áîëåå

ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè

êàæäîé òî÷êè èç O⊥(f−n(x)) íàéäåòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç O⊥(x).
Ïðèìåíÿÿ fn

ê îêðåñòíîñòè O⊥(f−n(x)), ïîëó÷èì, ÷òî
â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè èç O⊥(x) íàéäåòñÿ ñõîäÿùàÿ-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç fn(O⊥(x)), â îêðåñòíîñòè
êàæäîé òî÷êè èç fn(O⊥(x)) íàéäåòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç f 2n(O⊥(x)), è òàê äàëåå. Îòñþäà è
ñëåäóåò èñêîìàÿ ω̂⊥

-ðåêóððåíòíîñòü. �

Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå:
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Ëåììà 3.75. Åñëè O⊥(x) äëÿ íåêîòîðîãî n > 0 ñîäåð-

æèò òî÷êè èç fn(O⊥(x)), n > 0, òî x � α̂⊥
-ðåêóððåíò-

íàÿ òðàåêòîðèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â O⊥(x) ñîäåðæàòñÿ òî÷-

êè èç fn(O⊥(x)), n > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîèçâîëü-

íîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè èç fn(O⊥(x)) íàéäåòñÿ
ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç O⊥(x). Ñîãëàñ-
íî óòâåðæäåíèþ 2.35, îòîáðàæåíèÿ f−k ◦ fk

ïåðåâîäÿò

ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â îäíó èëè áîëåå

ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè

êàæäîé òî÷êè èç O⊥(fn(x)) íàéäåòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç O⊥(x).
Ïðèìåíÿÿ f−n

ê îêðåñòíîñòè O⊥(fn(x)), ïîëó÷èì, ÷òî
â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè èç O⊥(x) íàéäåòñÿ ñõîäÿùàÿ-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç f−n(O⊥(x)), â îêðåñòíîñòè
êàæäîé òî÷êè èç f−n(O⊥(x)) íàéäåòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç f−2n(O⊥(x)), è òàê äàëåå. Îòñþäà

è ñëåäóåò èñêîìàÿ α̂⊥
-ðåêóððåíòíîñòü. �

3.8. Ïðèìåðû âïîñëåäñòâèè ðåêóððåíòíûõ è

âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Ïðèìåð 3.76. ĥk �ïðîñòàÿ íåîáðàòèìàÿ íàäñòðîéêà

íàä ãîìåîìîð�èçìîì îêðóæíîñòè h.

Ïîñòðîåíèå. Ïóñòü S1 = {z| ‖z‖ = 1} � ñòàíäàðòíàÿ

îêðóæíîñòü, h : S1 → S1
� åå ãîìåîìîð�èçì, Θk =

{εkn, n ≥ 0} � ìíîæåñòâî êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè

kn
, n ≥ 0 ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé.

Çàäàäèì íà S1 × Θk îòîáðàæåíèå

ĥk : (ϕ, εkn) 7→ (h(ϕ), εk
kn).
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Ïî îïðåäåëåíèþ, εkn

kn = 1, ïîýòîìó ëþáàÿ îêðóæíîñòü

èç S1×Θk îòîáðàæàåòñÿ íà S
1×{1} çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòå-

ðàöèé îòîáðàæåíèÿ ĥk. Åùå ãîâîðÿò, ÷òî äèíàìèêà îòîá-

ðàæåíèÿ ĥk ñî âðåìåíåì ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ íà S1 × {1}.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå êëàññè÷åñêèå èíâàðèàíòíûå

ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèÿ ĥk, òàêèå, êàê ìíîæåñòâî ïåðèî-

äè÷åñêèõ èëè ðåêóððåíòíûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåíû íà åäèí-

ñòâåííîé îêðóæíîñòè S1 × {1}.
×òî æå êàñàåòñÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, ââåäåííûõ â

äàííîì ðàçäåëå, òî ýòè ìíîæåñòâà ðàñïîëîæåíû íà êàæ-

äîé îêðóæíîñòè èç S1 × Θk.

Íàïðèìåð, åñëè ãîìåîìîð�èçì h îáëàäàåò ïåðèîäè÷å-

ñêèìè òî÷êàìè, òî èõ ïðîîáðàçû â S1 ×Θk îáðàçóþò ìíî-

æåñòâî âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, åñëè ãîìåîìîð-

�èçì h îáëàäàåò α-ðåêóððåíòíûìè òî÷êàìè, òî èõ ïðîîá-

ðàçû â S1 × Θk îáðàçóþò ìíîæåñòâî âïîñëåäñòâèè α-ðå-
êóððåíòíûõ òî÷åê è ò. ä. ✷

Ïðèìåð 3.77. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññè�èêàöèÿ âíóò-

ðåííèõ îòîáðàæåíèé ĥ âîñüìåðêè ñïåöèàëüíîãî âèäà,

ïîëó÷åííûõ êàê íàäñòðîéêà íàä ãîìåîìîð�èçìîì h îê-

ðóæíîñòè ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Ïîñòðîåíèå. Ïóñòü X = S1 ∨ S1
�áóêåò äâóõ îêðóæíîñ-

òåé. Íà êàæäîé îêðóæíîñòè çàäàíà óãëîâàÿ êîîðäèíàòà

ϕ ∈ [0, 2π). Íà ïåðâîé îêðóæíîñòè çàäàí íåêîòîðûé ãî-

ìåîìîð�èçì h : S1 → S1
, ó êîòîðîãî îáùàÿ òî÷êà áóêåòà

íåïîäâèæíà. Âòîðàÿ îêðóæíîñòü íàêðûâàåò áóêåò ñ ïîìî-

ùüþ ñëåäóþùåãî îòîáðàæåíèÿ. Îòðåçîê [0, π) âòîðîé îê-

ðóæíîñòè íàêðûâàåò âòîðóþ îêðóæíîñòü ñ ïîìîùüþ îòîá-

ðàæåíèÿ 2ϕ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Îòðåçîê [π, 2π) âòî-
ðîé îêðóæíîñòè íàêðûâàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü ñ ïîìî-

ùüþ îòîáðàæåíèÿ 2ϕ − π â ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíûõ

êîîðäèíàòàõ.
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Ïî ïîñòðîåíèþ, ëþáàÿ òî÷êà âòîðîé îêðóæíîñòè îòîá-

ðàæàåòñÿ íà ïåðâóþ îêðóæíîñòü çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðà-

öèé, ïîýòîìó, êàê è â ïðèìåðå 3.76, äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ

ĥ ñî âðåìåíåì ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ íà ïåðâîé îêðóæíîñòè.

Ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ ĥ íà ïåðâóþ îêðóæíîñòü åñòü

ãîìåîìîð�èçì h. Ñîãëàñíî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè�èêà-

öèè ãîìåîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè (ñì. ðàçäåë 7.2) ãîìåî-

ìîð�èçì îêðóæíîñòè ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñ òî÷íîñòüþ

äî òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñâîèì ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê è íàïðàâëå-

íèÿìè äâèæåíèÿ òî÷åê íà äîïîëíåíèè ê ìíîæåñòâó íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê. Ñîïîñòàâèì êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíî-

ñòè äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó íåïîäâèæíûõ òî÷åê çíàê '+'
èëè '−' â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷åê.

Íà âòîðîé îêðóæíîñòè ïðîîáðàçû ìíîæåñòâà íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê îáðàçóþò ìíîæåñòâî âïîñëåäñòâèè íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê, äîïîëíåíèå ê êîòîðîìó ñî âðåìåíåì îòîá-

ðàæàåòñÿ íà äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó íåïîäâèæíûõ òî-

÷åê ïåðâîé îêðóæíîñòè. Ýòî îòîáðàæåíèå èíäóöèðóåò íà

êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó

âïîñëåäñòâèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê çíàê '+' èëè '−'.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé óêà-

çàííîãî âèäà íàáîð èç ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê,

ìíîæåñòâà âïîñëåäñòâèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê è çíàêîâ

äîïîëíåíèé ê ýòèì ìíîæåñòâàì ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëî-

ãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Ëþáîå äðóãîå îòîáðàæåíèå áóêå-

òà, ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ è âïîñëåäñòâèè

íåïîäâèæíûõ òî÷åê ãîìåîìîð�íî èñõîäíîìó ñ ñîõðàíåíè-

åì çíàêîâ '+' è '−' íà äîïîëíåíèÿõ áóäåò òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæåíî èñõîäíîìó. ✷

3.9. Èòîãè ãëàâû.
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Â ýòîì ðàçäåëå áûëè äàíû îïðåäåëåíèÿ ðÿäà íîâûõ

ñïåöè�è÷åñêèõ äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé èíâàðèàíò-

íûõ ìíîæåñòâ è äîêàçàíû íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà. Âîçíè-

êàåò âîïðîñ: çà÷åì íóæíû ýòè îïðåäåëåíèÿ? Êàêóþ öåëü

ïðåñëåäóåò ââåäåíèå íîâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äëÿ

âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé?

Íà ýòîò âîïðîñ ëåãêî îòâåòèòü, åñëè ðàññìîòðåòü ïðè-

ìåðû. Óæå äëÿ îòîáðàæåíèé áóêåòà èç ïðèìåðà 3.77 ïîë-

íûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò ýòîãî êëàññà îòîáðàæåíèé

âêëþ÷àåò â ñåáÿ îïðåäåëåííîå â äàííîì ðàçäåëå ìíîæå-

ñòâî âïîñëåäñòâèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Îñíîâíûì ðåçóëü-

òàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåííàÿ â ãëàâå 7 òî-

ïîëîãè÷åñêàÿ êëàññè�èêàöèÿ íàêðûòèé îêðóæíîñòè. Êàê

áóäåò ïîêàçàíî, äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàí-

òîâ ýòîãî äîñòàòî÷íîãî ïðîñòîãî êëàññà âíóòðåííèõ îòî-

áðàæåíèé ïðèøëîñü çàäåéñòâîâàòü âåñü ââåäåííûé â äàí-

íîé ðàáîòå àïïàðàò íîâûõ ïîíÿòèé, âêëþ÷àÿ íåéòðàëü-

íî ðåêóððåíòíûå òî÷êè, ââåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå, íåé-

òðàëüíî áëóæäàþùèå òî÷êè, êîòîðûå áóäóò ââåäåíû â ãëà-

âå 4 è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííûå â äàííîé ðàáîòå íî-

âûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæå-

íèé âîçíèêàþò åñòåñòâåííî, âñëåäñòâèå ñïåöè�èêè èçó÷à-

åìîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ñòàâÿòñÿ è ðåøàþòñÿ çàäà÷è ïîèñêà

òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ è òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè�è-

êàöèè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé. Îäíà-

êî ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìíîãèõ òîïîëîãè÷åñêè èíâàðèàíò-

íûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìå-

òîäîâ, èìåþùèõ ñâîèì èñòî÷íèêîì òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì. Ïîýòîìó ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî åñëè äèíàìè÷åñêèå

ñèñòåìû, îáðàçîâàííûå âíóòðåííèìè îòîáðàæåíèÿìè, áó-

äóò âîçíèêàòü â êàêèõ-òî ïðèëîæåíèÿõ, òî ïîñòðîåííàÿ

òåîðèÿ áóäåò ïîëåçíà è äëÿ íèõ.



�ËÀÂÀ 4

Ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà èíâàðèàíòíûõ

íàáîðîâ îêðåñòíîñòåé.

4.1. Ââåäåíèå.

Â ýòîì ðàçäåëå ñòðîÿòñÿ ðàçëè÷íûå èíâàðèàíòíûå ìíî-

æåñòâà, ñâÿçàííûå ñ ïîâåäåíèåì îêðåñòíîñòåé òî÷åê ïîä

äåéñòâèåì èòåðàöèé âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé è èçó÷àþò-

ñÿ èõ ñâîéñòâà.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïî îòíîøå-

íèþ ê ñõîäÿùèìñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì òî÷åê âíóòðåííèå

îòîáðàæåíèÿ âûñòóïàþò �åäèíûì �ðîíòîì�, ãäå òîëüêî

áåñêîíå÷íîêðàòíûå îòîáðàæåíèÿ èìåþò ñâîþ ñïåöè�èêó.

Ïî îòíîøåíèþ æå ê èòåðàöèÿì îêðåñòíîñòåé, äëÿ ðàçíûõ

êëàññîâ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé èõ ñâîéñòâà íà÷èíàþò

çíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ ìåæäó ñîáîé.

Â êà÷åñòâå ýòàëîíà äëÿ ñâîéñòâ âíóòðåííèõ îòîáðàæå-

íèé âûáðàíû äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, îáðàçîâàííûå ðàç-

âåòâëåííûìè íàêðûòèÿìè êîìïàêòíûõ çàìêíóòûõ ìíîãî-

îáðàçèé. Äëÿ ñâîéñòâ, êîòîðûå èìåþò ìåñòî äëÿ ðàçâåòâ-

ëåííûõ íàêðûòèé êîìïàêòíûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé,

íî íå èìåþò ìåñòà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âíóòðåííèõ îòîáðà-

æåíèé, áóäóò íàéäåíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîèçâîëüíîå âíóò-

ðåííåå îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðûõ ýòî ñâîéñòâî äëÿ íåãî

âûïîëíÿåòñÿ.

Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ îãðàíè÷åíèé ïîçâîëÿåò âûäåëèòü

ïîäêëàññ �õîðîøèõ� âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå ïî

82
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ñâîèì äèíàìè÷åñêèì ñâîéñòâàì áóäóò ïîäîáíû ðàçâåòâ-

ëåííûì íàêðûòèÿì êîìïàêòíûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðà-

çèé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ïî÷åìó áû ñðàçó íå èçó÷àòü òîëü-

êî âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòíûõ çàìêíóòûõ ìíî-

ãîîáðàçèé? Äåëî â òîì, ÷òî òàêîå îãðàíè÷åíèå íåîïðàâ-

äàííî ñóçèò êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæåíèé. Â íåãî

òîãäà íå ïîïàäóò òàêèå ïðîñòûå îòîáðàæåíèÿ, êàê ez
èëè

sin z, êîòîðûå çàäàíû íà íåêîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè, èëè

èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íå

ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿìè èëè äàæå ëîêàëüíî ñâÿçíû-

ìè ìíîæåñòâàìè, êàê èíâàðèàíòíûå êàíòîðîâû ìíîæåñòâà

íàêðûòèé îêðóæíîñòè èç ðàçäåëà 7, êîòîðûå ïðè ýòîì ÿâ-

ëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè ïîäêëàññà �õîðîøèõ� âíóòðåííèõ

îòîáðàæåíèé.

4.1.1. Ñàìîïîäîáèå âäîëü òðàåêòîðèè ó ãîìåî-

ìîð�èçìîâ. Âàæíûì ñâîéñòâîì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,

îáðàçîâàííûõ ãîìåîìîð�èçìàìè, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ îä-

íîðîäíîñòü äèíàìèêè âäîëü òðàåêòîðèè (ñì. ðèñ. 4.1).

x f(x) fn(x)fn-1(x)

fn

f -n

f fU(x) fn(U(x))

�èñ. 4.1. Îêðåñòíîñòè òî÷åê òðàåêòîðèè ãî-

ìåîìîð�èçìà ýêâèâàëåíòíû.
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Åñëè èçó÷èòü äèíàìèêó îòîáðàæåíèÿ â îêðåñòíîñòè îä-

íîé òî÷êè x, ò. å. óñòàíîâèòü ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê è çà-

äàòü ðàçáèåíèå ýòîé îêðåñòíîñòè íà ìíîæåñòâà ñ ðàçëè÷-

íûìè äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, òî ýòî æå ðàçáèåíèå ãî-

ìåîìîð�íî è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ íà òðà-

åêòîðèè ïåðåíîñèòñÿ â îêðåñòíîñòü ëþáîé äðóãîé òî÷êè

òðàåêòîðèè òî÷êè x ñ ïîìîùüþ ñòåïåíåé f è f−1
. Ïîýòî-

ìó äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè â îêðåñòíîñòè òðàåêòîðèè äî-

ñòàòî÷íî èçó÷èòü åå â îêðåñòíîñòè îäíîãî åå ïðåäñòàâèòå-

ëÿ. Îòñþäà ñëåäóåò åñòåñòâåííàÿ èíâàðèàíòíîñòü ìíîãèõ

ìíîæåñòâ òî÷åê ñ ïîäîáíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè,

òàêèõ, êàê ìíîæåñòâà íåáëóæäàþùèõ èëè ïðåäåëüíûõ òî-

÷åê, è èñïîëüçîâàíèå òàêèõ êîíñòðóêöèé, êàê �óíäàìåí-

òàëüíûå îêðåñòíîñòè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé ñèòóà-

öèÿ â êîðíå èíàÿ. Ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ÷àñòíîé òðàåê-

òîðèè îòîáðàæåíèå íå îáÿçàíî áûòü ãîìåîìîð�èçìîì. Áî-

ëåå òîãî, åñëè âçÿòü îêðåñòíîñòü òî÷êè, òî ïîëó÷åííîå â

îáðàçå ìíîæåñòâî íå îáÿçàíî áûòü îêðåñòíîñòüþ, è, êàê

ïîêàçûâàåò ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ x2 + y2
, ñâîðà÷èâàþùåãî

îêðåñòíîñòü òî÷êè (0, 0) â áëèí÷èê, íå îáÿçàíî ñîäåðæàòü
íèêàêóþ îêðåñòíîñòü îáðàçà òî÷êè. Â ïðîîáðàçå îêðåñíî-

ñòè áóäåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî, íî ïðè ýòîì ñâÿçíîñòü ìî-

æåò íå ñîõðàíÿòüñÿ, à â ïðîîáðàçå ëþáîé òî÷êè ìîæåò

áûòü ïðîèçâîëüíî äèêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó

ó ïðîèçâîëüíûõ íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé îòîáðàæåíèå

â êàæäîé îêðåñòíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ óíèêàëü-

íûì.

Òåì íå ìåíåå, äàæå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåîáðàòèìûõ

îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâî òî÷åê ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èç-

ìà äîñòàòî÷íî áîëüøîå. À åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåîá-

ðàòèìîå îòîáðàæåíèå f âñþäó ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåî-

ìîð�èçìîì, òî ó òàêèõ îòîáðàæåíèé èñ÷åçàþò òðóäíîñòè,
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îïèñàííûå âûøå äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ íåîáðàòèìûõ

îòîáðàæåíèé.

4.1.2. Ñàìîïîäîáèå âäîëü øèðîêîé òðàåêòîðèè

äëÿ ëîêàëüíûõ ãîìåîìîð�èçìîâ. Ïóñòü f � ëîêàëü-

íûé ãîìåîìîð�èçì. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

x f(x) zfn-1(x)

f n

f fU(x)
U(z)

U(y)

y

f 
-m
 f
 n

 f mf

f

�èñ. 4.2. Ìàëûå îêðåñòíîñòè òî÷åê øèðî-

êîé òðàåêòîðèè ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà

ãîìåîìîð�íû.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ Of(p) òî÷-
êè p íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê f . Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ

òî÷åê x, y ∈ Of(p) íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè U(x) è U(y) è
ãîìåîìîð�èçì f ′

îäíîé îêðåñòíîñòè íà äðóãóþ, êîòîðûé

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîìïîçèöèþ ñòåïåíåé îòîáðàæåíèÿ f
è îòäåëüíûõ âåòâåé îòîáðàæåíèÿ f−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì òî÷êè x è y, ïðèíàä-
ëåæàùèå îäíîé øèðîêîé òðàåêòîðèè Of(p) (ñì. ðèñ. 4.2).
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Òàê êàê òî÷êè x è y, ïðèíàäëåæàò îäíîé øèðîêîé òðà-

åêòîðèè, òî íàéäóòñÿ ÷èñëà m ∈ N, n ∈ N è òî÷êà z òà-

êèå, ÷òî fn(x) = fm(y) = z. Òàê êàê f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íûì ãîìåîìîð�èçìîì â îêðåñòíîñòè Of(p), òî ó òî÷åê x
è y íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè U1(x) è U1(y), òàêèå, ÷òî f

n
è

fm
ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîð�èçìàìè â ñóæåíèè íà U1(x) è â

ñóæåíèè íà U1(y). Ïóñòü U(z) = fn(U1(x)) ∩ fm(U1(y)),
U(x) = U1(x)∩ f−n(U(z)), U(y) = U1(y)∩ f−m(U(z)). Òîãäà
f−m ◦ fn

� ãîìåîìîð�èçì ìåæäó U(x) è U(y). ïðè ÷åì ñî-

õðàíÿþùèé ðàçáèåíèå íà øèðîêèå òðàåêòîðèè, ïîñêîëüêó

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîìïîçèöèþ ñòåïåíåé îòîáðàæåíèÿ f è

îòäåëüíûõ âåòâåé îòîáðàæåíèÿ f−1
. �

Ïîýòîìó ó ëîêàëüíûõ ãîìåîìîð�èçìîâ ëîêàëüíàÿ äè-

íàìèêà âäîëü òðàåêòîðèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíîé.

Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ãîìåîìîð�èçìîâ, ñàìîïîäîáèå äè-

íàìèêè îòîáðàæåíèÿ âîçíèêàåò â îêðåñòíîñòè øèðîêîé

òðàåêòîðèè, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóïàðà-

ìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Íå óäèâèòåëüíî, ÷òî ïðè îïèñà-

íèè äèíàìèêè âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé åñòåñòâåííî âîç-

íèêàþò ðàçëè÷íûå �ðàêòàëüíûå ñòðóêòóðû.

Îòëè÷èå îò ãîìåîìîð�èçìîâ ñîñòîèò è â òîì, ÷òî äëÿ

ãîìåîìîð�èçìîâ ïîíÿòèÿ ÷àñòíîé òðàåêòîðèè è òðàåêòî-

ðèè ñîâïàäàþò, â òî âðåìÿ êàê äëÿ íåîáðàòèìûõ ëîêàëü-

íûõ ãîìåîìîð�èçìîâ ýòè ïîíÿòèÿ ðàçëè÷íû. Â ðåçóëüòà-

òå îòîáðàæåíèÿ èç ëåììû 4.1 ñîõðàíÿþò èíâàðèàíòíûå

ìíîæåñòâà, îïðåäåëåííûå â òåðìèíàõ øèðîêîé òðàåêòî-

ðèè, òàêèå, êàê ìíîæåñòâà âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêèõ

èëè íåéòðàëüíî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê, íî ìîãóò íå ñîõðà-

íÿòü èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà, îïðåäåëåííûå â òåðìèíàõ

÷àñòíîé òðàåêòîðèè. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèÿ èç ëåììû 4.1

ìîãóò îòîáðàçèòü ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó â âïîñëåäñòâèè ïå-

ðèîäè÷åñêóþ.

Çàìåòèì, ÷òî â ëåììå 4.1 ðàçìåð îêðåñòíîñòåé U1(y1) è
U2(y2), ìåæäó êîòîðûìè óñòàíàâëèâàåòñÿ ãîìåîìîð�èçì,
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âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê y1, y2. Íàïðèìåð,

ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûé ïîëèíîì z2 : S2 → S2
è èòåðà-

öèè îêðåñòíîñòè îòðåçêà [−α, α] × R, çàäàííîãî â ïîëÿð-

íûõ êîîðäèíàòàõ. Èòåðàöèè z2
ðàñòÿãèâàþò îòðåçîê êàê

[−2nα, 2nα] × R2n
, ïîýòîìó, êàêèì áû ìàëûì íå áûëî áû

÷èñëî α, ñî âðåìåíåì 2nα ñòàíåò áîëüøå π è ñóæåíèå z2

íà îêðåñòíîñòü ðàñòÿíóòîãî îòðåçêà óæå íå áóäåò ãîìåî-

ìîð�èçìîì. Ïîýòîìó, ÷åì áîëüøå èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ

ìåæäó òî÷êàìè øèðîêîé òðàåêòîðèè, òåì ìåíüøóþ íóæíî

áðàòü îêðåñòíîñòü, ÷òîáû îòîáðàçèòü åå ãîìåîìîð�èçìîì.

Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò, è äàëåå ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðèìåðû áóäóò ïîñòðîåíû, ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ó òî÷êè

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, òàêàÿ, ÷òî åå ìîæíî ñêîëü óãîäíî

äàëåêî ãîìåîìîð�íî îòîáðàçèòü âäîëü øèðîêîé òðàåêòî-

ðèè.

1

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé äèíà-

ìèêà îêðåñòíîñòåé ïîðîæäàåò ñâîè ñïåöè�è÷åñêèå èíâà-

ðèàíòû.

Âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì

ëîêàëüíûå ãîìåîìîð�èçìû, êëàññîì îòîáðàæåíèé, ó êî-

òîðûõ ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íå ïóñòî. Ïîýòîìó

ëîêàëüíûå ãîìåîìîð�èçìû â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê øèðîêîé

òðàåêòîðèè ñóùåñòâóþò íå âåçäå, à òîëüêî äëÿ ðåãóëÿðíûõ

òî÷åê.

Îäíàêî äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé è ñâîéñòâà øè-

ðîêèõ òðàåêòîðèé òå æå, ÷òî è ó ëîêàëüíûõ ãîìåîìîð�èç-

ìîâ, è, ÷òî âàæíî, ñîõðàíÿþòñÿ îêðåñòíîñòè: îáðàçîì îò-

êðûòîé ñâÿçíîé îêðåñòíîñòè ñíîâà áóäåò îòêðûòàÿ ñâÿç-

íàÿ îêðåñòíîñòü, à ïðîîáðàç äîñòàòî÷íî ìàëîé îòêðûòîé

ñâÿçíîé îêðåñòíîñòè, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà îòêðûòûå ñâÿçíûå îêðåñòíîñ-

òè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó ïðîîáðàçó.

1

Ê ïðèìåðó, ñóïåðáëóæäàþùèå òî÷êè, ñì. îïðåäåëåíèå 4.74.
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Ýòî ïîçâîëèò äàëåå åäèíîîáðàçíî �îðìóëèðîâàòü îïðå-

äåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ áëóæäàþùèõ è íåáëóæäàþùèõ ìíî-

æåñòâ, íå äåëàÿ ðàçëè÷èé ìåæäó øèðîêèìè òðàåêòîðèÿ-

ìè, öåëèêîì ñîñòîÿùèìè èç òî÷åê, â êîòîðûõ îòîáðàæåíèå

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì, è øèðîêèìè òðà-

åêòîðèÿìè, ñîäåðæàùèìè îñîáûå òî÷êè.

4.2. �àçëîæåíèå ïðîîáðàçà îêðåñòíîñòè ïî âåòâÿì

âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ.

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ

âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå äâó-

ìåðíîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Åñëè ó ðåãóëÿðíîé òî÷-

êè ýòîãî ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ âçÿòü äîñòàòî÷íî ìà-

ëóþ ε-îêðåñòíîñòü (ñâÿçíîå ìíîæåñòâî), òî ïðîîáðàç ýòîé
îêðåñòíîñòè îòíîñèòåëüíî ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ ðàñ-

ïàäàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî

êðàòíîñòè ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ. Ïðè ýòîì ñóæåíèå

ýòîãî ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ íà êàæäóþ èç êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîìåîìîð�èçì

ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà íà ñà-

ìó îêðåñòíîñòü.

Òàêîå ëîêàëüíîå ðàçëîæåíèå îòîáðàæåíèÿ íà ãîìåî-

ìîð�èçìû ïî âåòâÿì ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ ïîëåçíî

òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî ñâîäèòü äèíàìèêó ñëîæíîãî

íåîáðàòèìîãî îòîáðàæåíèÿ ê õîðîøî èçó÷åííîé äèíàìèêå

ãîìåîìîð�èçìîâ.

Õîòåëîñü áû ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî ðàç-

ëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ íà ãîìåîìîð�èçìû íà ïðîèçâîëü-

íûå âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ.

4.2.1. �àçëîæåíèå ïðîîáðàçà îêðåñòíîñòè íà ãî-

ìåîìîð�èçìû.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü f : M →M � âíóòðåííèé

ýïèìîð�èçì, U(x) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå
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f

�èñ. 4.3. Âåòâè âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ.

òî÷êó x. Íàáîð îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Vi íàçîâåì ðàçëî-

æåíèåì ïðîîáðàçà U(x) íà ãîìåîìîð�èçìû, åñëè

(1) ∪iVi = f−1 (U (x));
(2) êàæäîå ìíîæåñòâî Vi ñîäåðæèò â òî÷íîñòè

îäèí ïðîîáðàç òî÷êè x;
(3) ñóæåíèå f íà êàæäîå ìíîæåñòâî Vi ÿâëÿåòñÿ ãî-

ìåîìîð�èçìîì Vi íà åå îáðàç f(Vi) ⊂ U(x).

�îìåîìîð�èçìû, ÿâëÿþùèåñÿ ñóæåíèÿìè âíóòðåííå-

ãî îòîáðàæåíèÿ f íà ñîîòâåòñòâóþùèå îêðåñòíîñòè Wi(y),
áóäåì íàçûâàòü âåòâÿìè îòîáðàæåíèÿ f−1

â îêðåñòíîñòè

U(x).
Åñëè f : M → M � âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì, à x íå

ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îñîáîé òî÷êè f , òî f âñåãäà äîïóñêàåò

ðàçëîæåíèå ïðîîáðàçà íà ãîìåîìîð�èçìû â îêðåñòíîñòè
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U(x), â êà÷åñòâå êîòîðîé ìîæíî âçÿòü îáúåäèíåíèå îáðà-

çîâ îêðåñòíîñòåé ëîêàëüíîé ãîìåîìîð�íîñòè òî÷åê ïðî-

îáðàçà. Åñëè M � ëîêàëüíî ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñ-

òðàíñòâî, òî Vi, à ñëåäîâàòåëüíî, è U(x), ìîæíî âûáðàòü
ñâÿçíûìè.

Çàìå÷àíèå 4.3. Ïîñêîëüêó âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì

ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì, òî â ðàçëîæåíèè ïðîîáðàçà íà

ãîìåîìîð�èçìû îêðåñòíîñòü U(x) è ìíîæåñòâà Vi ìîæ-

íî âûáðàòü òàê, ÷òî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü f : M → M � êîíå÷íîêðàòíûé

âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì, à òî÷êà x íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

èçìåíåíèÿ ÷èñëà ïðîîáðàçîâ

2

. Òîãäà äëÿ òî÷êè x íàéäåò-

ñÿ îêðåñòíîñòü U(x) è ðàçëîæåíèå Vi ïðîîáðàçà U(x) íà
ãîìåîìîð�èçìû, òàêèå, ÷òî ∀Vi: f(Vi) = U(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó x íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì

îñîáîé òî÷êè f , f−1(x) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê,
â êàæäîé èç êîòîðûõ f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîð-

�èçìîì. Ó êàæäîé òî÷êè yi ∈ f−1(x) îáîçíà÷èì ÷åðåç

Wi(y) îêðåñòíîñòü, â ñóæåíèè íà êîòîðóþ f ÿâëÿåòñÿ ãî-

ìåîìîð�èçìîì. Ïîëîæèì U ′(x) = ∩if (Wi (y)). Ïîëîæèì
W ′

i (y) = Wi(y) ∩ f−1(U ′(x)).
�àññìîòðèì ìíîæåñòâî ∆ = f−1(U ′(x))\∪y∈f−1(x)W

′
i (y).

Ïî ïîñòðîåíèþ, f(∆) íå ñîäåðæèò òî÷êó x. Áîëåå òîãî,

f(∆) òîæå íå ñîäåðæèò òî÷êó x, ïîñêîëüêó èíà÷å x � òî÷-

êà èçìåíåíèÿ ÷èñëà ïðîîáðàçîâ.

Ïîëîæèì U ′′(x) = U ′′(x) \ f(∆). Ïîëîæèì W ′′
i (y) =

W ′
i (y) ∩ f−1(U ′′(x)). Ïî ïîñòðîåíèþ,

f−1(U ′′(x)) \ ∪y∈f−1(x)W
′′
i (y) = ∅.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ U ′′(x) ÿâëÿåòñÿ èñêî-
ìîé îêðåñòíîñòüþ. �

2

Îïðåäåëåíèå 2.39. (â ÷àñòíîñòè, x íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îñîáîé

òî÷êè f)



Èíâàðèàíòíûå íàáîðû îêðåñòíîñòåé 91

f

f

�èñ. 4.4. Ïðîîáðàç íàêðûòèÿ è ïðîîáðàç â

îáùåì ñëó÷àå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîíå÷íîêðàòíûõ ëîêàëüíûõ ãîìåî-

ìîð�èçìîâ åäèíñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ ðàçëîæåíèÿ ïðîîáðàçà íà ãîìåîìîð�èçìû ÿâëÿþòñÿ

ðåãóëÿðíûå òî÷êè èçìåíåíèÿ ÷èñëà ïðîîáðàçîâ.

Äëÿ íàêðûòèé ìíîãîîáðàçèé äëÿ êàæäîé òî÷êè x ìíî-
ãîîáðàçèÿ ïðîîáðàç åå îêðåñòíîñòè ñîñòîèò èç îêðåñòíîñ-

òåé åå ïðîîáðàçîâ (ñì. ðèñ. 4.4). Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïðî-

îáðàç ìîæåò öåïëÿòü êàêèå-òî äðóãèå îêðåñòíîñòè, íå ñî-

äåðæàùèå ïðîîáðàçîâ òî÷êè x, îäíàêî, åñëè òî÷êà x íå ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé èçìåíåíèÿ ÷èñëà ïðîîáðàçîâ, îò ýòèõ ëèø-

íèõ êîìïîíåíò ïðîîáðàçà ìîæíî èçáàâèòüñÿ, ïðîñòî ñóçèâ

îêðåñòíîñòü.

Äëÿ áåñêîíå÷íîêðàòíûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ëåì-

ìà 4.4, âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå âåðíà, äàæå åñëè òî÷êà x íå
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé èçìåíåíèÿ ÷èñëà ïðîîáðàçîâ. �àññìîòðèì

íà ïðèìåðàõ, èç-çà ÷åãî óòâåðæäåíèå ëåììû 4.4 ìîæåò íà-

ðóøàòüñÿ.

Îïðåäåëèì ýòî óòâåðæäåíèå êàê óñëîâèå, íàëàãàåìîå

íà îòîáðàæåíèå. Ïóñòü ïðîîáðàç òî÷êè x ñîñòîèò èç òî÷åê
ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà îòîáðàæåíèÿ f .
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Îïðåäåëåíèå 4.5. Ñêàæåì, ÷òî îêðåñòíîñòü U(x)
òî÷êè x äîïóñêàåò ëîêàëüíîå ãîìåîìîð�íîå ïîäíÿòèå â

êàæäûé ïðîîáðàç òî÷êè x, åñëè íàéäåòñÿ ðàçëîæåíèå

Vi ïðîîáðàçà U(x) íà ãîìåîìîð�èçìû, òàêèå, ÷òî ∀Vi:

f(Vi) = U(x).

Íàçîâåì îòîáðàæåíèå f îáðàòíî ëîêàëüíûì ãîìåî-

ìîð�èçìîì â òî÷êå x, åñëè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U(x)
òî÷êè x, êîòîðàÿ äîïóñêàåò ëîêàëüíîå ãîìåîìîð�íîå ïîä-
íÿòèå â êàæäûé ïðîîáðàç òî÷êè x.

∞

�èñ. 4.5. Ê ïðèìåðó 4.6

Ïðèìåð 4.6. Ïðèìåð ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà, íå

ÿâëÿþùåãîñÿ îáðàòíî ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì.

Ïîñòðîåíèå. Ïóñòü ìíîæåñòâî A çàäàíî íà ïëîñêîñòè

êàê îáúåäèíåíèå îñè y = 0 è íàáîðà îòðåçêîâ {(x, y)|x ∈
(− 1

n
, 1

n
), y = n}, n > 0 (�èñ. 4.5). Âîçüìåì ñ÷åòíîå ÷èñ-

ëî ìíîæåñòâ À, íàïðèìåð, ðàçìåñòèâ èõ â R3
, èñïîëüçóÿ

öåëûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû z (z ∈ Z+
).

Çàäàäèì îòîáðàæåíèå f êàê ïðîåêöèþ À íà îñü y = 0 ïðè
z = 0 è êàê ñäâèã z 7→ z−1 ïðè z > 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f
â òî÷êå (0, 0, 0) íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíî ëîêàëüíûì ãîìåîìîð-

�èçìîì. ✷



Èíâàðèàíòíûå íàáîðû îêðåñòíîñòåé 93

Ïðèìåð 4.6 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íàãëÿäíûì, îäíàêî

â ýòîì ïðèìåðå ìíîæåñòâî A íåñâÿçíî, ÷òî íàòàëêèâàåò

íà íåïðàâèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, áóäòî äëÿ ñâÿçíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà óñëîâèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ. Îäíàêî ýòî íå

òàê, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

∞

�èñ. 4.6. Ê ïðèìåðó 4.7

Ïðèìåð 4.7. Ïðèìåð ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà, íå

ÿâëÿþùåãîñÿ îáðàòíî ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì. çà-

äàííîãî íà ëèíåéíî ñâÿçíîì ìíîæåñòâå.

Ïîñòðîåíèå. Ïóñòü ìíîæåñòâî C çàäàíî íà ïëîñêîñòè

êàê îáúåäèíåíèå îñè y = 0 è íàáîðà îòðåçêîâ ABk, ãäå

òî÷êà A èìååò êîîðäèíàòû (−1, 0), à òî÷êè Bk � ( 1
k
, k),

k > 0 (�èñ. 4.5). Âîçüìåì ñ÷åòíîå ÷èñëî ýêçåìïëÿðîâ ìíî-

æåñòâà C 
 èíäóöèðîâàííîé ñ R2
òîïîëîãèåé, ïðîíóìåðî-

âàâ èõ öåëûìè n ≥ 0. íàçîâåì èõ C0 . . . Cn . . . . Çàäàäèì
îòîáðàæåíèå f êàê ïðîåêöèþ C0 íà îñü y = 0 ïðè n = 0 è

êàê òîæäåñòâåííûé îòíîñèòåëüíî C ñäâèã Cn 7→ Cn−1 ïðè

n > 0.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f â òî÷êå (0, 0) ìíîæåñòâà C0 íå ÿâ-

ëÿåòñÿ îáðàòíî ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì. Îäíàêî ìíî-

æåñòâî ∪iCi íåñâÿçíî. Îòîæäåñòâèì â êàæäîì Ci òî÷êó A.
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Ïîëó÷åííîå �àêòîð-ìíîæåñòâî C̃ ëèíåéíî ñâÿçíî, è f èí-

äóöèðóåò íà C̃ îòîáðàæåíèå f̃ , êîòîðîå è äàåò èñêîìûé

ïðèìåð. ✷

4.2.2. �àçëîæåíèå ïðîîáðàçà îêðåñòíîñòè îáðà-

çà îñîáûõ òî÷åê.

Óòâåðæäåíèå 4.1 ïîçâîëÿåò ñâîäèòü ëîêàëüíóþ äèíà-

ìèêó âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ ê ãîìåîìîð�èçìàì. Îäíà-

êî îíî îïèñûâàåò òîëüêî øèðîêèå òðàåêòîðèè, íå ñîäåðæà-

ùèå îñîáûõ òî÷åê. Â òî æå âðåìÿ íèêóäà íå äåòüñÿ îò òîãî

�àêòà, ÷òî âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ìîãóò èìåòü îñîáûå

òî÷êè. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå óäîáíî èìåòü ëîêàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå äèíàìèêè îòîáðàæåíèÿ â îêðåñòíîñòè øèðîêîé

òðàåêòîðèè è â ñëó÷àå øèðîêîé òðàåêòîðèè, ñîäåðæàùåé

îñîáûå òî÷êè.

Ïðè ýòîì, íà ñàìîì äåëå, áåç ëîêàëüíîé ãîìåîìîð�íî-

ñòè ìîæíî îáîéòèñü. Ñóòü ëîêàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äè-

íàìèêè îòîáðàæåíèÿ â îêðåñòíîñòè øèðîêîé òðàåêòîðèè

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè y øèðîêîé òðà-
åêòîðèè òî÷êè x ìîæíî íàéòè îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x
è ïî íåé ïîñòðîèòü îêðåñòíîñòü U ′(y) òî÷êè y, òàêóþ, ÷òî
îêðåñòíîñòü U ′(y) íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê øèðîêîé òðà-
åêòîðèè òî÷êè x, à ñóæåíèå f íà U ′(y) îáëàäàåò äîïîëíè-
òåëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Ê ïðèìåðó, ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

áëóæäàþùåé òî÷êè (ñì. îïðåäåëåíèÿ 4.38, 4.41 è 4.42):

Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè ó

íåå íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U(x) òàêàÿ, ÷òî U(x) íå ïåðå-

ñåêàåòñÿ ñ åå îáðàçîì è ïðîîáðàçîì ëþáîé ñòåïåíè. Ýòî

îïðåäåëåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîãî íåîáðàòè-

ìîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì îò îòîáðàæåíèé fn
è f−n

íå

òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè áûëè ãîìåîìîð�èçìàìè â ñóæåíèè

íà U(x), à îáðàçû è ïðîîáðàçû U(x) ìîãóò áûòü �ïëîõèìè�
ìíîæåñòâàìè.
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Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå áëóæäàþùåé òî÷êè äàíî â

òåðìèíàõ ÷àñòíîé òðàåêòîðèè, à íå øèðîêîé òðàåêòîðèè, è

íå ïîçâîëÿåò ñâÿçûâàòü ñ ðàçíûìè òî÷êàìè øèðîêîé òðà-

åêòîðèè ðàçíûå îêðåñòíîñòè. Äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæå-

íèé, åñëè âûáðàòü îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x, òî åå ïåðå-

íîñ ê òî÷êàì ïåðåäíåé ïîëóòðàåêòîðèè O+(x) ñ ïîìîùüþ
îòîáðàæåíèé fn

íå âûçûâàåò ïðîáëåì. Ïðîáëåìû âîçíèêà-

þò äëÿ îñòàëüíûõ òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè, ïîñêîëüêó

îòîáðàæåíèÿ f−n
ìíîãîçíà÷íûå.

×òîáû èçáåãàòü ïðÿìîé ðàáîòû ñ âåòâÿìè ìíîãîçíà÷-

íûõ îòîáðàæåíèé f−n
, íóæíû ïðîñòûå ìåõàíèçìû ñâÿçû-

âàíèÿ ÷àñòè ïðîîáðàçà îêðåñòíîñòè U(x) ñ êàæäûì ïðîîá-

ðàçîì òî÷êè x.
Â ñëó÷àå ëåììû 4.4 äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èñ-

ïîëüçîâàëîñü òî, ÷òî åñëè îêðåñòíîñòü U(x) äîñòàòî÷íî

ìàëà, òî åå ïðîîáðàç ìîæíî ïîêðûòü îêðåñòíîñòÿìè, íà

êîòîðûõ îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èç-

ìîì, òàê, ÷òî ïîëó÷åííîå ïîêðûòèå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðàç-

ëîæåíèåì.

Îäíàêî ýòî íå åäèíñòâåííûé ìåõàíèçì, ïîçâîëÿþùèé

èçáåãàòü ïðÿìîé ðàáîòû ñ âåòâÿìè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðà-

æåíèé. Ñðåäè àëüòåðíàòèâíûõ ìåõàíèçìîâ � ðàçáèåíèå

ïðîîáðàçà íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Åñëè X � ëîêàëüíî

ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à f � êîíå÷íîêðàò-

íîå îòîáðàæåíèå, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè

U(x) åå ïðîîáðàç îòíîñèòåëüíî fn
ðàñïàäåòñÿ íà êîìïî-

íåíòû ñâÿçíîñòè, òàêèå, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíî-

ñòè ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó èç f−n(x), è åñëè ýòà òî÷-
êà íåîñîáàÿ, òî ñóæåíèå fn

íà ýòó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.

Â ñëó÷àå, êîãäà f � áåñêîíå÷íîêðàòíîå îòîáðàæåíèå,

òî, êàê è â ñëó÷àå, êîãäà f � ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì

(ëåììà 4.4), ìû íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå
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òàêîãî ðàçëîæåíèÿ â öåëîì, íî ìîæåì îòäåëèòü ëþáûå äâå

òî÷êè èç ïðîîáðàçà.

Ïåðâûé ìåõàíèçì ãîäèòñÿ äëÿ ëþáûõ ïðîñòðàíñòâ,

íî òðåáóåò ñïåöèàëüíûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé � ëî-

êàëüíûõ ãîìåîìîð�èçìîâ. Âòîðîé ìåõàíèçì ïîäõîäèò äëÿ

ëþáûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé, íî ðàáîòàåò òîëüêî íà

ëîêàëüíî ñâÿçíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ìîæíî

çàäåéñòâîâàòü è äðóãèå àëüòåðíàòèâíûå ìåõàíèçìû, íà-

ïðèìåð, ðàçëîæåíèå íà ìåòðè÷åñêè áëèçêèå êîìïîíåíòû.

Êàê ïðàâèëî, äàëåå â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ áóäåò èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèå ïðîîáðàçà îêðåñòíîñòè íà êîì-

ïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Íî, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå êîíêðåò-

íûõ ìåõàíèçìîâ ðàçëîæåíèÿ ïðîîáðàçà íà îêðåñòíîñòè òî-

÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè ìîæåò íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ

íà ïðîñòðàíñòâî è îòîáðàæåíèå, áóäåì èçáåãàòü ÿâíîãî èõ

óêàçàíèÿ.

Âìåñòî ýòîãî äàäèì àáñòðàêòíîå îïðåäåëåíèå ðàçëîæå-

íèÿ ïðîîáðàçà íà îêðåñòíîñòè òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè,

îïèñûâàþùåå ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû õîòèì ïîëó÷èòü òåì

èëè èíûì ñïîñîáîì.

Îïðåäåëåíèå 4.8. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ′(y) òî÷-
êè y, y ∈ f−n(x) íàçîâåì ëîêàëüíûì ïðîîáðàçîì îêðåñò-

íîñòè U(x) òî÷êè x, åñëè

(1) fn(U ′(y)) = U(x);
(2) U ′(y) íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê èç øèðîêîé òðà-

åêòîðèè O(x), êðîìå y;
(3) U ′(y) ñâÿçíî, åñëè U(x) ñâÿçíî;
(4) fn|U ′(y) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì íà U(x), åñëè

y � íåîñîáàÿ òî÷êà.

Ëåììà 4.9. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíîå âíóòðåííåå

îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x, y, òàêèõ,
÷òî fn(y) = x, íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà U ′(y) è U(x) òàêèå,
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÷òî U ′(y) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ïðîîáðàçîì îêðåñòíîñòè

U(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f � äèñêðåòíî, íàé-

äåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè y U1(y), íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ

òî÷åê èç O(x). Eñëè y � íåîñîáàÿ òî÷êà, òî ñóçèì U1(y),
âçÿâ ïåðåñå÷åíèå U1(y) ñ îêðåñòíîñòüþ, â êîòîðîé f ÿâëÿ-

åòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì íà U(x). Åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿç-

íàÿ êîìïîíåíòà y C(y) èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü, î

äîïîëíèòåëüíî âîçüìåì ïåðåñå÷åíèå ñ ýòîé âíóòðåííîñòüþ

U2(y) = IntC(y) ∩ U1(y), çàòåì âîçüìåì ñâÿçíóþ êîìïî-

íåíòó ìíîæåñòâà f−n ◦ fn(U2(y), ñîäåðæàùóþ òî÷êó y.
Ïîëó÷åííóþ îêðåñòíîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç U ′(y).

Ïóñòü U(x) = fn(U ′(y)). Ïî ïîñòðîåíèþ, U ′(y) è U(x)
ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè îêðåñòíîñòÿìè. �

Ëåììà 4.10. Ïóñòü f : M → M � êîíå÷íîêðàòíûé

âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì, Òîãäà äëÿ òî÷êè x íàéäåòñÿ

îêðåñòíîñòü U(x) è ðàçëîæåíèå Vi ìíîæåñòâà f−1(U(x))
íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû U(x) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.8.

Äîêàçàòåëüñòâî. f−1(x) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
òî÷åê yi, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñîãëàñíî ëåììå 4.9 íàé-

äóòñÿ ìíîæåñòâà U ′(yi) è Ui(x) òàêèå, ÷òî U ′(yi) ÿâëÿ-

åòñÿ ëîêàëüíûì ïðîîáðàçîì îêðåñòíîñòè Ui(x). Ïîëîæèì
U(x) = ∩if (Ui (yi)). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ

U(x) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé îêðåñòíîñòüþ. �

Çàìåòèì, ÷òî ëåììà 4.9 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ëî-

êàëüíûõ ïðîîáðàçîâ îêðåñòíîñòè, íî íå êîíñòðóêòèâíà â

ïëàíå èõ ïîñòðîåíèÿ. Â ðåàëüíûõ ïðèìåðàõ íàì è äàëåå

ïîíàäîáÿòñÿ êîíñòðóêòèâíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ëîêàëü-

íûõ ïðîîáðàçîâ îêðåñòíîñòè, òàêèå, êàê ðàçëîæåíèå íà

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè èëè ïåðåñå÷åíèå ñ êîíå÷íûì èëè

ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîêðûòèåì îêðåñòíîñòÿìè ëîêàëüíîé

ãîìåîìîð�íîñòè îòîáðàæåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 4.8 ïîêðûâàåò ëèøü ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç

òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì äðóãîé. Ïðèìåíèâ åãî è ëåì-

ìó 4.9 ê ïðîèçâîëüíûì òî÷êàì øèðîêîé òðàåêòîðèè, ïî-

ëó÷èì îáîáùåíèå ëåììû 4.1 íà îñîáûå òî÷êè.

Ñëåäñòâèå 4.11. äëÿ êàæäûõ äâóõ òî÷åê y1, y2 øèðî-

êîé òðàåêòîðèè òî÷êè x ìîæíî íàéòè òî÷êó z ∈ O(x)
è åå îêðåñòíîñòü U(z) è ïî íåé ïîñòðîèòü îêðåñòíîñòè

U ′(y1) è U ′(y2) òî÷åê y1 è y2, òàêèå, ÷òî îêðåñòíîñòè

U ′(y1) è U
′(y2) íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê øèðîêîé òðàåê-

òîðèè òî÷êè x, è ñóæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé

îòîáðàæåíèÿ f íà îêðåñòíîñòè U ′(y1) è U
′(y2) ÿâëÿþò-

ñÿ ñþðúåêòèâíûìè âíóòðåííèìè îòîáðàæåíèÿìè U ′(y1)
è U ′(y2) ñîîòâåòñòâåííî íà U(z).

Îïðåäåëåíèå 4.12. Îêðåñòíîñòü U ′(y2) â óòâåðæäå-

íèè 4.11 áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíûì îáðàçîì îêðåñò-

íîñòè U ′(y1) â òî÷êå y2.

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îêðåñòíîñòÿìè

U ′(y1) è U ′(y2) èìååò âèä ïàðû âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé

íà òðåòüþ îêðåñòíîñòü, èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè â òè-

ïè÷íîì ñëó÷àå øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ âíóòðåííåãî îòîáðà-

æåíèÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì îñîáûõ òî÷åê íå áîëåå

÷åì â îäíîé òî÷êå, ò.å. ïî÷òè âñå òàêèå ñîîòâåòñòâèÿ �

ãîìåîìîð�èçìû. Åñëè æå y1, y2 � îñîáûå òî÷êè, òî, åñëè

ëîêàëüíîå ñòðîåíèå ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê Bf â îêðåñò-

íîñòÿõ U ′(y1) è U
′(y2) èçâåñòíî, ìîæíî, âîñïîëüçîâàâøèñü

ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì ëåììû î ïðîñòîé äóãå, ïîñòðîèòü

â îêðåñòíîñòÿõ U ′(y1) è U ′(y2) ïåðåãîðîäêè, îòîáðàæàþ-

ùèåñÿ íà îáùèé îáðàç â U(z), òàêèå, ÷òî âíå ýòèõ ïåðåãî-
ðîäîê îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ãîìåîìîð�èç-

ìàìè. Ïîëó÷åíèå ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèé ìåæäó òî÷êàìè

îêðåñòíîñòåé U ′(y1) è U
′(y2) áóäåò, õîòü è áîëåå ñëîæíîé,

÷åì â ñëó÷àå ãîìåîìîð�èçìà, íî âïîëíå îáîçðèìîé çàäà-

÷åé.
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4.2.3. Îñîáåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ïðîîáðàçà íà

ëîêàëüíûå îáðàçû äëÿ áåñêîíå÷íîêðàòíûõ îòîáðà-

æåíèé.

Äëÿ áåñêîíå÷íîêðàòíûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ëåì-

ìà 4.10, êàê è ëåììà 4.4 â ñëó÷àå ëîêàëüíûõ ãîìåîìîð-

�èçìîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå âåðíà. Òåì íå ìåíåå, âîç-

ìîæíîñòü ðàñêëàäûâàòü ïðîîáðàç çàäàííîé îêðåñòíîñòè

íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû èñêëþ÷èòåëüíî óäîáíà ïðè àíà-

ëèçå äèíàìèêè îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëèì óòâåðæäåíèå ëåììû 4.10 êàê ñâîéñòâî îòîá-

ðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.13. Ñêàæåì, ÷òî îêðåñòíîñòü U(x)
òî÷êè x äîïóñêàåò ëîêàëüíîå ïîäíÿòèå â êàæäûé ïðî-

îáðàç òî÷êè x, åñëè íàéäåòñÿ íàáîð ëîêàëüíûõ ïðîîáðàçîâ
V (y), y ∈ f−1(x), îêðåñòíîñòè U(x) â ñìûñëå îïðåäåëå-

íèÿ 4.8, òàêîå, ÷òî f−1(U(x)) = ∪y∈f−1(x)V (y),

Îïðåäåëåíèå 4.14. Íàçîâåì îòîáðàæåíèå f îáðàò-
íî ëîêàëüíûì ýïèìîð�èçìîì, åñëè ó íåãî â êàæäîé

òî÷êå íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü, äîïóñêàþùàÿ ëîêàëüíîå

ïîäíÿòèå â êàæäûé ñâîé ïðîîáðàç.

Èç îïðåäåëåíèÿ îáðàòíî ëîêàëüíîãî ýïèìîð�èçìà ñëå-

äóåò, ÷òî ó ëþáîé òî÷êè ÷èñëî åå ïðîîáðàçîâ íå ïðåâûøàåò

÷èñëà ïðîîáðàçîâ äëÿ òî÷åê èç åå îêðåñòíîñòè, äîïóñêàþ-

ùåé ëîêàëüíîå ïîäíÿòèå â êàæäûé ñâîé ïðîîáðàç.

Ñëåäñòâèå 4.15. Åñëè f � îáðàòíî ëîêàëüíûé âíóò-

ðåííèé ýïèìîð�èçì, òî Ξf = f(Bf).

Òàê êàê â ëîêàëüíî ñâÿçíîì ñëó÷àå ëîêàëüíûé ïðî-

îáðàç � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, à êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé, äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì,

÷òîáû ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû íå ïåðåñåêàëèñü ìåæäó ñîáîé

è â îáùåì ñëó÷àå.
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Îïðåäåëåíèå 4.16. Ñêàæåì, ÷òî äëÿ îêðåñòíîñòè

U(x) òî÷êè x åå ïðîîáðàç äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå íà

ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû, åñëè íàéäåòñÿ íàáîð ëîêàëü-

íûõ ïðîîáðàçîâ V (y), y ∈ f−1(x), îêðåñòíîñòè U(x) â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.8, äàþùèõ ðàçëîæåíèå ïðîîáðàçà

U(x) òàêîå, ÷òî f−1(U(x)) = ∪y∈f−1(x)V (y), è òàêèõ, ÷òî
V (y1) ∩ V (y2) = ∅, y1 6= y2.

U(x) áóäåì íàçûâàòü îêðåñòíîñòüþ, ðàçëîæèìîé

íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû îòíîñèòåëüíî f â òî÷êå

x.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ îêðåñòíîñòè U(x) òî÷êè x åå

ïðîîáðàç äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû,

òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îêðåñòíîñòü U(x) äîïóñêàåò ëî-

êàëüíîå ïîäíÿòèå â êàæäûé ïðîîáðàç òî÷êè x, íî íå

íàîáîðîò.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì íàêðûòèå âëîæåííîé â êîì-

ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïîëèíîìîì

z8 : S1 → S1.

Ïðîîáðàç îêðåñòíîñòè (−π
5
, π

5
) òî÷êè ϕ = 0 â óãëîâûõ êîîð-

äèíàòàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñþ îêðóæíîñòü, ïîýòîìó ðàç-

ëîæåíèÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû íå

ñóùåñòâóåò, íî, êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 4.72 (ñì. ðèñ. 4.8),

ëîêàëüíîå ïîäíÿòèå â êàæäûé ïðîîáðàç òî÷êè ϕ = 0 ñó-

ùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 4.17. Íàçîâåì

3

îòîáðàæåíèå f ðàçëî-
æèìûì íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû â òî÷êå x, åñëè

3

Â ðàáîòå àâòîðà [10℄ ýòè ïîíÿòèÿ áûëè ïåðâîíà÷àëüíî îïðåäå-

ëåíû â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî ñâÿçíî, è íàçâàíû ñîîò-

âåòñòâåííî ïîëíûì ëîêàëüíûì ýïèìîð�èçìîì è âïîëíå äèñêðåòíûì

îòîáðàæåíèåì â U(x). Ïðåäëîæåííûå çäåñü íîâûå íàçâàíèÿ �ëîêàëü-
íîå ïîäíÿòèå� è �ðàçëîæåíèÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ëîêàëüíûå ïðî-

îáðàçû� (òàêæå �îáðàòíî äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå�) âûãëÿäÿò áîëåå

ñîîòâåòñòâóþùèìè èõ ñâîéñòâàì.
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íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x, êîòîðàÿ äîïóñêàåò
ðàçëîæåíèå íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû.

Îòìåòèì íåñêîëüêî òðèâèàëüíûõ ñëåäñòâèé ýòîãî îïðå-

äåëåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 4.18. Åñëè f ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìûì íà

ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû â òî÷êå x, òî f ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæè-

ìûì íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû è âî âñåé îêðåñòíîñòè ðàç-

ëîæèìîñòè íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû îòíîñèòåëüíî f â

òî÷êå x.

Ñëåäñòâèå 4.19. Åñëè îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ðàç-

ëîæèìûì íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû â òî÷êå x 
 îêðåñò-

íîñòüþ U(x), òî êàæäàÿ ïîäîêðåñòíîñòü U ′(x) ⊂ U(x)
òî÷êè x òîæå äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå íà ëîêàëüíûå ïðî-

îáðàçû.

Îïðåäåëåíèå 4.20. Íàçîâåì îòîáðàæåíèå f ðàçëî-

æèìûì íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ

ðàçëîæèìûì íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû â êàæäîé òî÷êå.

Îòìåòèì, ÷òî �ðàçëîæèìîñòü íà ëîêàëüíûå ïðîîáðà-

çû� � äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå è îïèñàòåëüíîå îïðåäåëåíèå.

Ïîñêîëüêó òåðìèíîëîãèÿ äëÿ äàííîé òåìàòèêè åùå íå ðàç-

ðàáîòàíà, äàäèì äëÿ ýòîãî òåðìèíà åùå ïàðó ñèíîíèìîâ,

âîçìîæíî, êàêîé-òî èç íèõ îêàæåòñÿ áîëåå óäîáíûì.

Îïðåäåëåíèå 4.21. �àçëîæèìîå íà ëîêàëüíûå ïðî-

îáðàçû îòîáðàæåíèå f íàçîâåì îáðàòíî äèñêðåòíûì.

Îïðåäåëåíèå 4.22. Óòâåðæäåíèå îïðåäåëåíèÿ 4.20

íàçîâåì

4

àêñèîìîé P1 îòäåëèìîñòè ïðîîáðàçàìè.

Ïðîáëåìà 4.23. Ïîñòðîèòü ïðèìåð îáðàòíî ëîêàëü-

íîãî ýïèìîð�èçìà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ îáðàòíî äèñêðåòíûì.

4

Íàçâàíèå áûëî ðàíåå ââåäåíî â ðàáîòå àâòîðà [10℄ â ñëó÷àå,

êîãäà ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî ñâÿçíî.
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Ëåììà 4.24. Ïóñòü f : M → M � êîíå÷íîêðàòíûé

îáðàòíî ëîêàëüíûé âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì. Òîãäà f �

ðàçëîæèìî íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû (îáðàòíî äèñêðåòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

x. Ñîãëàñíî ëåììå 4.10, äëÿ êîíå÷íîêðàòíîãî âíóòðåííåãî
ýïèìîð�èçìà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x, êîòîðàÿ
äîïóñêàåò ëîêàëüíîå ïîäíÿòèå â êàæäûé ïðîîáðàç òî÷êè

x. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ íàáîð ëîêàëüíûõ ïðîîáðàçîâ V (y),
y ∈ f−1(x), òàêèõ, ÷òî f−1(U(x)) = ∪y∈f−1(x)V (y).

Ïóñòü U ′(x) ⊂ U(x) � îêðåñòíîñòü òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî

U ′(x) ⊂ U(x). Ïîëîæèì V ′(y) = V (y) ∩ f−1(U ′(x)). Òîãäà
íàáîð V ′(y), y ∈ f−1(x) � íàáîð ëîêàëüíûõ ïðîîáðàçîâ

U ′(x). Ïîëîæèì V ′′(y) = V ′(y) \
(
∪yi 6=yV ′(yi)

)
.

Ïîñêîëüêó f � êîíå÷íîêðàòíî, ∪yi 6=yV ′(yi)� çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî. Ýòî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò òî÷êó

y, òàê êàê áîëüøåå ìíîæåñòâî ∪yi 6=yV (yi) íå ñîäåðæèò òî÷-
êó y ïî îïðåäåëåíèþ ëîêàëüíîãî ïðîîáðàçà. Ïîýòîìó V ′′(y)
� îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè y. Âñå ìíîæåñòâà V ′′(y)
ïî ïîñòðîåíèþ íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Ïîëîæèì

U ′′′(x) = ∩y∈f−1(x)f(V ′′(y)), V ′′′(y) = V ′′(y)∩f−1(U ′′′(x)). Ïî
ïîñòðîåíèþ, äëÿ îêðåñòíîñòè U ′′′(x) òî÷êè x åå ïðîîáðàç

äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû V ′′′(y).
Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáî-

ðà òî÷êè x. �

Êàê ñëåäóåò èç ëåìì 4.4 è 4.24, êîíå÷íîêðàòíûå âíóò-

ðåííèå ýïèìîð�èçìû ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæèìûìè íà ëîêàëü-

íûå ïðîîáðàçû (îáðàòíî äèñêðåòíûìè) â îáðàçàõ ðåãóëÿð-

íûõ òî÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ òî÷êàìè èçìåíåíèÿ ÷èñëà ïðî-

îáðàçîâ.

Â îñîáûõ òî÷êàõ ïðîîáðàçà äëÿ ðàçëîæèìîñòè äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü ïðîîáðàçà âûäåëÿ-

ëàñü â îòäåëüíóþ êîìïîíåíòó.
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Ïîñêîëüêó ïîíÿòèå ðàçëîæåíèÿ íà ëîêàëüíûå ïðîîá-

ðàçû çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîãî îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû

ïðîîáðàçà, ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ íà ëîêàëüíûå ïðî-

îáðàçû íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî âà-

ðèàíòà îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû ïðîîáðàçà. Ýòî àâòîìà-

òè÷åñêè òàê äëÿ îòîáðàæåíèé ëîêàëüíî ñâÿçíûõ ïðîñò-

ðàíñòâ. Êàê ñëåäñòâèå, âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ñâÿçíûõ

êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ îáðàòíî äèñêðåòíû-

ìè.

Êàê è â ñëó÷àå ïîëíûõ ëîêàëüíûõ ãîìåîìîð�èçìîâ,

ïðèìåðû 4.6 è 4.7 äàþò ïðèìåðû îòîáðàæåíèé, êîòîðûå

íå ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæèìûìè íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû.

Îäíàêî äëÿ îáùèõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé äàæå íà

ëîêàëüíî ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìå-

õàíèçìû, èç-çà êîòîðûõ îòîáðàæåíèå ìîæåò íå áûòü ðàç-

ëîæèìûì íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû. �àññìîòðèì äàëüíåé-

øèå ïðèìåðû.

4.2.4. Îòäåëèìîñòü â ïðîîáðàçå. Åùå îäíîé íåïðè-

ÿòíîñòüþ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîêðàòíûõ

îòîáðàæåíèé, äàæå âíóòðåííèõ ïî Òðîõèì÷óêó, ÿâëÿåòñÿ

îáåäíåíèå òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé íà ïðîîáðàçå ïðè

ïîìîùè f−1
, ïî ñðàâíåíèþ ñ óæå èìåþùåéñÿ.

Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îòäåëè-

ìûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà íåâîçìîæíî îòäåëèòü, èñïîëü-

çóÿ òîëüêî ïðîîáðàçû îòêðûòûõ îêðåñòíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 4.25. Ñêàæåì, ÷òî ïðîîáðàç òî÷êè x
îòäåëèì îò ìíîæåñòâà V , åñëè ∀yi ∈ f−1(x) ∃ îòêðûòàÿ
îêðåñòíîñòü Y (yi): Y (yi) ∩ V = ∅.

Îïðåäåëåíèå 4.26. Ñêàæåì, ÷òî ïðîîáðàç òî÷êè x
îòäåëèì ïðîîáðàçàìè îò ìíîæåñòâà V , åñëè ∃U(x) �

îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x, òàêàÿ, ÷òî f−1(U(x))∩
V = ∅.
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Äëÿ êîíå÷íîêðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ, åñëè ïðîîáðàç òî÷-

êè îòäåëèì îò ìíîæåñòâà V , òî îí îòäåëèì è ïðîîáðàçàìè

� â êà÷åñòâå îòäåëÿþùåé îêðåñòíîñòè U(x) ìîæíî âçÿòü
ìíîæåñòâî ∩if(Y (yi)). Äëÿ áåñêîíå÷íîêðàòíûõ âíóòðåí-

íèõ îòîáðàæåíèé ýòî óæå íå òàê.

Äëÿ ïðèìåðà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîåêöèþ ïðÿ-

ìîé íà îêðóæíîñòü x 7→ x mod 1. Ïðîîáðàç òî÷êè 0 íå

îòäåëèì îò ñåìåéñòâà îêðåñòíîñòåé {[n+ 1
|n|
, n+ 1

2
]‖n ∈ Z}.

4.2.5. Ïðîîáðàçû, àñèìïòîòè÷åñêèå ìíîæåñòâó

îñîáûõ òî÷åê Bf .

Äëÿ áåñêîíå÷íîêðàòíûõ îòîáðàæåíèé ìîæåò ñëó÷èòü-

ñÿ òàê, ÷òî ïðîîáðàç íåêîòîðîé òî÷êè x ñîñòîèò èç ðåãó-

ëÿðíûõ òî÷åê, íî íå îòäåëèì ïðîîáðàçàìè îò ìíîæåñòâà

îñîáûõ òî÷åê Bf . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.13, åñëè îêðåñò-

íîñòü U(x) òî÷êè x äîïóñêàåò ëîêàëüíîå ïîäíÿòèå â

êàæäûé ðåãóëÿðíûé ïðîîáðàç òî÷êè x, òî ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå îòîáðàæåíèå äîëæíî áûòü ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èç-

ìîì. Íî, ïîñêîëüêó ïðîîáðàç òî÷êè íå îòäåëèì ïðîîáðàçà-

ìè îò ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê, òî êàêóþ áû ìàëóþ îêðåñò-

íîñòü òî÷êè x íå âûáðàòü, â åå ïðîîáðàçå áóäåò îñîáàÿ òî÷-
êà è ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà íå ñóùåñòâóåò.

Ñëåäñòâèå 4.27. Â òî÷êàõ, íå îòäåëèìûõ ïðîîáðàçà-

ìè îò ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê Bf , âíóòðåííåå îòîáðà-

æåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíî ëîêàëüíûì ýïèìîð�èçìîì,

òåì áîëåå íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíî äèñêðåòíûì.

Çàìå÷àíèå 4.28. Èç ñîîáðàæåíèé òðàíñâåðñàëüíî-

ñòè ó òèïè÷íîãî âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ íåò òî÷åê,

íå îòäåëèìûõ ïðîîáðàçàìè îò ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê

Bf .

Áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê øèðîêîé

òðàåêòîðèè íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò îäíîìó ïðîîáðà-

çó ìîæåò èìåòü ìåñòî è äëÿ êîíå÷íîêðàòíûõ âíóòðåííèõ
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îòîáðàæåíèé. Ýòîò ñëó÷àé ïîíàäîáèòñÿ âïîñëåäñòâèè, ïî-

ýòîìó äàäèì åìó �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.29. Ñêàæåì, ÷òî áåñêîíå÷íîå ïîä-

ìíîæåñòâî ai ðåãóëÿðíûõ òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè íå

îòäåëèìî ëîêàëüíûìè ïîäíÿòèÿìè îò ìíîæåñòâà îñî-

áûõ òî÷åê Bf , åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ (ai) è ëþáîé

îêðåñòíîñòè U(p) íàéäåòñÿ òî÷êà q ∈ (ai) òàêàÿ, ÷òî

ëîêàëüíîå ïîäíÿòèå îêðåñòíîñòè U(p) â òî÷êó q èìååò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Bf .

Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Bf

äîëæíî áûòü áåñêîíå÷íûì. Ïîýòîìó ó âíóòðåííèõ îòî-

áðàæåíèé îäíî- è äâóìåðíûõ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé

âñå òî÷êè îòäåëèìû ëîêàëüíûìè ïîäíÿòèÿìè îò ìíîæå-

ñòâà îñîáûõ òî÷åê Bf ,

Óïðàæíåíèå 4.30. Ïîñòðîèòü ïðèìåð âíóòðåííåãî

îòîáðàæåíèÿ òðåõìåðíîé ñ�åðû, ó êîòîðîãî íàéäåòñÿ

øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ, íå îòäåëèìàÿ ëîêàëüíûìè ïîäíÿ-

òèÿìè îò ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê Bf .

4.2.6. Îòäåëèìîñòü ïðîîáðàçàìè îò òî÷êè.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå âûãëÿäèò, êàê àíàëîã àêñèîìû

îòäåëèìîñòè Õàóñäîð�à.

Îïðåäåëåíèå 4.31. Ñêàæåì, ÷òî òî÷êà x îòäåëèìà
îò òî÷êè z 6∈ f−1(x) îêðåñòíîñòÿìè ÷åðåç ïðîîáðàç, åñ-

ëè ∃U(x), ∃V (z) � îòêðûòûå îêðåñòíîñòè òî÷åê x è z,
òàêèå, ÷òî f−1(U(x)) ∩ V (z) = ∅.

Ýòî òàêæå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå è îïèñàòåëüíîå îïðå-

äåëåíèå, è ïîñêîëüêó òåðìèíîëîãèÿ äëÿ äàííîé òåìàòèêè

åùå íå ðàçðàáîòàíà, îïðåäåëèì áîëåå êîðîòêèé ñèíîíèì.
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Îïðåäåëåíèå 4.32. Óòâåðæäåíèå îïðåäåëåíèÿ 4.31

íàçîâåì

5

àêñèîìîé P2 îòäåëèìîñòè ïðîîáðàçàìè.

Ýòó àêñèîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíÿþùóþ

ê àêñèîìå P1 â òî÷êå x, êîòîðàÿ îõâàòûâàåò îñòàâøèåñÿ

òî÷êè z ∈ f−1(x).
Âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ìîãóò è íå óäîâëåòâîðÿòü àê-

ñèîìå P2.

�èñ. 4.7. Ïðîñòîå çâåíî. Ê ïðèìåðó 4.33.

Ïðèìåð 4.33. �àçëîæèìûé íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû

âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì ñ ñóïåðíåáëóæäàþùèìè

6

(â òîì

÷èñëå íàðóøàþùèìè àêñèîìó P2) òî÷êàìè.

Ïîñòðîåíèå. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî X â âèäå äåðåâà èç

îòðåçêîâ [0, 1], ñêëåèâàÿ èõ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ. Â êà÷å-

ñòâå ñòðîèòåëüíîãî ýëåìåíòà âîçüìåì çâåíî, èçîáðàæåííîå

íà ðèñ. 4.7. Ýòî çâåíî ñîñòîèò èç �ñòâîëà� âíèçó è ñ÷åòíî-

ãî ìíîæåñòâà �âåòâåé� ââåðõó. Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà

êàæäîì îòðåçêå íàïðàâëåíû ñíèçó ââåðõ. Âåòâè çàíóìåðî-

âàíû ÷èñëàìè n ∈ N, ó êàæäîé âåòâè òî÷êà 0 îòîæäåñòâ-

ëåíà ñ òî÷êîé 1 �ñòâîëà�. Íà êàæäîé âåòâè ñ íîìåðîì n

5

Íàçâàíèå áûëî ðàíåå ââåäåíî â ðàáîòå àâòîðà [10℄ â ñëó÷àå,

êîãäà ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî ñâÿçíî.

6

Îïðåäåëåíèå 4.34.
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çàäàäèì îòîáðàæåíèå f íà ñòâîë:

f =

{
2
π

arc tg(n tg(π∗x
2

)), x < 1

1, x = 1

Ñêëåèì ñ÷åòíîå ÷èñëî òàêèõ çâåíüåâ â ïðîñòðàíñòâî X.

Äëÿ ýòîãî, âî-ïåðâûõ, íàðàñòèì âåòâè. Ñ ýòîé öåëüþ êàæ-

äóþ âåòâü ðàññìîòðèì êàê �ñòâîë� è îïÿòü ïðèêëåèì ê íåé

ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî �âåòâåé�, ïîëó÷èâ íà êàæäîé âåòâè çâå-

íî âòîðîãî óðîâíÿ. Âî-âòîðûõ, íàðàñòèì ñòâîë, âçÿâ åùå

îäíî çâåíî è îòîæäåñòâèâ ñòâîë ñ ïåðâîé âåòâüþ âòîðîãî

çâåíà. Ïîâòîðÿåì ýòîò ïðîöåññ áåñêîíå÷íî.

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ìû ïîëó÷èì äåðåâîX è îòîáðàæåíèå

f : X → X, êîòîðîå áóäåò îïðåäåëåíî óæå âñþäó íà X.

Â ïîëó÷åííîì îòîáðàæåíèè âñå òî÷êè ñêëåéêè ñóïåð-

íåáëóæäàþùèå. ✷

Êàê âèäíî íà ïðèìåðå 4.33, ñóïåðíåáëóæäàþùèå òî÷êè

ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äàæå è ó ðàçëîæèìûõ íà ëîêàëüíûå

ïðîîáðàçû âíóòðåííèõ ýïèìîð�èçìîâ. Ïðè ýòîì f äîë-

æåí áûòü áåñêîíå÷íîêðàòíûì, è ïî ëåììå 2.26 X íå ìîæåò

áûòü êîìïàêòîì.

4.3. Íåáëóæäàþùèå òî÷êè.

Êàê è â ñëó÷àå ðåêóððåíòíûõ òî÷åê, ýêâèâàëåíòíûå

â ñëó÷àå ãîìåîìîð�èçìîâ îïðåäåëåíèÿ íåáëóæäàþùèõ

òî÷åê ïîðîæäàþò íåýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ýïè-

ìîð�èçìîâ. Â ñëó÷àå íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé äâèæå-

íèå ñ ïîìîùüþ f−l ◦ fk
ìîæåò ïðîèñõîäèòü íå òîëüêî â

�ïðîøëîå� è �áóäóùåå�, íî è â �äîïîëíèòåëüíîì èçìåðå-

íèè�.

Ìíîæåñòâà ðåêóððåíòíûõ òî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè ñâîé-

ñòâàìè, î êîòîðûõ øëà ðå÷ü â ãëàâå 3, îïèñûâàþò ðàç-

ëè÷íûå ìíîæåñòâà øèðîêèõ òðàåêòîðèé, ó êîòîðûõ òî÷êè

íàêàïëèâàþòñÿ ê ñàìîé òðàåêòîðèè. Íåáëóæäàþùèå ìíî-

æåñòâà, î êîòîðûõ áóäåò èäòè ðå÷ü äàëåå, ïðåäñòàâëÿþò
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ñîáîé âòîðîé âàæíûé êëàññ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ

îòîáðàæåíèé � ìíîæåñòâà øèðîêèõ è ÷àñòíûõ òðàåêòî-

ðèé è ïîëóòðàåêòîðèé, òî÷êè êîòîðûõ íå îòäåëèìû äðóã

îò äðóãà ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíûõ íàáîðîâ îêðåñòíîñòåé.

Îïðåäåëèì êëàññû òàêèõ òî÷åê è îïèøåì èõ áàçîâûå

ñâîéñòâà.

4.3.1. Ñóïåðíåáëóæäàþùèå òî÷êè. Êàê è äëÿ ðå-

êóððåíòíûõ òî÷åê, äëÿ íåáëóæäàþùèõ òî÷åê ïðè ïåðåõî-

äå îò ãîìåîìîð�èçìîâ ê ýïèìîð�èçìàì ïîÿâëÿþòñÿ ñâîè

ïàòîëîãè÷åñêèå âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.34. Íàçîâåì òî÷êó x ñóïåðíåáëóæ-

äàþùåé ñòåïåíè n, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà z ∈
O(x), ÷òî

(1) ëèáî x 6∈ f−n(z) è fn
â òî÷êå z íàðóøàåò àêñèîìó

P2 îòäåëèìîñòè ïðîîáðàçàìè îò òî÷êè x,
(2) ëèáî x ∈ f−n(z), z 6= x è fn

â òî÷êå z íàðóøàåò

àêñèîìó P1,

(3) ëèáî x = z, x ∈ f−n(x) è fn
â òî÷êå x íàðóøàåò

ëèáî àêñèîìó P1, ëèáî àêñèîìó P2.

Îïðåäåëåíèå 4.35. Íàçîâåì òî÷êó x êîíå÷íî îò-

äåëèìîé, åñëè îíà íå ÿâëÿþòñÿ ñóïåðíåáëóæäàþùåé íè-

êàêîé ñòåïåíè.

Îïðåäåëåíèå 4.36. Íàçîâåì âíóòðåííåå îòîáðàæå-

íèå f êîíå÷íî îòäåëèìûì, åñëè îíî êîíå÷íî îòäåëèìî
âî âñåõ òî÷êàõ.

Ñëåäñòâèå 4.37. Èç îïðåäåëåíèÿ ñóïåðíåáëóæäàþ-

ùåé òî÷êè ñëåäóåò, ÷òî åñëè âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå

êîíå÷íî îòäåëèìî, òî äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x, y îä-

íîé øèðîêîé òðàåêòîðèè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè

x U(x), òàêàÿ, ÷òî ëîêàëüíûé îáðàç U(x) â òî÷êå y ñó-

ùåñòâóåò è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ U(x).
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Êîíå÷íàÿ îòäåëèìîñòü � òðåòüå âàæíîå ñâîéñòâî âíóò-

ðåííèõ îòîáðàæåíèé, ïîñëå îòêðûòîñòè è äèñêðåòíîñòè,

ñáëèæàþùåå èõ ñ ãîìåîìîð�èçìàìè.

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî âî âñÿêîì âàðèàíòå îïðåäåëåíèÿ íå-

áëóæäàþùèõ òî÷åê íåîáõîäèìî áðàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

(ëîêàëüíûõ) îáðàçîâ îêðåñòíîñòè, ÷òîáû íåëüçÿ áûëî îò-

äåëèòü îò íèõ òî÷êó, ïîòîìó ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ãîìåî-

ìîð�èçìîâ, â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà (ëîêàëüíûõ) îáðà-

çîâ òî÷êà âñåãäà îòäåëèìà.

Ïîýòîìó íàëîæèì íà f äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå êîíå÷-
íîé îòäåëèìîñòè, è â äàëüíåéøåì âñåãäà áóäåì ïðåäïîëà-

ãàòü âíóòðåííèå ýïèìîð�èçìû óäîâëåòâîðÿþùèìè àêñèî-

ìàì P1 è P2, è, êàê ñëåäñòâèå, êîíå÷íî îòäåëèìûìè, åñëè

íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.

4.3.2. Êëàññè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ

íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

�àññìîòðèì äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé êëàññè÷å-

ñêèå îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ íåáëóæäàþùèõ òî÷åê, ïî-

âñåìåñòíî èñïîëüçóåìûå â îáðàòèìîé äèíàìèêå, êîòîðûå

ìîãóò áûòü äîñëîâíî ïåðåíåñåíû â íåîáðàòèìóþ äèíàìè-

êó.

Çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî íåîáðàòèìîé äè-

íàìèêå íåáëóæäàþùèå òî÷êè ÷àñòî îïðåäåëÿþò êàê ω-
íåáëóæäàþùèå òî÷êè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.39, ÷òîáû

íå ðàññìàòðèâàòü ïðîîáðàçû. Îäíàêî è äîñëîâíûé ïåðåíîñ

îïðåäåëåíèé ñ ãîìåîìîð�èçìîâ âïîëíå êîððåêòåí, òàêæå

âñòðå÷àåòñÿ è áóäåò èñïîëüçîâàí äàëåå.

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè áóäåì íàçûâàòü îòêðûòîå ìíîæå-

ñòâî, ñîäåðæàùåå ýòó òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå 4.38. Òî÷êà x ∈M íàçûâàåòñÿ ω-áëó-
æäàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñò-

íîñòü U , ÷òî fm(U) ∩ U = ∅ äëÿ âñåõ m > 0.
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Îïðåäåëåíèå 4.39. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ ω-íå-
áëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè

U íàéäåòñÿ òàêîå m > 0, ÷òî fm(U) ∩ U 6= ∅.

Îïðåäåëåíèå 4.40. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ α-íå-
áëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè

U íàéäåòñÿ ÷èñëî l > 0, òàêîå, ÷òî f−l(U) ∩ U 6= ∅

Îïðåäåëåíèå 4.41. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ α-áëó-
æäàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñò-

íîñòü U , ÷òî f−l(U) ∩ U = ∅ äëÿ âñåõ l > 0.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî äî-

ïîëíèòåëüíûìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ

ω- (α-)áëóæäàþùåé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ω-(α-)íåáëóæäàþùåé
è íàîáîðîò.

Îïðåäåëåíèå 4.42. Òî÷êà x ∈M íàçûâàåòñÿ áëóæ-

äàþùåé òî÷êîé f , åñëè îíà îäíîâðåìåííî ω- è α- áëóæ-

äàþùàÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.43. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà x ∈
M íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé òî÷êîé f .

Ìíîæåñòâà α-, è ω-íåáëóæäàþùèõ òî÷åê f îáîçíà÷èì

÷åðåç Ω−(f) è Ω+(f). Ìíîæåñòâî áëóæäàþùèõ òî÷åê f
îáîçíà÷èì ÷åðåç W (f). W (f) îòêðûòî â M , ïîñêîëüêó

êàæäàÿ áëóæäàþùàÿ òî÷êà âõîäèò â áëóæäàþùåå ìíîæå-

ñòâî âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ. Òî÷êè, íå ÿâëÿþùè-

åñÿ áëóæäàþùèìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.42, ÿâëÿþòñÿ

íåáëóæäàþùèìè. Ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê f îáî-
çíà÷èì Ω(f). Îíî çàìêíóòî â M êàê äîïîëíåíèå ê W (f).

Ïîñêîëüêó ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì íåáëóæäàþùåé òî÷êè, òî ìíîæåñòâî Per(f) ïåðè-
îäè÷åñêèõ òî÷åê ñîäåðæèòñÿ â Ω(f).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå:

Fix(f) ⊂ Per(f) ⊂ Rec(f) ⊂ Lim(f) ⊂ Ω(f).
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4.3.3. Èíâàðèàíòíîñòü êëàññè÷åñêîãî ìíîæå-

ñòâà íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

�àññìîòðèì, êàê ñâîéñòâî áûòü áëóæäàþùåé èëè íå-

áëóæäàþùåé òî÷êîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî åå òðàåêòîðèè.

Â ÷àñòíîñòè, óçíàåì, êîãäà íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ÿâ-

ëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì.

Ëåììà 4.44. Ïóñòü f : M → M � ïðîèçâîëüíûé

íåïðåðûâíûé ýïèìîð�èçì. Òîãäà åñëè x ÿâëÿåòñÿ α-íå-
áëóæäàþùåé òî÷êîé, òî åå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåê-

òîðèÿ O+
f (x) ñîñòîèò èç α-íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî

∃n > 0 òàêîå, ÷òî xn = fn(x) ÿâëÿåòñÿ α-áëóæäàþùåé òî÷-
êîé. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, íàéäåòñÿ U(xn) � îòêðûòàÿ

îêðåñòíîñòü òî÷êè xn, òàêàÿ, ÷òî ∀k < 0 fk(U) ∩ U = ∅.

Ìíîæåñòâî f−n(U(xn)) îòêðûòî, òàê êàê f íåïðåðûâ-

íî. Ïîñêîëüêó x � ýòî α-íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà, à U ′(x) =
f−n(U(xn)) � åå îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü, òî ïî îïðåäåëåíèþ

∃m > 0, òàêîå, ÷òî f−m(U ′(x)) ∩ U ′(x) 6= ∅. Ìíîæåñòâî

U ′′ = f−m(U ′(x)) îòêðûòî, òàê êàê f íåïðåðûâíî.

Íî òîãäà fn(U ′′) ∩ fn(U ′) 6= ∅. Çàìåòèì, ÷òî fn(U ′′)
ìîæåò è íå áûòü îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Îäíàêî, ïî ïî-

ñòðîåíèþ fn(U ′) = U . Èìååì, fn(U ′′) ∩ U 6= ∅.

Äàëåå,

fn(U ′′) = fn(f−m((U ′))) = fn−m((U ′)) ⊂
⊂ f−m(fn(U ′)) = f−m(U).

Çäåñü âëîæåíèå, òàê êàê ïðè âçÿòèè ïðîîáðàçà èñõîäíîå

ìíîæåñòâî ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ. Èìååì fn(U ′′) ⊂ f−m(U).
Ñëåäîâàòåëüíî, è f−m(U) ∩ U 6= ∅, Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå-

÷èå. �

Ëåììà 4.45. Ïóñòü f : M → M � ïðîèçâîëüíûé

íåïðåðûâíûé ýïèìîð�èçì. Òîãäà, åñëè x ÿâëÿåòñÿ α-
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áëóæäàþùåé òî÷êîé, òî åå îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåê-

òîðèÿ O−
f (x) ñîñòîèò èç α-áëóæäàþùèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî

x−n ∈ f−n(x) ÿâëÿåòñÿ α-íåáëóæäàþùåé òî÷êîé. Íî òîãäà,
ñîãëàñíî ëåììå 4.44, x � òîæå α-íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Óïðàæíåíèå 4.46. Ïîñòðîèòü ïðèìåð âíóòðåííåãî

îòîáðàæåíèÿ, èìåþùåãî α-áëóæäàþùóþ âïîñëåäñòâèè

ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó.

Ëåììà 4.47. Ïóñòü f : M → M � îòêðûòûé íåïðå-

ðûâíûé ýïèìîð�èçì. Òîãäà åñëè x � (ω-)íåáëóæäàþùàÿ

òî÷êà, òî åå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ O+
f (x) ñî-

ñòîèò èç (ω-)íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x � ω-
íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà x ÿâëÿåòñÿ íå-

áëóæäàþùåé òî÷êîé, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ∃n > 0 òàêîå, ÷òî

xn = fn(x) ÿâëÿåòñÿ ω-áëóæäàþùåé òî÷êîé. Òîãäà, ïî

îïðåäåëåíèþ, íàéäåòñÿ U(xn) � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü

òî÷êè xn, òàêàÿ, ÷òî ∀k > 0 (∀k 6= 0 â ñëó÷àå áëóæäàþùåé
òî÷êè) fk(U) ∩ U = ∅.

Ìíîæåñòâî f−n(U(xn)) îòêðûòî, òàê êàê f íåïðåðûâ-

íî. Ïîñêîëüêó x � ýòî ω-íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà, à U ′(x) =
f−n(U(xn)) � åå îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü, òî ïî îïðåäåëåíèþ

∃m > 0 (∃m 6= 0 â ñëó÷àå íåáëóæäàþùåé òî÷êè), òàêîå,

÷òî fm(U ′(x)) ∩ U ′(x) 6= ∅. Ìíîæåñòâî U ′′ = fm(U ′(x))
îòêðûòî, òàê êàê f � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå.

Íî òîãäà fn(U ′′)∩ fn(U ′) 6= ∅. Îäíàêî, ïî ïîñòðîåíèþ,

fn(U ′) = U . Äàëåå,

fn(U ′′) = fn(fm((U ′))) ⊂ fm(fn(U ′)) = f−m(U).

Çäåñü âëîæåíèå, òàê êàê ïðè âçÿòèè ïðîîáðàçà èñõîäíîå

ìíîæåñòâî ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ.
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Èìååì fn(U ′′) ⊂ fm(U). Ñëåäîâàòåëüíî, è fm(U)∩U 6=
∅, Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Ëåììà 4.48. Ïóñòü f : M → M � îòêðûòûé íåïðå-

ðûâíûé ýïèìîð�èçì. Òîãäà, åñëè x ÿâëÿåòñÿ ω-áëóæ-

äàþùåé òî÷êîé, òî åå îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ

O−
f (x) ñîñòîèò èç ω-áëóæäàþùèõ òî÷åê.

Ëåììà 4.49. Ïóñòü f : M → M � îòêðûòûé íåïðå-

ðûâíûé ýïèìîð�èçì. Òîãäà, åñëè x ÿâëÿåòñÿ áëóæäà-

þùåé òî÷êîé, òî åå îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ

O−
f (x) ñîñòîèò èç áëóæäàþùèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî

x−n ∈ f−n(x) ÿâëÿåòñÿ (ω-)íåáëóæäàþùåé òî÷êîé. Íî òî-

ãäà, ñîãëàñíî ëåììå 4.47, x� òîæå (ω-)íåáëóæäàþùàÿ òî÷-
êà. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ó âíóòðåííèõ ýïè-

ìîð�èçìîâ, è äàæå äëÿ íàìíîãî áîëåå øèðîêîãî êëàññà îò-

êðûòûõ íåïðåðûâíûõ ýïèìîð�èçìîâ íåáëóæäàþùåå ìíî-

æåñòâî èíâàðèàíòíî. Ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ íå-

áëóæäàþùåé òî÷êè ñîñòîèò èç íåáëóæäàþùèõ òî÷åê. Ïðè

ýòîì ìíîæåñòâî áëóæäàþùèõ òî÷åê, íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå

èíâàðèàíòíûì, ïîñêîëüêó f−1
, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîçíà÷-

íî: â ïðîîáðàçå íåáëóæäàþùåé òî÷êè ìîãóò áûòü êàê íå-

áëóæäàþùèå, òàê è áëóæäàþùèå òî÷êè.

Âîñïîëüçîâàâøèñü øàáëîííûì îïðåäåëåíèåì 3.69, òî÷-

êó x íàçîâåì âïîñëåäñòâèè íåáëóæäàþùåé, åñëè

O+(x) ñîäåðæèò íåáëóæäàþùóþ òî÷êó.

Âîçíèêàåò âîïðîñ � ìîæåò ëè íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà

ðîäèòüñÿ �èç íèîòêóäà�, ò. å. ìîæåò ëè áûòü òàê, ÷òî â

ïðîîáðàçå íåáëóæäàþùåé òî÷êè âñå òî÷êè áëóæäàþùèå?

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ

êîíå÷íîêðàòíûõ âíóòðåííèõ ýïèìîð�èçìîâ.
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Òåîðåìà 4.50. Ó êîíå÷íîêðàòíûõ âíóòðåííèõ ýïè-

ìîð�èçìîâ, åñëè òî÷êà x íåáëóæäàþùàÿ, òî íå òîëü-

êî åå ïîëîæèòåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ O+(x) ñîñòîèò èç íå-

áëóæäàþùèõ òî÷åê, íî è â îòðèöàòåëüíîé òðàåêòîðèè

O−(x) íàéäåòñÿ êàê ìèíèìóì îäíà ÷àñòàÿ ïîëóòðàåêòî-

ðèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 4.51. Ïóñòü f : M → M � êîíå÷íîêðàòíûé

âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì. Òîãäà åñëè x � α-íåáëóæäàþ-

ùàÿ òî÷êà, òî åå îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ O−
f (x)

ñîäåðæèò ÷àñòíóþ òðàåêòîðèþ, ñîñòîÿùóþ öåëèêîì èç

α-íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî

íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî âñå x−n,i ∈ f−n(x) ÿâëÿþòñÿ α-áëóæ-
äàþùèìè òî÷êàìè. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

∀i ∃U(x−n,i) : ∀k < 0 fk(U(x−n,i)) ∩ U(x−n,i) = ∅.

Âîçüìåì U ′(x) = ∩if
n(U(x−n,i)). Òàê êàê f îòêðûòî è

êîíå÷íîêðàòíî, òî U ′(x) � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x.
Ñóçèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè U(x−n,i) è U

′(x), ìîæíî ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî U(x−n,i) f íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé, ïðè

ýòîì f ÿâëÿåòñÿ ýïèìîð�èçìîì ñ U(x−n,i) íà U
′(x).

Ïî óñëîâèþ, x � ýòî α-íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà. Ïîýòîìó
∃m > 0, òàêîå, ÷òî f−m(U ′(x)) ∩ U ′ 6= ∅. Îáîçíà÷èì U ′′ =
f−m(U ′(x)).

Ïîñêîëüêó f êîíå÷íîêðàòíî è îòäåëèìî, ìîæíî ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî m > n. Ïîñêîëüêó f � ýïèìîð�èçì 


U(x−n,i) íà U ′(x), òî êàæäàÿ èç îêðåñòíîñòåé U(x−n,i)
èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì f−n(U ′′).

Çàìåòèì, ÷òî U ′(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê U ′(x) =
∪if

n(U(x−n,k)). Ïîñêîëüêó m > n, U ′′ = f−m(U ′(x)) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

U ′′ = f−m (∪if
n (U(x−n,k))) = ∪if

−m+n (U(x−n,k)) .
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Îáîçíà÷èì U ′′
i = f−m+n (U(x−n,k)). Òîãäà U

′′ = ∪iU
′′
i .

Ïîñêîëüêó U ′(x) ∩ U ′′ 6= ∅, íàéäåòñÿ k òàêîå, ÷òî U ′(x) ∩
U ′′

k 6= ∅.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîâòîðÿÿ âûøå èçëîæåííûå ðàññóæäå-

íèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî êàæäàÿ èç îêðåñòíîñòåé U(x−n,i) èìååò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì f−n(U ′′

k ).
Â ÷àñòíîñòè, U(x−n,k)∩f−n(U ′′

k ) 6= ∅. Ïîëó÷èëè ïðîòè-

âîðå÷èå, òàê êàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, U(x−n,k) � áëóæäà-

þùàÿ îêðåñòíîñòü. �

Ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 4.51 äîêàçûâàþòñÿ è ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4.52. Ïóñòü f : M → M � êîíå÷íîêðàòíûé

âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì. Òîãäà åñëè x � ω-íåáëóæäàþ-

ùàÿ òî÷êà (íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà), òî åå îòðèöàòåëü-

íàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ O−
f (x) ñîäåðæèò ÷àñòíóþ òðàåêòî-

ðèþ, ñîñòîÿùóþ èç ω-íåáëóæäàþùèõ òî÷åê (íåáëóæäà-

þùèõ òî÷åê).

Èç ëåìì 4.51 è 4.52 ñëåäóåò, ÷òî â ïðîîáðàçå íåáëóæäà-

þùåé òî÷êè êîíå÷íîêðàòíîãî âíóòðåííåãî ýïèìîð�èçìà

âñåãäà íàéäåòñÿ íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà. Ýòî è äîêàçûâàåò

òåîðåìó 4.50.

4.3.4. Øèðîêèå àíàëîãè íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Äëÿ íåîáðàòèìûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé êëàññè÷åñêèõ

íåáëóæäàþùèõ ìíîæåñòâ íå äîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ

âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ íå îòäåëèìîñòè òî÷åê òðàåê-

òîðèè ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíûõ íàáîðîâ îêðåñòíîñòåé è

íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü äîïîëíèòåëüíûå èíâàðèàíòû.

Îáùàÿ ñõåìà òàêèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóþùàÿ: Òî÷êó x
áóäåì íàçûâàòü áëóæäàþùåé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé áåñ-

êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (pi) òî÷åê øèðîêîé òðàåê-

òîðèè O(x), åñëè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x U(x) òà-
êàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê (pi) îíà ïîðîæäàåò êàêèì-òî îáðà-
çîì îêðåñòíîñòü U ′(pi), òàêóþ, ÷òî U(x) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ
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U ′(pi). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ëèáî U(x) íåëüçÿ ðàñïðîñòðà-
íèòü íà âñå òî÷êè (pi), ëèáî, êàêîé áû íè áûë âûáîð U(x),
ïîëó÷åííûå îêðåñòíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ) x áóäåì íàçûâàòü

íåáëóæäàþùåé îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (pi).
Òàê êàê òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîãî, êàê è â ãëà-

âå 3, îãðàíè÷èìñÿ îïðåäåëåíèåì îáùèõ êëàññîâ ìíîæåñòâ

α̂⊥
-íåáëóæäàþùèõ, ω̂⊥

-íåáëóæäàþùèõ, ⊥0
-íåáëóæäàþ-

ùèõ è êâàçèíåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Áóäåì äàâàòü ýòè îïðåäåëåíèÿ òàê, ÷òîáû îíè áûëè ñî-

ãëàñîâàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè äëÿ ðåêóð-

ðåíòíûõ òî÷åê, ò. å., ÷òîáû α̂⊥
-ðåêóððåíòíûå òî÷êè áûëè

α̂⊥
-íåáëóæäàþùèìè, ω̂⊥

-ðåêóððåíòíûå áûëè ω̂⊥
-íåáëóæ-

äàþùèìè, ⊥0
-ðåêóððåíòíûå � ⊥0

-íåáëóæäàþùèìè, à êâà-

çèðåêóððåíòíûå � êâàçèíåáëóæäàþùèìè òî÷êàìè.

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé α̂⊥
-íåáëóæäàþùèõ è ω̂⊥

-íå-

áëóæäàþùèõ òî÷åê.

Â ïðåäëîæåííîé âûøå ñõåìå â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ìíî-

æåñòâî òî÷åê (pi) äîëæíî áûòü òàêèì æå, êàê è â ñîîò-

âåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèÿõ øèðîêî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèå îêðåñòíîñòè ñâÿçûâàòü ñ ýòèìè

òî÷êàìè. Åñëè ñâÿçàòü ñ òî÷êîé ëîêàëüíûé îáðàç îêðåñò-

íîñòè U â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.12, òî ïîëó÷åííîå îïðå-

äåëåíèå áóäåò ñëèøêîì óçêèì, òàê êàê áóäåò çàõâàòûâàòü

⊥0
-ðåêóððåíòíûå òî÷êè.

Îòìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêèõ îïðåäåëåíèÿõ 4.38, 4.41

áëóæäàþùèõ òî÷åê ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû íå èñïîëüçîâà-

ëèñü. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê åñëè îêðåñòíîñòü òî÷êè íå

ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñâîèì ïîëíûì ïðîîáðàçîì, òî òåì áîëåå è

ñ ëþáûì åãî ïîäìíîæåñòâîì, òî â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ìå-

õàíèçì ðàçáèåíèÿ ïðîîáðàçà íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû íå

íóæåí.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî æå ïðèåìà ìîæíî äàòü è ÷èñòî òåî-

ðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îïðåäåëåíèå α̂⊥
-íåáëóæäàþùèõ è

ω̂⊥
-íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.
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Îïðåäåëåíèå 4.53. Íàçîâåì òî÷êó x α̂⊥
-áëóæäà-

þùåé,

7

åñëè ∃ îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî

U(x) ∩
(
∪l>k ∪k≥0 f

−l ◦ fk(U(x))
)

= ∅.

Îïðåäåëåíèå 4.54. Íàçîâåì òî÷êó x α̂⊥
-íåáëóæäà-

þùåé,

8

åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ α̂⊥
-áëóæäàþùåé, ò.å. ∀ U(x):

U(x) ∩
(
∪l>k ∪k≥0 f

−l ◦ fk(U(x))
)
6= ∅.

Îïðåäåëåíèå 4.55. Íàçîâåì òî÷êó x ω̂⊥
-áëóæäà-

þùåé,

9

åñëè ∃ îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî

U(x) ∩
(
∪0≤l<k ∪k≥0 f

−l ◦ fk(U(x))
)

= ∅.

Îïðåäåëåíèå 4.56. Íàçîâåì òî÷êó x ω̂⊥
-íåáëóæ-

äàþùåé,

10

åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ ω̂⊥
-áëóæäàþùåé, ò.å. ∀

U(x): U(x) ∩
(
∪0≤l<k ∪k≥0 f

−l ◦ fk(U(x))
)
6= ∅.

Îïðåäåëåíèå 4.57. Íàçîâåì òî÷êó xøèðîêî áëóæ-

äàþùåé, åñëè x � α̂⊥
-áëóæäàþùàÿ è ω̂⊥

-áëóæäàþùàÿ

òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 4.58. Íàçîâåì òî÷êó x øèðîêî íå-

áëóæäàþùåé, åñëè x � α̂⊥
-íåáëóæäàþùàÿ èëè ω̂⊥

-íå-

áëóæäàþùàÿ òî÷êà.

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî øèðîêî áëóæäàþùàÿ òî÷-

êà ÿâëÿåòñÿ è ïðîñòî áëóæäàþùåé òî÷êîé ñîãëàñíî êëàñ-

ñè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ, à íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ

è øèðîêî íåáëóæäàþùåé òî÷êîé, íî íå íàîáîðîò.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâà øèðîêî áëóæäàþùèõ òî-

÷åê îòêðûòû, òàê êàê ñîäåðæàò êàæäóþ òî÷êó âìåñòå ñ

îêðåñòíîñòüþ, à èõ äîïîëíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæå-

ñòâà øèðîêî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê, çàìêíóòû.

7

Áóäåì ïðîèçíîñèòü �øèðîêî àëü�à áëóæäàþùåé�.

8

Áóäåì ïðîèçíîñèòü �øèðîêî àëü�à íåáëóæäàþùåé�.

9

Áóäåì ïðîèçíîñèòü �øèðîêî îìåãà áëóæäàþùåé�.

10

Áóäåì ïðîèçíîñèòü �øèðîêî îìåãà íåáëóæäàþùåé�.
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Ìíîæåñòâà α̂⊥
-íåáëóæäàþùèõ ω̂⊥

-íåáëóæäàþùèõ,

øèðîêî íåáëóæäàþùèõ, α̂⊥
-áëóæäàþùèõ ω̂⊥

-áëóæäàþ-

ùèõ, øèðîêî áëóæäàþùèõ òî÷åê îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåí-

íî ÷åðåç Ω̂
bα⊥

(f), Ω̂
bω⊥

(f), Ω̂(f), Ŵ
bα⊥

(f), Ŵ
bω⊥

(f), Ŵ(f).

Ëåììà 4.59. Îïðåäåëåíèÿ 4.53 è 4.55 îñòàíóòñÿ ýê-

âèâàëåíòíûìè, åñëè â íèõ çàìåíèòü îêðåñòíîñòü U(x)
íà åå íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî

U⊥(x) =
⋃

i≥0

f−n ◦ fn(U(x)),

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàäèì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ 4.55, äëÿ îïðåäåëåíèÿ 4.53 ðàññóæäåíèÿ ïîëíî-

ñòüþ àíàëîãè÷íû.

Â ðàñøèðåííîì îïðåäåëåíèè îêðåñòíîñòü òî÷êè x áîëü-
øå, ïîýòîìó èç ðàñøèðåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò îïðåäå-

ëåíèå 4.55. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ íå ýêâèâàëåíò-

íû. Ïóñòü òî÷êà x øèðîêî áëóæäàþùàÿ ñîãëàñíî îïðå-

äåëåíèÿ 4.55, è äëÿ íåå íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U(x), òà-
êàÿ, ÷òî U(x) ∩ U+(x) = ∅, íî U⊥(x) ∩ U+(x) 6= ∅, ãäå

U+(x) = ∪0≤l<k ∪k≥0 f
−l ◦ fk(U(x)).

Ïóñòü y ∈ U⊥(x) ∩ U+(x). Òîãäà íàéäåòñÿ n òàêîå, ÷òî

y ∈ f−n ◦ fn(U(x)). Íî òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ íàéäåòñÿ y′ ∈
U(x), òàêîå, ÷òî y′ ∈ f−n ◦ fn(y).

Ìíîæåñòâî U+(x) ïî ïîñòðîåíèþ íåéòðàëüíî èíâàðè-

àíòíî, ïîýòîìó y′ ∈ U+(x). Íî y′ ∈ U(x), ïîýòîìó U(x) ∩
U+(x) 6= ∅. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ëåì-

ìó. �

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè çàìåíèòü â îïðåäåëåíèÿõ âûøå

îêðåñòíîñòü U(x) íà åå íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæå-

ñòâî

U⊥(x) =
⋃

i≥0

f−n ◦ fn(U(x)),
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òî â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà îñòà-

íóòñÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ, à íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà

îñòàíóòñÿ íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ.

Ñëåäñòâèå 4.60. Åñëè x � ω̂⊥
-íåáëóæäàþùàÿ, α̂⊥

-

íåáëóæäàþùàÿ, ω̂⊥
-áëóæäàþùàÿ, α̂⊥

-áëóæäàþùàÿ, øè-

ðîêî íåáëóæäàþùàÿ èëè øèðîêî áëóæäàþùàÿ òî÷êà, òî

è âñÿ øèðîêîé òðàåêòîðèÿ O(x) ñîñòîèò èç òàêèõ æå

òî÷åê.

Îïðåäåëèì ω̂⊥
-íåáëóæäàþùóþ, α̂⊥

-íåáëóæäàþùóþ,

ω̂⊥
-áëóæäàþùóþ, α̂⊥

-áëóæäàþùóþ, øèðîêî íåáëóæäàþ-

ùóþ è øèðîêî áëóæäàþùóþ òðàåêòîðèè êàê øèðîêóþ

òðàåêòîðèþ, ñîäåðæàùóþ (à ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿùóþ

èç) ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó.

Äëÿ ãîìåîìîð�èçìîâ ýòè îïðåäåëåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê êëàñ-

ñè÷åñêèì îïðåäåëåíèÿì, äëÿ íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé

ýòè ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû.

4.3.5. Íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùèå òî÷êè.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå äàåò åùå îäèí ïðèìåð îòñóò-

ñòâóþùåãî ó ãîìåîìîð�èçìîâ âàðèàíòà íåáëóæäàþùåãî

ïîâåäåíèÿ îêðåñòíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 4.61. Òî÷êà x ∈ M , íå ÿâëÿþùàÿ-

ñÿ íåéòðàëüíî ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé, íàçûâàåòñÿ ⊥0
-

áëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñò-
íîñòü U , ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ O⊥(x), y 6= x, ëî-
êàëüíûé îáðàç îêðåñòíîñòè U â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.12

ñóùåñòâóåò è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îêðåñòíîñòüþ U .

Îïðåäåëåíèå 4.62. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ ⊥0
-íå-

áëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ⊥0
-áëóæ-

äàþùåé òî÷êîé f . Â ÷àñòíîñòè, íåéòðàëüíî ïåðèîäè÷å-

ñêèå òî÷êè óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü ⊥0
-íåáëóæäàþùèìè.
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Â ñëó÷àå ëîêàëüíî ñâÿçíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàí-

ñòâ îïðåäåëåíèå ⊥0
-áëóæäàþùèõ òî÷åê ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â ñëåäóþùåì âèäå.

Îïðåäåëåíèå 4.63. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ ⊥0
-

áëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ åå ñâÿçíàÿ îêðå-

ñòíîñòü U , íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ òî÷åê èç O⊥(x), òà-
êàÿ, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæå-

ñòâà ∪k∈Nf
−k(fk(U)).

Çàìåòèì, ÷òî ó ãîìåîìîð�èçìîâ ïî îïðåäåëåíèþ âñå

òî÷êè ⊥0
-íåáëóæäàþùèå.

Ìíîæåñòâî ⊥0
-íåáëóæäàþùèõ òî÷åê f îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Ω⊥(f), à ìíîæåñòâî ⊥0
-áëóæäàþùèõ òî÷åê f îáîçíà-

÷èì ÷åðåç W⊥(f).
Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî ⊥0

-áëóæäàþùèõ òî÷åê îò-

êðûòî, à åãî äîïîëíåíèå, ìíîæåñòâî ⊥0
-íåáëóæäàþùèõ

òî÷åê, çàìêíóòî.

Ëåììà 4.64. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f ðàçëîæèìî íà ëî-

êàëüíûå ïðîîáðàçû

11

âî âñåõ òî÷êàõ O(x). Òîãäà åñëè òî÷-
êà x ∈ M � ⊥0

-áëóæäàþùàÿ, òî ∀k ∈ Z ëþáàÿ òî÷êà èç

fk(x) òîæå ⊥0
-áëóæäàþùàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ëåììû òî÷êà x � ⊥0
-

áëóæäàþùàÿ 
 îêðåñòíîñòüþ U(x). Åñëè k > 0, òî óòâåð-
æäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè òî÷êè

fk(x) ìîæíî âçÿòü îêðåñòíîñòü fk (U(x)). Îíà íå áóäåò

ïåðåñåêàòüñÿ ñ äðóãèìè ñâîèìè ëîêàëüíûìè ïîäíÿòèÿìè,

ïîñêîëüêó èõ ïðîîáðàçû ïî óñëîâèþ íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü k < 0. Ïóñòü y ∈ f−k(x). Ïîñêîëüêó îòîá-
ðàæåíèå f (à, ñëåäîâàòåëüíî, è fk

) ðàçëîæèìî íà ëîêàëü-

íûå ïðîîáðàçû, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U1(x) òî÷êè x, òà-
êàÿ, ÷òî åå ëîêàëüíûå ïîäíÿòèÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó

ñîáîé.

11

Îïðåäåëåíèå 4.17.
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�àññìîòðèì îêðåñòíîñòü U2(y) � ëîêàëüíîå ïîäíÿòèå

îêðåñòíîñòè U1(x) ∩ U(x) â òî÷êó y. Ýòà îêðåñòíîñòü íå

ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñâîèìè ëîêàëüíûìè ïîäíÿòèÿìè ê òî÷-

êàì èç f−k(x) êàê ïîäîêðåñòíîñòü ëîêàëüíîãî ïîäíÿòèÿ

îêðåñòíîñòè U1(x), è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñâîèìè ëîêàëüíû-
ìè ïîäíÿòèÿìè ê òî÷êàì èç O⊥(y) \ f−k(x), ïîñêîëüêó îá-
ðàçû ýòèõ ïîäíÿòèé íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ îêðåñòíîñòüþ U(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ f−k(x) � ⊥0
-áëóæäàþùàÿ 
 îê-

ðåñòíîñòüþ U2(y). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 4.65. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f ðàçëîæèìî íà ëî-

êàëüíûå ïðîîáðàçû

12

âî âñåõ òî÷êàõ O(x). Òîãäà åñëè ðåãó-
ëÿðíàÿ òî÷êà x ∈M � ⊥0

-áëóæäàþùàÿ, òî è âñå òî÷êè

èç O⊥(x) ⊥0
-áëóæäàþùèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ O⊥(x). Òîãäà ∃k: y ∈
f−k(fk(x)). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f (à, ñëåäîâàòåëüíî, è
fk
) ðàçëîæèìî íà ëîêàëüíûå ïðîîáðàçû, íàéäåòñÿ îêðåñò-

íîñòü U1(f
k(x)) òî÷êè fk(x), òàêàÿ, ÷òî åå ëîêàëüíûå ïîä-

íÿòèÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.

Äàëåå, ïî óñëîâèþ ëåììû òî÷êà x � ⊥0
-áëóæäàþùàÿ 


îêðåñòíîñòüþ U2(x). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 4.64 òî÷êà f
k(x)

� ⊥0
-áëóæäàþùàÿ 
 îêðåñòíîñòüþ fk(U2(x)).

�àññìîòðèì îêðåñòíîñòü U3(y), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëî-

êàëüíûì ïîäíÿòèåì îêðåñòíîñòè U1(f
k(x)) ∩ fk(U2(x)) â

òî÷êó y. Ïî ïîñòðîåíèþ, U3(y) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äðóãèìè

ïîäíÿòèÿìè ê òî÷êàì èç f−k(fk(x)) èç-çà âûáîðà îêðåñò-
íîñòè U1(f

k(x)), è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äðóãèìè ïîäíÿòèÿìè

èç O⊥(x) \ f−k(fk(x)), ïîñêîëüêó òî÷êà fk(x) � ⊥0
-áëóæ-

äàþùàÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ f−k(x) � ⊥0
-áëóæäàþùàÿ 
 îê-

ðåñòíîñòüþ U3(y). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 4.66. f(W⊥(f)) = f−1(W⊥(f)) = W⊥(f).

12

Îïðåäåëåíèå 4.17.
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Îïðåäåëåíèå 4.67. Òî÷êà x ∈ M , íå ÿâëÿþùàÿñÿ

íåéòðàëüíî ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé, íàçûâàåòñÿ ðàâíî-

ìåðíî ⊥0
-áëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ òà-

êàÿ åå îêðåñòíîñòü U(x), ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n ≥ 1
ìíîæåñòâî f−n ◦ fn(U) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê

îáúåäèíåíèå îêðåñòíîñòåé Ui(yi), yi ∈ f−n ◦ fn(x), òàêèõ,
÷òî

a) îêðåñòíîñòè Ui(yi) íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñî-

áîé;

b) êàæäàÿ îêðåñòíîñòü Ui(yi) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì

îáðàçîì îêðåñòíîñòè U(x) â òî÷êå yi (îïðåäåëå-

íèå 4.12).

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ⊥0
-

áëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü
U , ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ O⊥(x), y 6= x, ëîêàëüíûé îáðàç
îêðåñòíîñòè U â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.12 ñóùåñòâóåò è íå

ïåðåñåêàåòñÿ ñ îêðåñòíîñòüþ U .

Çàìå÷àíèå 4.68. Ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷-

íî, òî åñëè x � ðàâíîìåðíî ⊥0
-áëóæäàþùàÿ òî÷êà f , òî

âñå òî÷êè åå íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ O(x) ðàâíîìåðíî ⊥0
-

áëóæäàþùèå.

�àçíèöà ìåæäó îïðåäåëåíèÿìè ⊥0
-áëóæäàþùåé è ðàâ-

íîìåðíî ⊥0
-áëóæäàþùåé òî÷êè â òîì, ÷òî â îïðåäåëå-

íèè ⊥0
-áëóæäàþùåé òî÷êè ìû ìîæåì âûáèðàòü òðåáóå-

ìóþ îêðåñòíîñòü èíäèâèäóàëüíî äëÿ êàæäîé òî÷êè íåé-

òðàëüíîãî ñå÷åíèÿ, â òî âðåìÿ êàê â îïðåäåëåíèè ðàâ-

íîìåðíî ⊥0
-áëóæäàþùåé ðåãóëÿðíîé òî÷êè òðåáóåòñÿ çà-

�èêñèðîâàòü îêðåñòíîñòü è èñïîëüçîâàòü åå ïîäíÿòèÿ äëÿ

âñåõ òî÷åê íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ.

Ïîýòîìó ⊥0
-áëóæäàþùàÿ òî÷êà íå îáÿçàíà áûòü ðàâ-

íîìåðíî ⊥0
-áëóæäàþùåé òî÷êîé, ê ïðèìåðó, åñëè íåé-

òðàëüíîå ñå÷åíèå íå îòäåëèìî ëîêàëüíûìè ïîäíÿòèÿìè îò

ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê Bf (îïðåäåëåíèå 4.29).
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Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ó âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé îäíî-

è äâóìåðíûõ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ⊥0
-áëóæäàþùèå

òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ⊥0
-áëóæäàþùèìè òî÷êàìè.

4.3.6. Èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà ðàâíîìåðíî

íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Ëåììà 4.69. Åñëè x � ðàâíîìåðíî ⊥0
-áëóæäàþùàÿ

òî÷êà âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ f , òî è f(x) òîæå ðàâ-

íîìåðíî ⊥0
-áëóæäàþùàÿ òî÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, íàéäåòñÿ îêðåñò-

íîñòü U(x) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî n f−n ◦ fn(U(x)) ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîìïîíåíòû Ui(yi), yi ∈
f−n ◦ fn(x), èìåþùèå îáùèé îáðàç fn(U(x)).

Ïîêàæåì, ÷òî f(Ui(yi)) � òðåáóåìûé â îïðåäåëåíèè íà-

áîð êîìïîíåíò ïðîîáðàçà f 1−n ◦ fn−1(f(U(x))) äëÿ f(x) è
n − 1. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî f(Ui(yi)) è f(Uj(yj)) ëè-

áî ñîâïàäàþò, êîãäà f(yi) = f(yj), ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ,
êîãäà f(yi) 6= f(yj).

Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî f(Ui(yi)) è f(Uj(yj))
ïåðåñåêàþòñÿ, êîãäà f(yi) 6= f(yj). Íî òîãäà ïðîîáðàç òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ïðîîáðàçîâ, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Òàêèì îáðàçîì, f(Ui(yi)) � òðåáóåìûé â îïðåäåëåíèè

íàáîð êîìïîíåíò ïðîîáðàçà f 1−n◦fn−1(f(U(x))) äëÿ f(x) è
n− 1, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) � ðàâíîìåðíî ⊥0

-áëóæäàþùàÿ

òî÷êà. �

Ñëåäñòâèå 4.70. Ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíî íåéòðàëü-

íî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê âïåðåä èíâàðèàíòíî.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîîáðàçû ðàâíîìåðíî ⊥0
-áëóæ-

äàþùåé òî÷êè áóäóò ⊥0
-áëóæäàþùèìè òî÷êàìè, íî, âîîá-

ùå ãîâîðÿ, ìîãóò è íå áûòü ðàâíîìåðíî ⊥0
-áëóæäàþùèìè

òî÷êàìè.
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4.3.7. Ïðèìåðû íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùèõ òî-

÷åê.

Â îïðåäåëåíèè 4.61 èñïîëüçîâàëîñü àáñòðàêòíîå ïîíÿ-

òèå ðàçëîæåíèÿ ïðîîáðàçà íà êîìïîíåíòû èç ðàçäåëà 4.2.2.

Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî ñâÿç-

íî, òî ðàçëîæåíèå ïðîîáðàçà ñâîäèòñÿ ê åãî ðàçáèåíèþ íà

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, è îïðåäåëåíèå 4.61 ñðàçó ïðèîáðå-

òàåò ñëåäóþùèé, áîëåå ïðîñòîé âèä:

Îïðåäåëåíèå 4.71. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ ⊥0
-

áëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå ñâÿç-

íàÿ îêðåñòíîñòü U , ÷òî äëÿ ëþáîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû

U ′ 6= U ìíîæåñòâà f−n(fn(U)) ïåðåñå÷åíèå U ′ ∩ U = ∅

äëÿ âñåõ n > 0.

Ïóñòü f � íåîáðàòèìîå íàêðûòèå îêðóæíîñòè S1
. Òàê

êàê f � ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ëî-

êàëüíûõ êîìïîíåíò ïðîîáðàçà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êàê

ðàçëîæåíèåì ïðîîáðàçà íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òàê è

îêðåñòíîñòÿìè, íà êîòîðûõ ëîêàëüíî îòîáðàæåíèå ÿâëÿ-

åòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.

Ïîñòðîèì ïàðó ïðèìåðîâ íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùèõ

ìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 4.72. z2 : S1 → S1.

Ïîñòðîåíèå. �àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå âëîæåí-

íîé â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïî-

ëèíîìîì

z2 : S1 → S1 ⊂ C.

Äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ è

ðàçáèåíèåì ïðîîáðàçà íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, è ïîêðû-

òèåì ïðîîáðàçà íà îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èç-

ìà.

�àññìîòðèì òî÷êó ϕ = 0 (1 + 0i â êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè). Ýòî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, åå øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ
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�èñ. 4.8. Èòåðàöèè íåéòðàëüíîãî îòîáðàæå-

íèÿ äëÿ z2
.

ñîñòîèò èç åå ïðîîáðàçîâ, âïîñëåäñòâèè íåïîäâèæíûõ òî-

÷åê ϕ = k
2n 2π, n ≥ 0, 0 ≤ k < 2n

, ò.å. êîìïëåêñíûõ êîðíåé

èç åäèíèöû ñòåïåíè 2n
äëÿ âñåõ n.

Äëÿ n-òîé ñòåïåíè ïðîîáðàçà ìíîæåñòâî f−nfn(1 + 0i)
ñîñòîèò èç 2n

êîìïëåêñíûõ êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè 2n
.

Äëÿ êàæäîãî òàêîãî êîðíÿ åãî îêðåñòíîñòü ëîêàëüíîé ãî-

ìåîìîð�íîñòè ñîñòîèò èç ñîäåðæàùåãî ýòó òî÷êó îòðåçêà,

âûñåêàåìîãî èç îêðóæíîñòè ñîñåäíèìè ýòîé òî÷êå êîðíÿ-

ìè.

Âîçüìåì îêðåñòíîñòü (−π
5
, π

5
) òî÷êè ϕ = 0 è ðàññìîò-

ðèì åå íåéòðàëüíûå èòåðàöèè (ñì. ðèñóíîê 4.8). Ïîñëå ïåð-

âîé èòåðàöèè ìíîæåñòâî ðàñïàäàåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè (−π
5
, π

5
) è (π− π

5
, π+ π

5
). Ïîñëå âòîðîé èòåðàöèè

ìíîæåñòâî ðàñïàäàåòñÿ íà ÷åòûðå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

(−π
5
, π

5
), (π

2
− π

5
, π

2
+ π

5
), (π − π

5
, π + π

5
) è (3π

2
− π

5
, 3π

2
+ π

5
).
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Ïîñëå òðåòüåé èòåðàöèè ìíîæåñòâî óæå íå ðàñïàäàåò-

ñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, à åãî ïîêðûòèå îêðåñòíî-

ñòÿìè, â êîòîðûõ îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãî-

ìåîìîð�èçìîì, ñîñòîèò èç âîñüìè îêðåñòíîñòåé (−π
5
, π

5
),

(π
4
− π

5
, π

4
+ π

5
), (π

2
− π

5
, π

2
+ π

5
), (3π

4
− π

5
, 3π

4
+ π

5
), (π− π

5
, π+ π

5
),

(5π
4
− π

5
, 5π

4
+ π

5
), (3π

2
− π

5
, 3π

2
+ π

5
) è (7π

4
− π

5
, 7π

4
+ π

5
), êîòîðûå

ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.

Ýòî íåéòðàëüíîå îòîáðàæåíèå ñîñòîèò èç êîìïîçèöèè

ðàñòÿãèâàþùåãî â 2n ðàç z2n
è ñæèìàþùåãî â 2n ðàç 2n

√
z,

ïîýòîìó ó êàæäîé êîìïîíåíòû ïðîîáðàçà îòðåçêà äëèíà

áóäåò ðàâíà äëèíå èñõîäíîãî îòðåçêà. Èç-çà ýòîãî, êàê ëåã-

êî âèäåòü, êàêîé áû ìàëîé ìû íå âçÿëè áû íà÷àëüíóþ

îêðåñòíîñòü, íàéäåòñÿ n òàêîå, ÷òî åå íåéòðàëüíàÿ èòå-

ðàöèÿ çàïîëíèò âñþ îêðóæíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà

ϕ = 0 ÿâëÿåòñÿ ⊥0
-íåáëóæäàþùåé. Ïîñêîëüêó òî ñâîéñòâî

ýòîãî íåéòðàëüíîå îòîáðàæåíèÿ, ÷òî ó êàæäîé êîìïîíåí-

òû ïðîîáðàçà îòðåçêà äëèíà áóäåò ðàâíà äëèíå èñõîäíîãî

îòðåçêà íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè, òî îïèñàííàÿ ñèòóà-

öèÿ ïîâòîðèòñÿ è äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè îòðåçêà. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ó îòîáðàæåíèÿ z2n
âñÿ îêðóæíîñòü ñîñòîèò èç

⊥0
-íåáëóæäàþùèõ òî÷åê. ✷

Ïðèìåð 4.73. Ïðèìåð äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ îêðóæ-

íîñòè ñ ⊥0
-áëóæäàþùèìè è ⊥0

-íåáëóæäàþùèìè òî÷êà-

ìè.

Ïîñòðîåíèå. �àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå îêðóæ-

íîñòè S1 = [0, 1]/{0, 1}, çàäàííîå (ñì. ðèñ 4.9) êóñî÷íî-

ëèíåéíîé �óíêöèåé

f(x) =

{
x, x ∈ [0, 1

2
];

3x− 1, x ∈ [1
2
, 1];

Íà îòðåçêå [0, 1
2
] îòîáðàæåíèå òîæäåñòâåííîå, ñëåäîâà-

òåëüíî, âñå òî÷êè íà îòðåçêå [0, 1
2
] íåïîäâèæíûå, äàëåå, íà
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1

1

o

�èñ. 4.9. Íàêðûòèå îêðóæíîñòè ñ ⊥0
-áëóæ-

äàþùèìè òî÷êàìè.

îòðåçêå [1
2
, 1], îòîáðàæåíèå ðàñòÿãèâàþùåå, â èòîãå äâà-

æäû íàêðûâàÿ îêðóæíîñòü.

Ïîêàæåì, ÷òî âñå òî÷êè îòêðûòîãî èíòåðâàëà (0, 1
2
) ⊥0

-

áëóæäàþùèå.

Äëÿ ýòîãî äëÿ ýòèõ òî÷åê äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü òðå-

áóåìóþ â îïðåäåëåíèè 4.71 îêðåñòíîñòü.

Â êà÷åñòâå òàêîé îêðåñòíîñòè âîçüìåì îòêðûòûé èí-

òåðâàë (0, 1
2
). Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ýòîãî èíòåðâàëà íåïî-

äâèæíûå, òî íåéòðàëüíûå èòåðàöèè ýòîãî èíòåðâàëà f−n ◦
fn

ñâîäÿòñÿ ê èòåðàöèÿì f−n
.

f−1
(
(0, 1

2
)
)
ðàñïàäàåòñÿ íà 2 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè:

ñîáñòâåííî (0, 1
2
) è (4

6
, 5

6
) (ñì. ðèñ 4.9). Ýòè êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè îòäåëåíû äðóã îò äðóãà èíòåðâàëàìè, êîòîðûå

íàêðûâàþò îòðåçîê [1
2
, 1].

Åñëè ðàññìîòðåòü f−2
(
(0, 1

2
)
)
, òî ê äâóì óïîìÿíóòûì

èíòåðâàëàì äîáàâÿòñÿ åùå 2 èíòåðâàëà, ðàñïîëîæåííûå
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âíóòðè îòðåçêîâ (1
2
, 2

3
) è (5

6
, 1), êîòîðûå äëÿ f−1

íàêðûâà-

ëè îòðåçîê [1
2
, 1]. Îïÿòü, âñå ÷åòûðå èíòåðâàëà ðàçäåëåíû

èíòåðâàëàìè, êîòîðûå íàêðûâàþò îòðåçîê [1
2
, 1].

Ýòî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîãî n: èíòåðâàëû, êîòî-
ðûå íàêðûâàþò îòðåçîê [0, 1

2
] âñåãäà áóäóò ðàçäåëåíû èí-

òåðâàëàìè, êîòîðûå íàêðûâàþò îòðåçîê [1
2
, 1], ïîýòîìó äëÿ

ëþáîãî n ìíîæåñòâî f−n
(
(0, 1

2
)
)
áóäåò ðàçäåëÿòüñÿ íà êîì-

ïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòêðûòûé èíòåðâàë (0, 1
2
) (è âñå åãî

ïðîîáðàçû) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó W⊥(f).
Îòêðûòûé èíòåðâàë (0, 1

2
) è âñå åãî ïðîîáðàçû âû-

ñåêàþò èç îòðåçêà [1
2
, 1] Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî Λ. Òî÷êè

ýòîãî Êàíòîðîâà ìíîæåñòâà Λ ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîîáðàçîâ îòêðûòîãî èíòåðâà-

ëà (0, 1
2
), ïîýòîìó â ëþáîé, êàê óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè

åñòü íåñêîëüêî ïðîîáðàçîâ îòêðûòîãî èíòåðâàëà (0, 1
2
),

ò.å. ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n òàêîé èíòåðâàë íàêðûâàåò

âñþ îêðóæíîñòü è íå ìîæåò áûòü ðàçáèò íà êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè.

Ñëåäîâàòåëüíî, Λ = Ω⊥(f). ✷

4.3.8. Êâàçèíåáëóæäàþùèå è ñóïåðáëóæäàþ-

ùèå òî÷êè.

Äàííûå ðàíåå îïðåäåëåíèÿ áûëè ïðàêòè÷åñêè âàæíû-

ìè, íî ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè íåáëóæäàþùèõ òî÷åê øèðîêîé

òðàåêòîðèè. Äàäèì îäíî îáùåå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå îõâà-

òûâàåò âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 4.74. Òî÷êà x ∈M íàçûâàåòñÿ ñóïåð-

áëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè îíà îäíîâðåìåííî α-, ω-, è
⊥0

-áëóæäàþùàÿ.

Òî÷êó x ∈ M íàçîâåì êâàçèíåáëóæäàþùåé òî÷êîé

f , åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðáëóæäàþùåé.
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Ìíîæåñòâî ñóïåðáëóæäàþùèõ òî÷åê îáîçíà÷èì ÷åðåç

SW (f). Ìíîæåñòâî êâàçèíåáëóæäàþùèõ òî÷åê îáîçíà÷èì

÷åðåç QΩ(f). Ïî îïðåäåëåíèþ, QΩ(f) = Ω̂(f) ∪ Ω⊥(f).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ãîìåîìîð�èçìîâ îïðåäåëåíèå ñóïåð-

áëóæäàþùåé òî÷êè ïðåâðàùàåòñÿ ïðîñòî â îïðåäåëåíèå

áëóæäàþùåé òî÷êè. �àçíèöà ìåæäó áëóæäàþùèìè òî÷êà-

ìè è ñóïåðáëóæäàþùèìè òî÷êàìè ïîÿâëÿåòñÿ äëÿ íåîáðà-

òèìûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé. Íàïðèìåð, ó ãîëîìîð�-

íîãî îòîáðàæåíèÿ z2 : S2 → S2
ìíîæåñòâî ñóïåðáëóæäà-

þùèõ òî÷åê ïóñòî, â òî âðåìÿ êàê âñå òî÷êè ñ ðàäèóñîì,

îòëè÷íûì îò 0, 1, ∞ � áëóæäàþùèå.

Ïðèìåð 4.75. Ïðèìåð âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ ñ ñó-

ïåðáëóæäàþùèìè òî÷êàìè.

Ïîñòðîåíèå. Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî R2
, ñîñòîÿùåå èç

äâóõ ïðÿìûõ: X = {(x, y)|x ∈ R, y ∈ {0, 1}} �àññìîòðèì

îòîáðàæåíèå íà X, f : (x, y) 7→ (x + 1, 0). Ëåãêî âèäåòü,

÷òî âñå òî÷êè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñóïåðáëóæäàþùèå: â êà-

÷åñòâå òðåáóåìîé â îïðåäåëåíèè ñóïåðáëóæäàþùèõ òî÷åê

îêðåñòíîñòè ìîæíî âçÿòü ìåòðè÷åñêèé øàð ðàäèóñà < 1
2
.

✷

Êàê è â ñëó÷àå ⊥0
-áëóæäàþùèõ òî÷åê, äëÿ ñóïåðáëóæ-

äàþùèõ òî÷åê ñóùåñòâóåò è áîëåå ñèëüíûé âàðèàíò îïðå-

äåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.76. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ ðàâ-

íîìåðíî ñóïåðáëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ

òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U , ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ O(x),
y 6= x, ëîêàëüíûé îáðàç îêðåñòíîñòè U â ñìûñëå îïðåäåëå-

íèÿ 4.12 ñóùåñòâóåò è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îêðåñòíîñòüþ

U .

Â ñëó÷àå ëîêàëüíî ñâÿçíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàí-

ñòâ îïðåäåëåíèå ñóïåðáëóæäàþùèõ òî÷åê ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â ñëåäóþùåì âèäå.
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Îïðåäåëåíèå 4.77. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ ðàâ-

íîìåðíî ñóïåðáëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ

åå ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü U , íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ òî÷åê

èç O(x), òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

U ′ 6= U ìíîæåñòâà f−l(fk(U)) èìååì U ′∩U = ∅ äëÿ âñåõ

k, l ∈ Z.

Ïî îïðåäåëåíèþ, âñÿ òðàåêòîðèÿ ðàâíîìåðíî ñóïåð-

áëóæäàþùåé òî÷êè ñîñòîèò èç ðàâíîìåðíî ñóïåðáëóæäà-

þùèõ òî÷åê. Òðàåêòîðèþ ðàâíîìåðíî ñóïåðáëóæäàþùåé

òî÷êè íàçîâåì ðàâíîìåðíî ñóïåðáëóæäàþùåé òðà-

åêòîðèåé.

Ñóïåðáëóæäàþùèå òî÷êè â äàëüíåéøåì áóäóò èãðàòü

âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè äèíàìèêè âíóòðåííèõ îòîáðàæå-

íèé.

4.4. Öåíòðû Áèðêãî�à âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ.

Ïîñêîëüêó ó âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé îäíîìó îïðåäå-

ëåíèþ ìíîæåñòâà íåáëóæäàþùèõ òî÷åê ñîîòâåòñòâóåò öå-

ëîå ñåìåéñòâî îïðåäåëåíèé, òî è êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

öåíòðà Áèðêãî�à íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà äèíàìè÷å-

ñêîé ñèñòåìû ðàñùåïëÿåòñÿ äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé

íà ñåìåéñòâî îïðåäåëåíèé.

Äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ïîëó÷àåì öåíòð Áèðê-

ãî�à ìíîæåñòâà íåáëóæäàþùèõ òî÷åê, öåíòð Áèðêãî�à

ìíîæåñòâà øèðîêî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê, öåíòð Áèðêãî-

�à ìíîæåñòâà ⊥0
-íåáëóæäàþùèõ òî÷åê è öåíòð Áèðêãî�à

ìíîæåñòâà êâàçèíåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Çàìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî öåíòð

Áèðêãî�à íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà îáðàòèìîé äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû íà êîìïàêòàõ íå ïóñò è ñîâïàäàåò ñ çà-

ìûêàíèåì ìíîæåñòâà ðåêóððåíòíûõ òî÷åê ìîæíî ðàñïðî-

ñòðàíèòü è íà ýòè öåíòðû Áèðêãî�à äëÿ âíóòðåííèõ îòî-

áðàæåíèé, òàê êàê ñïåöè�èêà îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé â

äîêàçàòåëüñòâå íå èñïîëüçóåòñÿ.
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4.5. �åãóëÿðíî áëóæäàþùèå òî÷êè.

Êàê è äëÿ ãîìåîìîð�èçìîâ, â ìíîæåñòâå áëóæäàþ-

ùèõ òî÷åê W (f) âíóòðåííåãî ýïèìîð�èçìà f òîïîëîãè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî âûäåëÿòü ïîäìíîæåñòâà

ω-ðåãóëÿðíûõ òî÷åê, α-ðåãóëÿðíûõ òî÷åê, ðåãóëÿðíûõ òî-
÷åê è íåðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïðè ïîìîùè ïîíÿòèÿ ðåãóëÿð-

íîñòè, ââåäåííîãî Áèðêãî�îì è Ñìèòîì [46℄.

Îäíàêî, âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ èìåþò ñâîþ ñïåöè-

�èêó: âî-ïåðâûõ, òåðìèí �ðåãóëÿðíûå òî÷êè� óæå çàðåçåð-

âèðîâàí â äèõîòîìèè ðåãóëÿðíûå vs. ñèíãóëÿðíûå òî÷êè

âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ. Ïîýòîìó, ÷òîáû èçáåæàòü ïóòà-

íèöû, âìåñòî òåðìèíà �ðåãóëÿðíûå áëóæäàþùèå òî÷êè�,

êàê ýòî ïðèíÿòî â ñëó÷àå ãîìåîìîð�èçìîâ, áóäåì ãîâî-

ðèòü î ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèõ òî÷êàõ. Òîãäà, íàïðèìåð,

âûðàæåíèÿ �ðåãóëÿðíàÿ ðåãóëÿðíî áëóæäàþùàÿ òî÷êà� è

�ñèíãóëÿðíàÿ ðåãóëÿðíî áëóæäàþùàÿ òî÷êà� áóäóò èìåòü

÷åòêî îïðåäåëåííûé ñìûñë.

Âî-âòîðûõ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ áëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà

ìîæíî äàòü íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, êîòîðûå ýêâèâàëåíò-

íû ìåæäó ñîáîé äëÿ ãîìåîìîð�èçìîâ, íî ðàçëè÷íû äëÿ

âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé. Ñîîòâåòñòâåííî, êàæäîå èç ýòèõ

îïðåäåëåíèé áëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà è äîïîëíèòåëüíîãî

ê íåìó íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ïîðîæäàåò ñâîå ñîá-

ñòâåííîå îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèõ òî÷åê, òà-

êèì îáðàçîì, ó íàñ áóäåò íå îäíî îïðåäåëåíèå, à öåëîå ñå-

ìåéñòâî îïðåäåëåíèé ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèõ òî÷åê, ïàðà-

ìåòðèçîâàííîå âûáîðîì îïðåäåëåíèÿ áëóæäàþùåãî è äî-

ïîëíèòåëüíîãî ê íåìó íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà.

×òîáû íå óêàçûâàòü âñå ýòè ñëó÷àè, äàäèì îïðåäåëå-

íèÿ äëÿ ñëó÷àÿ êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ 4.42 ìíîæå-

ñòâà áëóæäàþùèõ è íåáëóæäàþùèõ òî÷åê. Ïðè íåîáõîäè-

ìîñòè, äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòîé çà-

ìåíîé êëàññè÷åñêèõ ìíîæåñòâ áëóæäàþùèõ è íåáëóæäà-

þùèõ òî÷åê íà óêàçàííûå.
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Îïðåäåëåíèå 4.78. Áëóæäàþùàÿ òî÷êà x íàçûâàåò-
ñÿ ω-ðåãóëÿðíî áëóæäàþùåé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé

îêðåñòíîñòè UΩ íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà Ω íàéäåòñÿ

îêðåñòíîñòü Vx òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî ïî÷òè âñÿ ïîëîæè-

òåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ ìíîæåñòâà Vx ñîäåðæèòñÿ â

UΩ, ò.å. íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n > 0 èìååò ìåñòî âêëþ-

÷åíèå:

∞⋃

i=n

f i(Vx) ⊂ UΩ.

Áëóæäàþùàÿ òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ α-ðåãóëÿðíî
áëóæäàþùåé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè UΩ

íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà Ω íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Vx

òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî ïî÷òè âñÿ îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðà-

åêòîðèÿ ìíîæåñòâà Vx ñîäåðæèòñÿ â UΩ, ò.å. íà÷èíàÿ

ñ íåêîòîðîãî n > 0 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå:

∞⋃

i=n

f−i(Vx) ⊂ UΩ.

Áëóæäàþùàÿ òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíî

áëóæäàþùåé, åñëè îíà îäíîâðåìåííî è ω- è α-ðåãóëÿð-
íî áëóæäàþùàÿ. Îñòàëüíûå áëóæäàþùèå òî÷êè èç X,

íå ÿâëÿþùèåñÿ íè α- íè ω-ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèìè, íà-

çûâàþòñÿ íåðåãóëÿðíî áëóæäàþùèìè.

Ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèõ òî÷åê, α-ðåãó-
ëÿðíî áëóæäàþùèõ è ω-ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèõ òî-

÷åê áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Reg (f),
Reg −(f) è Reg +(f). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,

Reg (f) = Reg −(f) ∩ Reg +(f).

Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâà α-ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèõ
òî÷åê, ω-ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèõ òî÷åê, à çíà÷èò è ðåãó-

ëÿðíî áëóæäàþùèõ òî÷åê, îòêðûòû.



Èíâàðèàíòíûå íàáîðû îêðåñòíîñòåé 133

Çàìå÷àíèå 4.79. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îòëè÷èå îò îïðå-

äåëåíèé ìíîæåñòâ Lim(f) è Rec(f), â îïðåäåëåíèè ìíî-

æåñòâà Reg (f) ðåãóëÿðíûõ òî÷åê áåðåòñÿ ïåðåñå÷åíèå,

à íå îáúåäèíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ Reg −(f)
è Reg +(f).

4.5.1. �åãóëÿðíî áëóæäàþùèå êîìïîíåíòû.

Îïðåäåëåíèå 4.80. Ïóñòü S ⊂ X îòêðûòîå ïîä-

ìíîæåñòâî (îáëàñòü). Òîãäà S íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ

áëóæäàþùåãî òèïà, åñëè fk(S) ∩ S = ∅, k 6= 0.
Îáëàñòü S ⊂ X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ïåðèîäè÷å-

ñêîãî òèïà ïîðÿäêà q ≥ 1, åñëè f q(S) = S è fk(S) ∩ S =
∅, k = 1, . . . , q − 1.

Ïðè q = 1, ò.å. êîãäà f(S) = S, îáëàñòü S íàçûâàåòñÿ

èíâàðèàíòíîé îáëàñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 4.81. Ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíûå êîìïî-

íåíòû ìíîæåñòâ ω-ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèõ òî÷åê, α-
ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèõ òî÷åê è ðåãóëÿðíî áëóæäàþ-

ùèõ òî÷åê f íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ω-ðåãóëÿðíî
áëóæäàþùèìè, α-ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèìè èëè

ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèìè êîìïîíåíòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè X � ìíîãîîáðàçèå, òî êàæäàÿ ðåãó-

ëÿðíî áëóæäàþùàÿ êîìïîíåíòà S âñåãäà ëèíåéíî ñâÿçíà

êàê îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîãî

ïðîñòðàíñòâà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò

ñâÿçíûå ìíîæåñòâà ñíîâà â ñâÿçíûå, à òàêæå â ñèëó ìàê-

ñèìàëüíîñòè S, îíà ìîæåò áûòü: ëèáî (a) îáëàñòüþ áëóæ-

äàþùåãî òèïà, è òîãäà áóäåì íàçûâàòü åå áëóæäàþùåé

êîìïîíåíòîé, ëèáî (b) îáëàñòüþ ïåðèîäè÷åñêîãî òèïà �

òîãäà áóäåì íàçûâàòü åå ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòîé.

Äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé, â îòëè÷èå îò ãîìåîìîð-

�èçìîâ, âàæåí òàêæå ñëó÷àé, âîçâðàùàåòñÿ ëè â ñåáÿ ïðî-

îáðàç ìàêñèìàëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû.
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Îïðåäåëåíèå 4.82. Èíâàðèàíòíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ

ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà U íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íàçûâà-

åòñÿ òîòàëüíî èíâàðèàíòíîé, åñëè f−1(U) = U .

Îïðåäåëåíèå 4.83. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ

ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà U íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íàçû-

âàåòñÿ òîòàëüíî ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè f−n(U) = U äëÿ

íåêîòîðîãî n > 0.

Â ñëó÷àå ãîìåîìîð�èçìîâ ðåãóëÿðíî áëóæäàþùèå ïå-

ðèîäè÷åñêèå êîìïîíåíòû äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé âïåð-

âûå áûëè èññëåäîâàíû Áèðêãî�îì è Ñìèòîì [46℄ äëÿ ñ�å-

ðû, è Ñìèòîì [110℄ � â îáùåì ñëó÷àå. Ïîçæå Ñ. Õ. Àðàí-

ñîí è Â. Ñ. Ìåäâåäåâ â ðàáîòå [5℄ îáîáùèëè ðåçóëüòàòû

ýòèõ ñòàòåé íà ñëó÷àé n-ìåðíîé ñ�åðû, óòî÷íèâ ïðè ýòîì
äîêàçàòåëüñòâà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ áëóæäàþùàÿ

ðåãóëÿðíî áëóæäàþùàÿ êîìïîíåíòà S èìååò òîïîëîãè÷å-

ñêèé òèï ëèáî îäíîñâÿçíîé, ëèáî äâóñâÿçíîé îáëàñòè â

R2
, ïðè÷åì â ñëó÷àå äâóñâÿçíîé îáëàñòè X ÿâëÿåòñÿ äâó-

ìåðíûì òîðîì à f ïðèíàäëåæèò ñïåöèàëüíîìó êëàññó ãî-

ìåîìîð�èçìîâ, ïðè ýòîì ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ðåãóëÿðíî

áëóæäàþùàÿ êîìïîíåíòà S èìååò òîïîëîãè÷åñêèé òèï èëè

îäíîñâÿçíîé èëè äâóñâÿçíîé îáëàñòè â R2
(äðóãèìè ñëîâà-

ìè, ãîìåîìîð�íà ëèáî îòêðûòîìó äèñêó, ëèáî îòêðûòîìó

êîëüöó S1 × (0, 1)). Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå äâóñâÿçíîé îáëà-
ñòè, äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàíèöû S ëåæàò âî ìíî-

æåñòâå íåáëóæäàþùèõ òî÷åê, à òî÷êè S ñòåêàþò ñ îäíîé

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè åå ãðàíèöû ∂S íà äðóãóþ.

4.5.2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíî áëóæäàþ-

ùèõ êîìïîíåíò. Ïóñòü S ⊂ X � èíâàðèàíòíàÿ ðåãóëÿð-

íî áëóæäàþùàÿ êîìïîíåíòà âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ f ,
X � ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå

ñ ìåòðèêîé. Ïî îïðåäåëåíèþ, ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî S
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â ∂S.
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Ëåììà 4.84. Ïóñòü ∆ � çàìêíóòîå èçîëèðîâàí-

íîå âïåðåä f -èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî ω-ïðåäåëüíîãî
ìíîæåñòâà ω(S) èíâàðèàíòíîé ðåãóëÿðíî áëóæäàþùåé

êîìïîíåíòû S âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ f . Òîãäà áàñ-

ñåéí ïðèòÿæåíèÿ ∆ � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà y ∈ S òàêàÿ, ÷òî åå

ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ω(y) èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå
ñ ∆.

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ω(y) ⊂ ∆. Â ñàìîì äåëå, ïðåä-

ïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî â ω-ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå

ω(S) íàéäåòñÿ åùå îäíî çàìêíóòîå èçîëèðîâàííîå âïåðåä

f -èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî ∆1 òàêîå, ÷òî îíî ïåðåñå-

êàåòñÿ ñ ω(y). Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòðè÷åñêèõ
øàðîâ B 1

n
(y) ðàäèóñà 1

n
íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî-

÷åê pn, qn ∈ B 1

n
(y) òàêèå, ÷òî fn(pn) ñõîäèòñÿ ê ∆, à fn(qn)

ñõîäèòñÿ ê ∆1. Ïîñêîëüêó X � ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N , òî÷êè pn è qn ìîæíî ñîåäèíèòü

ïóòåì γn ⊂ B 1

n
(y). Ïîñêîëüêó γn � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî,

ω(γn) òîæå ñâÿçíî, ïðè ÷åì ïî ïîñòðîåíèþ ω(γn) ∩ ∆ 6= ∅

è ω(γn) ∩ ∆1 6= ∅. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ∆ �

çàìêíóòàÿ èçîëèðîâàííàÿ êîìïîíåíòà ω-ïðåäåëüíîãî ìíî-
æåñòâà.

Âçÿâ â îïðåäåëåíèè ω-ðåãóëÿðíîé òî÷êè ε ìåíüøåå, ÷åì
ðàññòîÿíèå îò ∆ äî äðóãèõ òî÷åê ω(S), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ
âñåõ n > N îêðåñòíîñòü òî÷êè y îñòàíåòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè
∆. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà y âõîäèò â îáëàñòü
ïðèòÿæåíèÿ ∆ âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ, ñëåäîâàòåëü-

íî, áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ∆ îòêðûò. �

Òåîðåìà 4.85. ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ω(S) èíâàðè-
àíòíîé ðåãóëÿðíî áëóæäàþùåé êîìïîíåíòû S âíóòðåí-

íåãî îòîáðàæåíèÿ f íå ðàçëîæèìî íà çàìêíóòûå èçîëè-

ðîâàííûå âïåðåä f -èíâàðèàíòíûå ïîäìíîæåñòâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî áóäåò ðàññìîòðåòü

ñëó÷àé äâóõ çàìêíóòûõ èçîëèðîâàííûõ f -èíâàðèàíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ ω(S), òàê êàê ëèøíèå êîìïîíåíòû ìîæíî

îáúåäèíèòü â îäíó.

Ñîãëàñíî ëåììå 4.84, áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ ýòèõ äâóõ

èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ îòêðûòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ,

êàê áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó â ñóììå

îíè äÿþò âñå ìíîæåñòâî ω(S), îáúåäèíåíèå ýòèõ áàññåéíîâ
ïðèòÿæåíèÿ äàåò âñþ êîìïîíåíòó S. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ñâÿçíîñòè S. �

Çàìå÷àíèå 4.86. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 4.85 ê

îòîáðàæåíèþ fn
, ïîëó÷èì, ÷òî ω-ïðåäåëüíîå ìíîæå-

ñòâî ω(S) èíâàðèàíòíîé ðåãóëÿðíî áëóæäàþùåé êîìïî-

íåíòû S âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ f íå ðàçëîæèìî íà

çàìêíóòûå èçîëèðîâàííûå f -ïåðèîäè÷åñêèå ïîäìíîæå-

ñòâà.

Ïðîáëåìà 4.87. Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ïðèìåð èíâà-

ðèàíòíîé ðåãóëÿðíî áëóæäàþùåé êîìïîíåíòû âíóòðåí-

íåãî îòîáðàæåíèÿ, ó êîòîðîé ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî

íå ñâÿçíî (íàïðèìåð, ãîìåîìîð�íî êàíòîðîâó ìíîæåñò-

âó)? Ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü â ñëó÷àå, åñëè f � ãîìåîìîð-

�èçì?

Çàìå÷àíèå 4.88. Óòâåðæäåíèÿ 4.85 è 4.86 äëÿ α-ïðå-
äåëüíîãî ìíîæåñòâà íå èìåþò ìåñòà â ñëó÷àå íåîáðàòè-

ìûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé.

Óïðàæíåíèå 4.89. ïîñòðîèòü ïðèìåð âïåðåä èíâà-

ðèàíòíîé ðåãóëÿðíî áëóæäàþùåé êîìïîíåíòû âíóòðåí-

íåãî îòîáðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðîé ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî

åå òî÷åê ñîñòîèò èç íåïîäâèæíîé òî÷êè, à α-ïðåäåëü-
íîå ìíîæåñòâî åå òî÷åê íåñâÿçíî è ñîñòîèò èç âïîñëåä-

ñòâèè �èêñèðîâàííîé òðàåêòîðèè.
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4.6. Ôóíäàìåíòàëüíûå îêðåñòíîñòè.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèì �óíäàìåíòàëüíûå îê-

ðåñòíîñòè äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé. Êàê è äëÿ äðóãèõ

ïîíÿòèé, ïåðåíîñ ïîíÿòèÿ ��óíäàìåíòàëüíûå îêðåñòíîñ-

òè� ñ ãîìåîìîð�èçìîâ íà âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ïðèâî-

äèò ê íåñêîëüêèì âîçìîæíûì âàðèàíòàì îïðåäåëåíèé.

Íàïîìíèì, êàê âîçíèêàþò è êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëà-

äàþò �óíäàìåíòàëüíûå îêðåñòíîñòè â ñëó÷àå ãîìåîìîð-

�èçìîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå ãîìåîìîð�èçìîâ �óíäàìåí-

òàëüíûå îêðåñòíîñòè âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ àòòðàêòîðàìè.

Ïîäðîáíî ïàðû àòòðàêòîð-ðåïåëëåð è �èëüòðàöèè ðàñ-

ñìîòðåíû â ðàçäåëå 6.2.3, çäåñü òîëüêî íàïîìíèì îïðåäå-

ëåíèå 6.8:

Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïðèòÿãèâà-

þùèì, åñëè f(U) ⊂ U . Èç îïðåäåëåíèÿ U \ f(U) 6= ∅.

Ñòðîãî ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî îáëàäàåò òåì ñâîé-

ñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè èç ∪n≥0f
−n(U) åå ω - ïðå-

äåëüíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â èíâàðèàíòíîì ìíîæå-

ñòâå Λ = ∩n≥0f
n(U), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì.

Ìíîæåñòâî U \ f(U) 6= ∅ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

â ñëó÷àå ãîìåîìîð�èçìà îíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé òðà-

åêòîðèåé áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà ðîâíî â îäíîé

òî÷êå. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò çàìûêàíèå ýòîãî ìíîæå-

ñòâà, ìíîæåñòâî UF = U \ f(U) =
(
U \ f (U)

)
∪∂U∪f (∂U)

ñ ãðàíèöåé ∂U ∪ f (∂U).
Ýòî çàìûêàíèå UF îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îíî ïå-

ðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé òðàåêòîðèåé áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ àò-

òðàêòîðà, ïîïàäàþùåé â åãî âíóòðåííîñòü, ðîâíî â îäíîé
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òî÷êå, à îñòàëüíûå òðàåêòîðèè áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ àò-

òðàêòîðà ïåðåñåêàþòñÿ ñ ýòèì çàìûêàíèåì äâàæäû, ïåð-

âûé ðàç ñ ∂U è âòîðîé ðàç ñ f (∂U). Ïðè ýòîì f èíäóöèðó-

åò îòîáðàæåíèå íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà UF = U \ f(U): ïðè
ýòîì ∂U ãîìåîìîð�íî îòîáðàæàåòñÿ íà ∂f (U) = f (∂U).

Ôóíäàìåíòàëüíîé îêðåñòíîñòüþ íàçûâàþò ëèáî ñàìî

ìíîæåñòâî UF , ëèáî òå åãî ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå ñîõðà-

íÿþò ñâîéñòâî ïåðåñå÷åíèÿ ñ òðàåêòîðèÿìè è îòîáðàæåíèÿ

ãðàíèö.

Íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü ïîäìíîæåñòâà âîçíèêà-

åò èç-çà òîãî, ÷òî áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà îáû÷-

íî èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, íàïðèìåð, åãî òî÷êè ìî-

ãóò ïðèíàäëåæàòü ðàçíûì óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì

ìíîãîîáðàçèÿì. Â òàêîì ñëó÷àå îáû÷íî áàññåéí ïðèòÿæå-

íèÿ àòòðàêòîðà ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà, è â êàæäîì

ïîäìíîæåñòâå âûáèðàåòñÿ ñâîÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ îêðåñò-

íîñòü.

Â òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îäíèì

èç âàæíûõ ïðèìåíåíèé �óíäàìåíòàëüíûõ îêðåñòíîñòåé

ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñîïðÿãàþùåãî äâà îòîáðàæåíèÿ ãî-

ìåîìîð�èçìà: ïîñêîëüêó âíóòðåííîñòü �óíäàìåíòàëüíîé

îêðåñòíîñòè ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé òðàåêòîðèåé ðîâíî â

îäíîé òî÷êå, òî äîñòàòî÷íî çàäàòü ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîð-

�èçì íà ãðàíèöå �óíäàìåíòàëüíîé îêðåñòíîñòè, à äàëåå

åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âíóòðåííîñòü �óíäàìåíòàëüíîé

îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Ïðè ïåðåõîäå ê âíóòðåííèì îòîáðàæåíèÿì îêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî óêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà �óíäàìåíòàëüíûõ îê-

ðåñòíîñòåé ìîãóò íàðóøàòüñÿ.

Íàïðèìåð, ìîæåò áûòü òàê, ÷òî ∂U óæå íå îòîáðàæà-

åòñÿ ãîìåîìîð�íî íà f (∂U), à ∂f (U) 6= f (∂U).

Ïðèìåð 4.90. Ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ∂U
íå îòîáðàæàåòñÿ ãîìåîìîð�íî íà f (∂U).
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Ïîñòðîåíèå. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè â ïî-

ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ρ, φ) 7→ (3+sinφ
5

ρ, 2φ). Ëåãêî âèäåòü,

÷òî òî÷êà (0, 0) - íåïîäâèæíàÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ òî÷êà, âñå
îñòàëüíûå òî÷êè - áëóæäàþùèå è ïðèíàäëåæàò áàññåéíó

ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè (0, 0).
Èñêîìûé ïðèìåð äàåò îêðåñòíîñòü - ìåòðè÷åñêèé øàð

åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Îáðàç åãî ãðàíèöû - êðèâàÿ, êîòîðàÿ

íàïîäîáèå óëèòêè Ïàñêàëÿ äâàæäû îáîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã

òî÷êè (0, 0) (ñì. ðèñ. 4.12). Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòü îáðàçà

∂U ëåæèò âî âíóòðåííîñòè îáðàçà U . ✷

Äàëåå, ìíîæåñòâî U \ f(U), õîòü è ïî ïðåæíåìó ïåðå-

ñåêàåò êàæäóþ ÷àñòíóþ òðàåêòîðèþ â îäíîé òî÷êå, ìîæåò

ñîäåðæàòü â ñåáå ñðàçó ìíîãî òî÷åê øèðîêîé òðàåêòîðèè

(ñì. îïðåäåëåíèå 3.6).

Ïîýòîìó äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé îïðåäåëèì íåñ-

êîëüêî âèäîâ �óíäàìåíòàëüíûõ îêðåñòíîñòåé, â çàâèñèìî-

ñòè îò òîãî, êàêèìè ñâîéñòâàìè îíè îáëàäàþò.

U

f -1(f(U))\U

f(U)

Λ

�èñ. 4.10. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îêðåñòíîñòü

ïåðâîãî ðîäà U . Ñïðàâà äðóãèå ïðîîáðàçû

f(U).

Ïóñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî U � ñòðîãî ïðèòÿãèâàþùåå

ìíîæåñòâî âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ f . Òàêæå ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî UF = U \ f(U) íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê f . Åñëè
ñóæåíèå f íà UF ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì, ñêàæåì, ÷òî



140 �ëàâà IV

UF ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé îêðåñòíîñòüþ ïåðâîãî ðî-

äà.

Åñëè æå ñóæåíèå f íà UF íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èç-

ìîì, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî U⊥ = ∪n≥0f
−n ◦ fn(U). Åñëè

U⊥
òîæå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì

âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ f , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî U
äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå äî �óíäàìåíòàëüíîé îêðåñòíîñ-

òè âòîðîãî ðîäà, à U⊥
áóäåì íàçûâàòü �óíäàìåíòàëüíîé

îêðåñòíîñòüþ âòîðîãî ðîäà.

O

U

f(U)

f = (x2 + y2, 3xy)

�èñ. 4.11. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îêðåñòíîñòü

âòîðîãî ðîäà. Îêðóæíîñòü ∂U äâàæäû íà-

êðûâàåò ýëëèïñ ∂f (U) ïîä äåéñòâèåì f .

Èíà÷å íàçîâåì UF �óíäàìåíòàëüíîé îêðåñòíîñòüþ

òðåòüåãî ðîäà.

Ëåãêî âèäåòü èç îïðåäåëåíèé, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ

îêðåñòíîñòü ïåðâîãî ðîäà èìååò âñå ïðèçíàêè �óíäàìåí-

òàëüíîé îêðåñòíîñòè äëÿ ãîìåîìîð�èçìà: Ñ øèðîêèìè

òðàåêòîðèÿìè âñåõ ñâîèõ òî÷åê îíà ïåðåñåêàåòñÿ ðîâíî

â îäíîé òî÷êå, çà èñêëþ÷åíèåì ñâîåé ãðàíèöû, êîòîðàÿ

ïåðåñåêàåòñÿ ïî äâóì òî÷êàì. �ðàíèöà ðàñïàäàåòñÿ íà
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O

U

f(U)

�èñ. 4.12. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îêðåñòíîñòü

òðåòüåãî ðîäà.

äâà ïîäìíîæåñòâà, îäíî èç êîòîðûõ ãîìåîìîð�íî îòîá-

ðàæàåòñÿ íà äðóãîå ñ ïîìîùüþ âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ

f .
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îêðåñòíîñòü âòîðîãî ðîäà ïåðåñåêà-

åòñÿ ñ øèðîêèìè òðàåêòîðèÿìè âñåõ ñâîèõ òî÷åê ðîâíî ïî

îäíîìó íåéòðàëüíîìó ñå÷åíèþ øèðîêîé òðàåêòîðèè, çà èñ-

êëþ÷åíèåì ñâîåé ãðàíèöû, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ïî äâóì

íåéòðàëüíûì ñå÷åíèÿì. �ðàíèöà ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ïîä-

ìíîæåñòâà, îäíî èç êîòîðûõ íàêðûâàåò äðóãîå ñ ïîìîùüþ

âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ f . Òàêæå, àòòðàêòîð �óíäàìåí-
òàëüíîé îêðåñòíîñòè âòîðîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì

íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé (ñì. îïðåäåëåíèå 6.31).

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òðåòüåãî ðîäà îáëàäà-

åò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íåéòðàëüíîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî

åå òî÷åê (ñì. ðàçäåë 3.6.2) ïåðåñåêàåòñÿ ñ ðåïåëëåðîì, ñî-

îòâåòñòâåííî åå àòòðàêòîð íå ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì íåé-

òðàëüíûõ ñå÷åíèé.
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Îòîáðàæåíèÿ ñ ñóïåðáëóæäàþùèìè òî÷êàìè ïðåäî-

ñòàâëÿþò ïðèìåðû �óíäàìåíòàëüíûõ îêðåñòíîñòåé ïåð-

âîãî ðîäà. �îëîìîð�íûå îòîáðàæåíèÿ, íàïðèìåð, êîì-

ïëåêñíûå ïîëèíîìû, ïðåäîñòàâëÿþò ïðèìåðû �óíäàìåí-

òàëüíûõ îêðåñòíîñòåé âòîðîãî ðîäà â áàññåéíàõ ïðèòÿ-

æåíèÿ ñóïåðïðèòÿãèâàþùèõ òî÷åê, ñì. óòâåðæäåíèå 5.17.

Îòîáðàæåíèå èç ïðèìåðà 4.90 ìîæíî óêàçàòü â êà÷åñòâå

ïðèìåðà îòîáðàæåíèé ñ �óíäàìåíòàëüíûìè îêðåñòíîñòÿ-

ìè òðåòüåãî ðîäà.

Èìåÿ ïîä ðóêîé òàêèå ñâîéñòâà �óíäàìåíòàëüíûõ îê-

ðåñòíîñòåé, îáðàçîâàííûõ ñòðîãî ïðèòÿãèâàþùèìè ìíî-

æåñòâàìè, äàäèì òåïåðü �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ðàçëè÷-

íûõ �óíäàìåíòàëüíûõ îêðåñòíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 4.91. Ïóñòü UF - çàìêíóòîå ìíîæå-

ñòâî ñ êðàåì. Íàçîâåì UF �óíäàìåíòàëüíîé îêðåñòíî-

ñòüþ

⋄ ïåðâîãî ðîäà, åñëè îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ øèðîêè-

ìè òðàåêòîðèÿìè âñåõ ñâîèõ òî÷åê ðîâíî â îäíîé

òî÷êå, çà èñêëþ÷åíèåì ñâîåé ãðàíèöû, êîòîðàÿ

ïåðåñåêàåòñÿ ïî äâóì òî÷êàì. �ðàíèöà ðàñïàäà-

åòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà, îäíî èç êîòîðûõ ãî-

ìåîìîð�íî îòîáðàæàåòñÿ íà äðóãîå ñ ïîìîùüþ

âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ f .
⋄ âòîðîãî ðîäà, åñëè îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ øèðî-

êèìè òðàåêòîðèÿìè âñåõ ñâîèõ òî÷åê ðîâíî ïî

îäíîìó íåéòðàëüíîìó ñå÷åíèþ øèðîêîé òðàåê-

òîðèè, çà èñêëþ÷åíèåì ñâîåé ãðàíèöû, êîòîðàÿ

ïåðåñåêàåòñÿ ïî äâóì íåéòðàëüíûì ñå÷åíèÿì, à

ãðàíèöà ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà, îäíî

èç êîòîðûõ íàêðûâàåò äðóãîå ñ ïîìîùüþ âíóò-

ðåííåãî îòîáðàæåíèÿ f .
⋄ òðåòüåãî ðîäà, åñëè íåéòðàëüíîå ïðåäåëüíîå

ìíîæåñòâî åå òî÷åê ïåðåñåêàåòñÿ ñ ðåïåëëåðîì.
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Åñëè ìíîæåñòâî UF íå ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé îê-

ðåñòíîñòüþ ïåðâîãî, âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà, íî ïîñòðî-

åííîå èç UF ìíîæåñòâî U⊥
F = ∪n≥0f−n ◦ fn(IntU) ÿâëÿåò-

ñÿ �óíäàìåíòàëüíîé îêðåñòíîñòüþ âòîðîãî ðîäà, òî áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî UF äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå äî �óíäàìåíòàëü-

íîé îêðåñòíîñòè âòîðîãî ðîäà,

Ýòè æå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà �óí-

äàìåíòàëüíûå îêðåñòíîñòè, ñîäåðæàùèå îñîáûå òî÷êè.

Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ

â ñèëó èõ ãðîìîçäêîñòè, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî åñëè ó �óí-

äàìåíòàëüíîé îêðåñòíîñòè íàéäåòñÿ îáðàç èëè ïðîîáðàç,

íå ñîäåðæàùèé îñîáûõ òî÷åê, òî åå ðîä ìîæíî îïðåäåëèòü

ïî ðîäó òàêîãî îáðàçà èëè ïðîîáðàçà.



�ËÀÂÀ 5

�îìåîìîð�èçìû, ïîëóñîïðÿæåííûå

âíóòðåííåìó îòîáðàæåíèþ.

Ïóñòü X � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ñåïàðàáåëüíîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à f : X → X � åãî âíóòðåííåå

îòîáðàæåíèå.

Â äèíàìèêå íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé èíîãäà èñïîëü-

çóåòñÿ ïðèåì, êîãäà ïî èñõîäíîìó íåîáðàòèìîìó îòîáðà-

æåíèþ ñòðîèòñÿ è â äàëüíåéøåì èçó÷àåòñÿ ãîìåîìîð�èçì

ïðîñòðàíñòâà ÷àñòíûõ òðàåêòîðèé f , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì X ïî îòîáðàæåíèþ f .
Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàþòñÿ è èçó÷àþòñÿ êîíñòðóê-

öèè ðàçáèåíèé X ïî ðàçëè÷íûì íåéòðàëüíî èíâàðèàíò-

íûì îòíîñèòåëüíî f ïîäìíîæåñòâàì, òàêèõ, ÷òî èíäóöèðî-
âàííîå îòîáðàæåíèå íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ãî-

ìåîìîð�èçìîì. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî

ïîëó÷åííûé ãîìåîìîð�èçì íàïðÿìóþ ïîëóñîïðÿæåí èñ-

õîäíîìó âíóòðåííåìó îòîáðàæåíèþ.

5.1. Ôàêòîð-ãîìåîìîð�èçì ðàçáèåíèÿ íà

íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ.

�àññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X íà íåéòðàëü-

íûå ñå÷åíèÿ �ìíîæåñòâà O⊥(x). Îáîçíà÷èì �àêòîð-ïðîñ-

òðàíñòâî ïî ýòîìó ðàçáèåíèþ ÷åðåç X/O⊥, à ïðîåêöèþ íà

�àêòîð-ïðîñòðàíñòâî êàê πO⊥. Íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå

X/O⊥ f èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå f/O⊥.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà O⊥(x) íå çàìêíóòû, ïîýòîìó â
ïîëó÷åííîì �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå íå ãàðàíòèðóåòñÿ äàæå
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âûïîëíåíèå àêñèîìû îòäåëèìîñòè T1, ò. å. îäíîòî÷å÷íîå

ìíîæåñòâî ìîæåò è íå áûòü çàìêíóòûì. Äàëåå ýòîò âîïðîñ

áóäåò ðàññìîòðåí áîëåå ïîäðîáíî.

f ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì íà

ìíîæåñòâå íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé, à, ñëåäîâàòåëüíî, îòîá-

ðàæåíèå f/O⊥ íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî

îäíîçíà÷íûì.

�àññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

X
f−−−→ Xyπ

O⊥

yπ
O⊥

X/O⊥

f/
O⊥−−−→ X/O⊥

Ïî ïîñòðîåíèþ, πO⊥ � �àêòîðíîå îòîáðàæåíèå, f � âíóò-

ðåííåå îòîáðàæåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîçèöèÿ πO⊥ ◦ f
� �àêòîðíîå îòîáðàæåíèå. Èç êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

f/O⊥◦πO⊥ ��àêòîðíîå îòîáðàæåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, f/O⊥

� òîæå �àêòîðíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.18

f/O⊥ � ãîìåîìîð�èçì ïðîñòðàíñòâà X/O⊥.

Òàê ïîñòðîåííûé ãîìåîìîð�èçì f/O⊥ ÿâëÿåòñÿ òîïî-

ëîãè÷åñêèì �àêòîðîì îòîáðàæåíèÿ f .
Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå X çàäàíî ðàçáèåíèå Ψ íà çà-

ìêíóòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 5.1. �àçáèåíèå Ψ íàçûâàåòñÿ çàìêíó-

òûì, åñëè ïðîåêöèÿ íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî � çàìêíó-

òîå îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5.2. �àçáèåíèå Ψ íàçûâàåòñÿ îòêðû-

òûì, åñëè ïðîåêöèÿ íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî � îòêðû-

òîå îòîáðàæåíèå.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâà, íàñûùåííûå îòíîñèòåëüíî

ðàçáèåíèÿ íà íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ (îïðåäåëåíèå 3.50), íà-

çûâàþòñÿ íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíûìè (îïðåäåëåíèå 3.49).
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Îáðàçîì ìíîæåñòâà V ïîä äåéñòâèåì π−1
O⊥ ◦ πO⊥ ÿâëÿ-

åòñÿ íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî

V ′ =
⋃

i≥0

f−n ◦ fn(V ).

Åñëè V �îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî ïî ïîñòðîåíèþ V ′
òî-

æå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Îäíàêî, åñëè V � çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî, òî V ′
ìîæåò è íå áûòü çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X íà íåéòðàëü-

íûå ñå÷åíèÿ îòêðûòîå, íî íå çàìêíóòîå.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî òî÷êà x ⊥0
-çàöåïëåíà ñ

òî÷êîé y ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîð�èçìà f , åñëè äëÿ ëþ-

áûõ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ îêðåñòíîñòåé Vx è Vy òî÷åê x è

y ñîîòâåòñòâåííî èìååò ìåñòî

(⋃

n≥0

f−n (fn (Vx))

)
∩ Vy 6= ∅.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Linked⊥(f) ìíîæåñòâî òî÷åê y òàêèõ,
÷òî äëÿ y íàéäåòñÿ çàöåïëåííàÿ ñ íåé òî÷êà x. Ïî îïðå-

äåëåíèþ, ýòî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïðèìåð: ⊥0
-íåáëóæ-

äàþùàÿ òî÷êà ⊥0
-çàöåïëåíà ñàìà ñ ñîáîé. Êàê ñëåäñòâèå,

Ω⊥(f) ⊂ Linked⊥(f).
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ìíîæåñòâà O⊥(x) íå çàìêíó-

òû, ïîýòîìó �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî X/O⊥ ìîæåò îáëàäàòü

äîñòàòî÷íî ïëîõîé òîïîëîãèåé, â ÷àñòíîñòè, íå ãàðàíòèðó-

åòñÿ äàæå âûïîëíåíèå àêñèîìû îòäåëèìîñòè T1.

Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, âñå íåïðèÿòíîñòè

â òîïîëîãèè �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà X/O⊥ ñîñðåäîòî÷åíû â

Linked⊥(f). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ∈ Linked⊥(f), òî íàé-

äåòñÿ òî÷êà x, êîòîðàÿ ⊥0
-çàöåïëåíà ñ òî÷êîé y, è, ñëåäî-

âàòåëüíî, äëÿ îáðàçîâ òî÷åê x è y íå âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà
îòäåëèìîñòè T2. È íàîáîðîò, åñëè òî÷êè x è y íå ïðèíàä-
ëåæàò ìíîæåñòâó Linked⊥(f), òî ïî îïðåäåëåíèþ íàéäóòñÿ
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îêðåñòíîñòè Vx è Vy òî÷åê x è y, òàêèå, ÷òî
(⋃

n≥0

f−n (fn (Vx))

)
∩
(⋃

n≥0

f−n (fn (Vy))

)
= ∅,

è, êàê ñëåäñòâèå, äëÿ îáðàçîâ òî÷åê x è y â �àêòîð-ïðî-

ñòðàíñòâå X/O⊥ âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè T2.

Ïîñêîëüêó Ω⊥(f) ⊂ Linked⊥(f), òî äîïîëíåíèå ê ìíî-

æåñòâó Linked⊥(f) ëåæèò âî ìíîæåñòâå ⊥0
-áëóæäàþùèõ

òî÷åê. Ïóñòü x�íåîñîáàÿ ⊥0
-áëóæäàþùàÿ òî÷êà, èç äî-

ïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó Linked⊥(f). Ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ 4.8, íàéäåòñÿ åå îêðåñòíîñòü U(x) òàêàÿ, ÷òî f â

ñóæåíèè íà U(x) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðè ýòîì U(x) ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáûì íåéòðàëüíûì

ñå÷åíèåì f íå áîëåå ÷åì ïî îäíîé òî÷êå. Äîïîëíåíèå ê ìíî-
æåñòâó Linked⊥(f) îòêðûòî, à ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî

êîìïàêòíî. Ïîýòîìó äëÿ òî÷êè x íàéäåòñÿ åå êîìïàêòíàÿ
çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü V (x), òàêàÿ, ÷òî V (x) ïåðåñåêàåòñÿ
ñ ëþáûì íåéòðàëüíûì ñå÷åíèåì f íå áîëåå ÷åì ïî îäíîé

òî÷êå è öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â äîïîëíåíèè ê ìíîæåñòâó

Linked⊥(f).
Â ñóæåíèè íà îêðåñòíîñòü V (x) ïðîåêöèÿ πO⊥ ÿâëÿåòñÿ

áèåêòèâíûì íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì êîìïàêòà â õàó-

ñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî, ïîýòîìó îáðàç V (x) òîæå ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòîì, à ïðîåêöèÿ πO⊥ â òî÷êå x ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
ãîìåîìîð�èçìîì.

Ñëåäñòâèå 5.3. Ôàêòîð-îòîáðàæåíèå ðàçáèåíèÿ íà

íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ f â ñóæåíèè íà ìíîæåñòâî íåîñî-

áûõ òî÷åê èç W⊥(f) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èç-

ìîì.

Åñëè x�îñîáàÿ ⊥0
-áëóæäàþùàÿ òî÷êà èç äîïîëíåíèÿ

ê ìíîæåñòâó Linked⊥(f), òî �àêòîð-îòîáðàæåíèå ðàçáèå-

íèÿ íà íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ f â ñóæåíèè íà W⊥(f) ÿâëÿ-
åòñÿ âíóòðåííèì îòîáðàæåíèåì.
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Òàêèì îáðàçîì, âíå îáðàçà ìíîæåñòâà Linked⊥(f) �àê-
òîð-ïðîñòðàíñòâî X/O⊥ óñòðîåíî äîñòàòî÷íî õîðîøî. Íî â

îáðàçå ìíîæåñòâà Linked⊥(f) �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî X/O⊥

ìîæåò áûòü óñòðîåíî êðàéíå ïëîõî. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò

ýòèõ ïàòîëîãèé, íåîáõîäèìî îãðóáèòü ðàçáèåíèå íà íåé-

òðàëüíûå êîìïîíåíòû. Íàïðèìåð, ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá�

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì �àêòîì, ÷òî ìíîæåñòâî Linked⊥(f)
� èíâàðèàíòíî è íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíî è ñäåëàòü åãî

ýëåìåíòîì ðàçáèåíèÿ, ñòÿíóâ åãî îáðàç â �àêòîð-ïðî-

ñòðàíñòâå â òî÷êó. Òàêîå �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî íàçîâåì

�àêòîð-ïðîñòðàíñòâîì ïî ðàçáèåíèþ ⊥0
-áëóæäàþùåãî

ìíîæåñòâà íà íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ è áóäåì îáîçíà÷àòü

X/Linked⊥ (ëèáîX/Ω⊥ â ñëó÷àÿõ, êîãäà Linked⊥(f) = Ω⊥(f),
êàê, íàïðèìåð, äëÿ íàêðûòèé îêðóæíîñòè).

Îäíàêî ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ ÷àñòü èí�îðìàöèè î äè-

íàìèêå îòîáðàæåíèÿ. ×òîáû ñîõðàíèòü ýòó èí�îðìàöèþ,

íåîáõîäèìî áîëåå òîíêîå ðàçáèåíèå íà f � èíâàðèàíòíûå

íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíûå ïîäìíîæåñòâà, íî, ÷òîáû íå

ïîëó÷èòü ïàòîëîãèè â ïîëó÷åííîì �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå,

ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ äîëæíû áûòü çàìêíóòûìè ìíîæå-

ñòâàìè.

Îäíî èç õîðîøèõ ñâîéñòâ ðàçáèåíèé íà çàìêíóòûå ìíî-

æåñòâà ��àêòîð-ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíîãî òîïîëîãè÷åñ-

êîãî ïðîñòðàíñòâà ïî çàìêíóòîìó ðàçáèåíèþ íà çàìêíó-

òûå ïîäìíîæåñòâà íîðìàëüíî.

5.2. Íåéòðàëüíàÿ êîìïîíåíòà òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòîé òî÷êè

x íàçîâåì ïåðåñå÷åíèå ïðîîáðàçîâ ϕ−1(0) ïî âñåì íåïðå-

ðûâíûì �óíêöèÿì ϕ(p), òàêèì, ÷òî ϕ(x) = 0 è ϕ(p)
íà êàæäîì íåéòðàëüíîì ñå÷åíèè ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå

çíà÷åíèÿ.

Íåéòðàëüíóþ êîìïîíåíòó òî÷êè x îáîçíà÷èì êàê Z
⊥(x).
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Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ íåéòðàëüíàÿ êîìïîíåí-

òà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îáúåäèíåíèå íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé.

Àëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáîì ìîæíî áûëî áû çàäàòü íåé-

òðàëüíóþ êîìïîíåíòó, åñëè îïðåäåëèòü íà ìíîæåñòâå òî-

÷åê ðå�ëåêñèâíîå ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå ≡0
pre: x ≡0

pre y

⇔⊥0(x)∩⊥0(y) 6= ∅ è ïî òðàíñ�èíèòíîé èíäóêöèè ðàñøè-

ðÿòü íåéòðàëüíóþ êîìïîíåíòó, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè x, èñïîëü-
çóÿ îïåðàöèè òîïîëîãè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ è òðàíçèòèâíî-

ãî çàìûêàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ≡0
pre. Îäíàêî, òàêîé ñïîñîá

âûãëÿäèò ñëèøêîì ãðîìîçäêèì.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ⊥0(x) ⊂ Z
⊥(x). �àçíèöà ìåæäó ýòèìè

ìíîæåñòâàìè, â ÷àñòíîñòè, â òîì, ÷òî x ∈ Z
⊥(x), íî x

ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü ⊥0(x).
Çàìêíóòîå íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿ-

åòñÿ íàñûùåííûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ íà

íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ. Îäíàêî îòñþäà íå ñëåäóåò, ÷òî ñîâî-

êóïíîñòü íåéòðàëüíûõ êîìïîíåíò, ñîäåðæàùèõ òî÷êè ýòî-

ãî çàìêíóòîãî íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà, ñîâ-

ïàäàåò ñ ýòèì ìíîæåñòâîì.

Ëåììà 5.5. Íåéòðàëüíàÿ êîìïîíåíòà íå çàâèñèò îò

âûáîðà òî÷êè x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðî-

òèâíîãî. Ïóñòü íàéäóòñÿ òî÷êè x è y òàêèå, ÷òî y ïðèíàä-
ëåæèò íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòå òî÷êè x, íî x íå ïðèíàäëå-
æèò íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòå òî÷êè y. Òîãäà, ïî îïðåäåëå-
íèþ, íàéäóòñÿ íåïðåðûâíûå �óíêöèè φ1(p) è φ2(p), òàêèå,
÷òî φ1(x) = φ1(y) = φ2(y) = 0, φ2(x) = c2 6= 0.

�àññìîòðèì �óíêöèþ φ3(p) = φ2(p) − c2. Ýòî ðàçíîñòü
íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, ïðèíèìàþùèõ ïîñòîÿííûå çíà÷å-

íèÿ íà êàæäîì íåéòðàëüíîì ñå÷åíèè, ñëåäîâàòåëüíî, òîæå

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ ïîñòîÿííûå çíà÷å-

íèÿ íà êàæäîì íåéòðàëüíîì ñå÷åíèè. Íî òîãäà, ïî îïðåäå-

ëåíèþ, y íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòå
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òî÷êè x, ïîñêîëüêó φ3(x) = 0, íî φ3(y) = −c2. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 5.6. Ëþáûå äâå íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû

ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ñëåäñòâèå 5.7. Åñëè x ∈ ⊥0(y), òî Z
⊥(x) = Z

⊥(y).

Ëåììà 5.8. Îáðàç è ïðîîáðàç íåéòðàëüíîé êîìïîíåí-

òû òîæå ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îáðàç íåéòðàëüíîé

êîìïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòîé. Ñíà÷à-

ëà ïîêàæåì, ÷òî îáðàç íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòû ëåæèò

â íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòå. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî,

÷òî íàéäóòñÿ òî÷êè x è y, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé íåé-

òðàëüíîé êîìïîíåíòå, òàêèå, ÷òî íåéòðàëüíûå êîìïîíåí-

òû f(x) è f(y) ðàçëè÷íû. Òîãäà íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ

ïîñòîÿííàÿ íà íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèÿõ �óíêöèÿ ψ1 òàêàÿ,

÷òî ψ1(f(x)) = 0, ψ1(f(y)) = c1 6= 0.
�àññìîòðèì �óíêöèþ ψ1 ◦ f . Èìååì, ÷òî ψ1 ◦ f(x) =

0, ψ1 ◦ f(y) = c1 6= 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê

ïî ïðåäïîëîæåíèþ x è y ïðèíàäëåæàò îäíîé íåéòðàëüíîé
êîìïîíåíòå.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðîîáðàç íåéòðàëüíîé êîìïîíåí-

òû ëåæèò â íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòå. Ïðåäïîëîæèì îò

ïðîòèâíîãî, ÷òî íàéäóòñÿ òî÷êè x è y, ïðèíàäëåæàùèå
îäíîé íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòå, òàêèå, ÷òî íåéòðàëüíûå

êîìïîíåíòû f−1(x) è f−1(y) ðàçëè÷íû.
Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ïî-

ñòîÿííàÿ íà íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèÿõ �óíêöèÿ ψ1 òàêàÿ, ÷òî

ψ1(f
−1(x)) = 0, ψ1(f

−1(y)) = c1 6= 0.
Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó íåéòðàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñî-

ñòîèò èç íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé, à äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

âñå òî÷êè åå ïðîîáðàçà ïðèíàäëåæàò îäíîìó íåéòðàëüíî-

ìó ñå÷åíèþ, òî âñå òî÷êè åå ïðîîáðàçà çàäàþò îäíó è òó

æå íåéòðàëüíóþ êîìïîíåíòó.
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�àññìîòðèì �óíêöèþ ψ1◦f−1
. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî f−1

� ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ψ1◦f−1
îïðåäåëåíà êîððåêò-

íî, òàê êàê ψ1 � �óíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà íåéòðàëüíûõ ñå-

÷åíèÿõ. Èìååì, ÷òî ψ1 ◦ f−1(x) = 0, ψ1 ◦ f−1(y) = c1 6= 0.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ x è y
ïðèíàäëåæàò îäíîé íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòå.

Ýòî è äîêàçûâàåò ëåììó. �

5.3. Ôàêòîð-ãîìåîìîð�èçì ðàçáèåíèÿ íà

íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû.

Êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 5.5 è 5.6, âíóòðåííèé ýïè-

ìîð�èçì f : M → M ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå M íà çàìêíó-

òûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà � íåéòðàëüíûå êîìïî-

íåíòû.

Ïî ïîñòðîåíèþ, îòîáðàæåíèå f èíäóöèðóåò ãîìåîìîð-

�èçì íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå ïî ðàçáèåíèþ íà íåéòðàëü-

íûå êîìïîíåíòû M/Z⊥
.

Â ðåçóëüòàòå, ñ êàæäûì âíóòðåííèì îòîáðàæåíèåì

ìîæíî ñâÿçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîçíà÷íûõ íåé-

òðàëüíûõ îòîáðàæåíèé x 7→ f−n ◦ fn(x) è ãîìåîìîð�èçì

íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå íåéòðàëüíûõ êîìïîíåíò. Ýòè

îòîáðàæåíèÿ äàþò äåêîìïîçèöèþ äèíàìèêè âíóòðåííåãî

îòîáðàæåíèÿ, â òîì ñìûñëå, ÷òî íåéòðàëüíûå îòîáðàæå-

íèÿ èíäóöèðóþò íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå òîæäåñòâåííîå

îòîáðàæåíèå. Ïî ïîñòðîåíèþ îíè ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷å-

ñêèìè èíâàðèàíòàìè âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê �àêòîð-ãîìåîìîð�èçìó

÷àñòü èñõîäíîé èí�îðìàöèè î äèíàìèêå âíóòðåííåãî îòîá-

ðàæåíèÿ åñòåñòâåííî òåðÿåòñÿ, äàæå ñ ó÷åòîì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íåéòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé.

Îäíàêî èñõîäíîå âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå ìîæíî ïîë-

íîñòüþ âîññòàíîâèòü, åñëè êðîìå �àêòîð-ãîìåîìîð�èçìà

è ïåðâîãî íåéòðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f−1 ◦ f(x) çíàòü, êàê
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èñõîäíîå îòîáðàæåíèå äåéñòâóåò íà õîòÿ áû îäíîì ïðåä-

ñòàâèòåëå êàæäîãî íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ, ò. å. íóæíî çà-

äàòü îòîáðàæåíèå íà íåêîòîðîì àíàëîãå �óíäàìåíòàëü-

íûõ îêðåñòíîñòåé äëÿ íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé.

Òàêæå, íå ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî óäàñòñÿ ïîëó÷èòü íåòðè-

âèàëüíóþ äåêîìïîçèöèþ äèíàìèêè âíóòðåííåãî îòîáðà-

æåíèÿ: âåäü äëÿ íåêîòîðûõ îòîáðàæåíèé íåéòðàëüíàÿ

êîìïîíåíòà ìîæåò ñîâïàñòü ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì M ,

÷òî äàñò îäíîòî÷å÷íîå �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî è òðèâèàëü-

íûé �àêòîð-ãîìåîìîð�èçì.

Îäíàêî, êàê áóäåò äàëåå ïîêàçàíî íà ïðèìåðàõ, âî ìíî-

ãèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åííûé �àêòîð-ãîìåîìîð�èçì äåéñòâè-

òåëüíî íåòðèâèàëåí, ÷òî äåëàåò åãî ïîëåçíûì èíñòðóìåí-

òîì èçó÷åíèÿ äèíàìèêè âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé.

Óïðàæíåíèå 5.9. Ïîñòðîèòü ïðèìåð âíóòðåííåãî

îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà M ñ íåéòðàëüíîé êîìïîíåí-

òîé, ñîâïàäàþùåé ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì M .

5.4. Ìåòðè÷åñêèå íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû.

Ïóñòü M � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

ρ� ìåòðèêà íàM , f : M → M � âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì.

�àññìîòðèì �óíêöèþ κ(x, y) = inf{ρ(p, q)|p ∈ O⊥(x), q ∈
O⊥(y)}. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî �óíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà íåé-
òðàëüíûõ ñå÷åíèÿõ.

Ëåììà 5.10. κ(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé

íà M ×M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî κ(x, y) � ñèììåò-

ðè÷íàÿ �óíêöèÿ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåð-

æäåíèå ëåììû äëÿ �óíêöèè κ(∗, y) ïðè �èêñèðîâàííîì

y ∈M .

Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ∃x ∈ M è ∃ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü òî÷åê (an), an ∈ M , n > 0 : limn→∞ xn = x,
limn→∞ xn = x, íî limn→∞ κ(xn, y) 6= κ(x, y).
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�àññìîòðèì çíà÷åíèå

κ(x, y) = inf{ρ(p, q)|p ∈ O⊥(x), q ∈ O⊥(y)}.

Ïóñòü ýòîò in�num äîñòèãàåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ðàññòîÿíèé ρ(xn, yn) ìåæäó ïàðàìè òî÷åê (xn), (yn), (xn) ∈
O⊥(x), (yn) ∈ O⊥(y).

Òîãäà ∀ε > 0 ∃N1: ∀n > N1 ρ(xn, yn) − κ(x, y) < ε
2
.

Çà�èêñèðóåì k > N1. Ïîñêîëüêó f � íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå, òî O⊥(an) ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê O⊥(x). Ïî-
ñêîëüêó f � äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå, òî èç O⊥(an) ìîæíî
âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (bm), bm ∈ O⊥(am),
ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå xk. Â ÷àñòíîñòè,

∃N2: ∀m > N2 ρ(bm, xk) <
ε
2
. Òîãäà

|κ(an, y) − κ(x, y)| =

= | inf{ρ(p, y)|p ∈ O⊥(an), y ∈ O⊥(y)} − κ(x, y)| <
< |ρ(bm, xk)| + |ρ(xk, yk) − κ(x, y)| < ε.

Óñòðåìèâ ε → 0, ïîëó÷èì, ÷òî limn→∞ κ(xn, y) =
κ(x, y). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó. �

Îïðåäåëèì ìåòðè÷åñêóþ íåéòðàëüíóþ êîìïîíåíòó

ρ0
⊥(x) = κ−1(x, ∗)(0).

Ëåììà 5.11. ρ0
⊥(x) = Z

⊥(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî Z
⊥(x) ⊃ ρ0

⊥(x) =
κ−1(x, ∗)(0). Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî,

÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà y ∈ κ−1(x, ∗)(0), òàêàÿ, ÷òî Z
⊥(y) 6=

Z
⊥(x).
Ïîñêîëüêó κ(x, y) = inf{ρ(p, q)|p ∈ O⊥(x), q ∈ O⊥(y)} =

0, íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê xi ∈ O⊥(x) è yi ∈
O⊥(y), limn→∞ ρ(p, q) = 0. Îäíàêî òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðå-
ðûâíîé ïîñòîÿííîé íà íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèÿõ �óíêöèè ψ1,

ïî îïðåäåëåíèþ Z
⊥(x), ψ1(xi) = 0, è ïî íåïðåðûâíîñòè
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limn−>∞ψ1(yi) = 0. Ïîñêîëüêó ψ1 ïîñòîÿííà íà íåéòðàëü-

íûõ ñå÷åíèÿõ, ψ1(y) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ Z
⊥(x). Ïîëó-

÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Äàëåå, òàê êàê κ(x, ∗) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, ïî

ïîñòðîåíèþ ïîñòîÿííàÿ íà íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèÿõ, òî ïî

îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Z
⊥
, Z

⊥(x) ⊂ κ−1(x, ∗)(0).
Ñëåäîâàòåëüíî, ρ0

⊥(x) = κ−1(x, ∗)(0) = Z
⊥(x). �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P⊥ ïðîåêöèþ íà ïðîñòðàíñòâî ðàçáè-

åíèÿ íà íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû, ò. å. îòîáðàæåíèå P⊥ :
V ⊂M 7→ {∪x∈V Z

⊥(x)}.

Ëåììà 5.12. Åñëè V � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî

ïðîåêöèþ P⊥ íà ïðîñòðàíñòâî ðàçáèåíèÿ íà íåéòðàëüíûå

êîìïîíåíòû ìîæíî çàïèñàòü êàê îòîáðàæåíèå Pρ : V ⊂
M 7→ {p ∈M |ρ(V,O⊥(p)) = 0}

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü èç îïðåäåëåíèÿ, ÷òî

Pρ(V ) ⊂ P⊥(V ). Ïîêàæåì, ÷òî P⊥(V ) ⊂ Pρ(V ). Ïðåäïî-
ëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà y ∈ V òàêàÿ,

÷òî P⊥(y) = Z
⊥(y) 6⊂ Pρ(V ). Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ψ1(p) =

inf ρ(V,O⊥(p)) íåïðåðûâíà è ïîñòîÿííà íà íåéòðàëüíûõ ñå-
÷åíèÿõ, ïðè ÷åì ïî ïðåäïîëîæåíèþ Z

⊥(y) 6⊂ Pρ(V ), ò. å.
íàéäåòñÿ òî÷êà y1 ∈ Z

⊥(y), òàêàÿ, ÷òî ψ1(y1) 6= 0, òî è

íà âñåì ìíîæåñòâå Z
⊥(y) ψ1(Z

⊥(y)) 6= 0 ïî îïðåäåëåíèþ

íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòû. Íî ïî ïîñòðîåíèþ ψ1(y) = 0.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

5.4.1. Ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî ðàçáèåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P⊥ ïðîåêöèþ íà ïðîñòðàíñòâî ðàçáè-

åíèÿ íà íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû, ò. å. îòîáðàæåíèå P⊥ :
V ⊂M 7→ {∪x∈V Z

⊥(x)}.

Ïðîáëåìà 5.13. Âåðíî ëè, ÷òî íà êîìïàêòíîì ìíî-

æåñòâå P⊥ ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó?
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Çàìå÷àíèå 5.14. Åñëè V � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,

à P⊥ ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó, òî ïðîåêöèþ P⊥(V ) íà ïðîñ-
òðàíñòâî ðàçáèåíèÿ íà íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû ìîæ-

íî çàïèñàòü êàê ïåðåñå÷åíèå ïðîîáðàçîâ ϕ−1(0) ïî âñåì

íåïðåðûâíûì �óíêöèÿì ϕ(p), òàêèì, ÷òî ϕ(V ) = 0 è

ϕ(x) íà êàæäîì íåéòðàëüíîì ñå÷åíèè ïðèíèìàåò ïîñòî-

ÿííûå çíà÷åíèÿ.

Åñëè P⊥ ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó, òî �àêòîð-ïðîñòðàíñ-

òâî ðàçáèåíèÿ íà íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû õàóñäîð�îâî,

ñì. [87℄, �19, [88℄, �43. Åñëè P⊥ ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó,

òî �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî ðàçáèåíèÿ íà íåéòðàëüíûå êîì-

ïîíåíòû ðåãóëÿðíî.

Ïðîáëåìà 5.15. Âåðíî ëè, ÷òî íà êîìïàêòíîì ìíî-

æåñòâå P⊥ ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó?

Ïðèìåð 5.16. Ïðèìåð èíäóöèðîâàííîãî ãîìåîìîð�èç-

ìà íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå ïî ðàçáèåíèþ íà íåéòðàëü-

íûå êîìïîíåíòû.

Ïîñòðîåíèå. �àññìîòðèì ïðîñòåéøèé êîìïëåêñíûé ïî-

ëèíîì zn : S2 → S2
, n > 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ íåãî

òî÷êè íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ èìåþò îäèí è òîò æå ðàäèóñ.

Ïîýòîìó ó ýòîãî îòîáðàæåíèÿ åãî íåéòðàëüíûå êîìïîíåí-

òû îáðàçóþò ñëîåíèå S2
íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â 0. Åãî

�àêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïî ðàçáèåíèþ íà íåéòðàëüíûå êîì-

ïîíåíòû ìîæíî ãîìåîìîð�íî îòîáðàçèòü íà îòðåçîê [0, 8]
òàê, ÷òîáû òî÷êà 1 áûëà îáðàçîì îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1. Ó

èíäóöèðîâàííîãî ãîìåîìîð�èçìà òî÷êè 0 è 8 íåïîäâèæ-

íûå ïðèòÿãèâàþùèå, òî÷êà 1 � íåïîäâèæíàÿ îòòàëêèâàþ-

ùàÿ. Îñòàâøèåñÿ òî÷êè áëóæäàþùèå. ✷

Ó ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå êîìïëåêñíî-

ãî ïîëèíîìà zn
ñëîåíèå íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â 0 �

ýòî íå ïðîñòî íåêîòîðîå èíâàðèàíòíîå ñëîåíèå, êîòîðûõ ó

ïîëèíîìà zn
áåñêîíå÷íî ìíîãî, à, ïîñêîëüêó îíî ñîñòîèò
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èç íåéòðàëüíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè-

÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè îòîáðàæåíèÿ, òî ýòî ñëîåíèå âûäå-

ëåííîå, îíî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ýòîãî

ïîëèíîìà. Ó âñåõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé, òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæåííûõ äàííîìó ïîëèíîìó, òàêæå íàéäåòñÿ ñëîåíèå

íà íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû, ïðè ÷åì îíî áóäåò îáðàçîì

ñëîåíèÿ íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â 0 ïîëèíîìà zn
ïîä

äåéñòâèåì ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîð�èçìà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäîáíûå òî-

ïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ íà íåéòðàëüíûå êîì-

ïîíåíòû åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ó ìíîãèõ êëàññîâ ãîëî-

ìîð�íûõ îòîáðàæåíèé, è â îñîáåííîñòè ó ïîëèíîìîâ, ó

êîòîðûõ áåñêîíå÷íîñòü âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïðèòÿãèâàþ-

ùåé òî÷êîé.

Óòâåðæäåíèå 5.17. Áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ñóïåðïðè-

òÿãèâàþùåé òî÷êè ãîëîìîð�íîãî îòîáðàæåíèÿ �èìàíî-

âîé ïîâåðõíîñòè îáëàäàåò òîïîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíûì

ñëîåíèåì íà ãîìåîìîð�íûå îêðóæíîñòè íåéòðàëüíûå

êîìïîíåíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Áåõòåðà â îê-

ðåñòíîñòè ñóïåðïðèòÿãèâàþùåé òî÷êè ãîëîìîð�íîå îòîá-

ðàæåíèå ãîëîìîð�íî ñîïðÿæåíî �óíêöèè wn
, äëÿ êî-

òîðîé ñëîåíèå íà íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû ñóùåñòâóåò

(ñì. ïðåäûäóùèé ïðèìåð 5.16). Ïîñêîëüêó ñëîåíèå íà

íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâà-

ðèàíòîì, òî ïðè ñîïðÿæåíèè îíî ïåðåõîäèò â ñëîåíèå íà

íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ ñóïåðïðè-

òÿãèâàþùåé òî÷êè. �

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ ñóïåðïðèòÿãè-

âàþùåé òî÷êè ãîëîìîð�íîãî îòîáðàæåíèÿ ðàçáèåíèå íà

íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû ñîâïàäàåò ñ ðàçáèåíèåì íà ýêâè-

ïîòåíöèàëüíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè �ðèíà,
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à ñîîòâåòñòâóþùåå �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî áàññåéíà ïðèòÿ-

æåíèÿ ïî íåéòðàëüíûì êîìïîíåíòàì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îòðåçîê.

5.5. Ñâîéñòâà äèíàìèêè èíäóöèðîâàííîãî

ãîìåîìîð�èçìà.

Îòìåòèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ P⊥.

Åñëè ìíîæåñòâî O⊥(x)�âûðîæäåííîå è ñîñòîèò èç êî-

íå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, òî ïî îïðåäåëåíèþ îíî ñîâïàäàåò ñî

ñâîåé íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòîé. Îòñþäà îáðàç âûðîæäåí-

íîãî íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ � òî÷êà.

Ïî ïîñòðîåíèþ f ïîëóñîïðÿæåíî ñâîåìó èíäóöèðîâàí-

íîìó ãîìåîìîð�èçìó f/P⊥.

Îòñþäà ñëåäóþò òàêèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ P⊥, êàê,

íàïðèìåð, îáðàç âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé ñ ïåðèîäîì � äåëè-

òåëåì ïåðèîäà âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Óïðàæíåíèå 5.18. Ïîñòðîèòü ïðèìåð èíäóöèðîâàí-

íîãî ãîìåîìîð�èçìà, òàêîãî, ÷òî îáðàç âïîñëåäñòâèè ïå-

ðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè ñ ïåðèîäîì n > 1 ÿâëÿåòñÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé.



�ËÀÂÀ 6

Öåïíî-ðåêóððåíòíûå ìíîæåñòâà è

îñíîâíàÿ òåîðåìà äèíàìèêè âíóòðåííèõ

îòîáðàæåíèé.

6.1. Ââåäåíèå.

Òåîðèÿ öåïíî-ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ, î êîòîðûõ áó-

äåò èäòè ðå÷ü, áûëà ïîñòðîåíà ×. Êîíëè â [61℄ äëÿ ïî-

òîêîâ â êîìïàêòíîì ñëó÷àå, îáîáùåíà Äæ. Ôðåíêñîì [70℄

íà ãîìåîìîð�èçìû è Ì. Õàðëè â [78℄ íà ýïèìîð�èçìû

(êîìïàêòíûé ñëó÷àé).

Çàìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ åñòü îáîáùåíèÿ òåî-

ðèè öåïíî-ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ è äëÿ íåêîìïàêòíîãî

ñëó÷àÿ â òåðìèíàõ ñëàáûõ àòòðàêòîðîâ è ñóùåñòâîâàíèÿ

�óíêöèè Ëÿïóíîâà, [80, 81℄, à òàêæå îáîáùåíèÿ íà ìíî-

ãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ [50℄.

Â ðàçäåëå 6.2 ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå ýòîé òåî-

ðèè äëÿ ýïèìîð�èçìîâ â êîìïàêòíîì ñëó÷àå (äëÿ êîòîðî-

ãî ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïàð àòòðàêòîð-ðåïåëëåð),

ñëåäóÿ [78, 48℄.

Â ðàçäåëå 6.3 ñòðîèòñÿ ñïåöè�è÷åñêàÿ äëÿ âíóòðåí-

íèõ îòîáðàæåíèé òåîðèÿ öåïíî-ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ,

íàñûùåííûõ îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé, è ïîêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî ýòà òåîðèÿ ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé òåî-

ðèè öåïíî-ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ äëÿ �àêòîð-ãîìåîìîð-

�èçìà âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ ïî ñâîèì íåéòðàëüíûì

êîìïîíåíòàì èç ðàçäåëà 5.3.

158
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�àññìàòðèâàåìûå â ðàçäåëå 6.2 ïîíÿòèÿ òåîðèè öåïíî-

ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ âîçíèêëè â ðåçóëüòàòå ïåðåíîñà

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîíÿòèé ñ ïîòîêîâ íà ãîìåîìîð�èç-

ìû, çàòåì íà ýïèìîð�èçìû êîìïàêòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ. Ïðè ýòîì, êàê è ïðè ïåðåíîñå äðóãèõ îïðå-

äåëåíèé, â ñëó÷àå ïåðåíîñà òåîðèè öåïíî-ðåêóððåíòíûõ

ìíîæåñòâ íà ýíäîìîð�èçìû, îñîáåííî íå íà êîìïàêòíûõ

ìíîæåñòâàõ, âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå íüþàíñû â îïðåäå-

ëåíèÿõ, êîòîðûå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò ïîðîæäàòü

ðàçíûå (îòëè÷àþùèåñÿ èíûâðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè)

òåîðèè öåïíî-ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ.

Íàïðèìåð, êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð 6.39, äîñëîâíî îïðå-

äåëåííîå öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ äî-

ñòàòî÷íî �øèðîêèì�: òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ íåáëóæäàþùèìè

ñîãëàñíî äîñëîâíîìó ïåðåíîñó ýòîãî ïîíÿòèÿ ñ ãîìåîìîð-

�èçìîâ íà ýïèìîð�èçìû, ìîãóò è íå áûòü öåïíî-ðåêóð-

ðåíòíûìè ñîãëàñíî òàêîìó îïðåäåëåíèþ.

Â ðàçäåëå 6.4 áóäóò ðàññìîòðåíû àëüòåðíàòèâíûå ñïî-

ñîáû îáîáùåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé, ïîòåíöèàëüíî ïðèâîäÿùåå

ê ñâîèì îðèãèíàëüíûì òåîðèÿì.

6.2. Ñòàíäàðòíàÿ òåîðèÿ. Êîìïàêòíûé ñëó÷àé.

Ïðèâåäåì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî �îñíîâíîé òåîðåìû äè-

íàìèêè� Êîíëè [61℄, îáîáùåííîé íà ýïèìîð�èçìû Ì. Õàð-

ëè â [78, 80℄.

Ñìûñë ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò â ðàçëîæåíèè äèíàìèêè

ñèñòåìû íà �öåïíî-ðåêóððåíòíóþ� è �ãðàäèåíòîïîäîáíóþ�

ñîñòàâëÿþùèå.

6.2.1. Öåïíî-ðåêóððåíòíûå ìíîæåñòâà. Öåïíî-

ðåêóððåíòíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ñâîåãî ðîäà ìåòðè÷å-

ñêèì àíàëîãîì íåáëóæäàþùèõ ìíîæåñòâ. Ñðàâíèòåëüíî

íåäàâíî îíè áûëè ââåäåíû Êîíëè â ðàáîòå [61℄ è îêàçà-

ëèñü óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ãî-

ìåîìîð�èçìîâ.
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Íàïîìíèì îðèãèíàëüíîå îïðåäåëåíèå ïî Êîíëè è

Ôðåíê
ó [61, 70℄:

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü ε > 0. ε-öåïüþ íàçûâàåòñÿ

êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x0, x1, . . . , xn, ãäå n >
0, d(f(xj−1), xj) < ε (d � ìåòðèêà íà M), j = 1 . . . n.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ε-öåïü íà÷èíàåòñÿ â x0, çàêàí÷è-

âàåòñÿ â xn è èìååò äëèíó n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cε(x, f) ìíî-
æåñòâî òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè íà÷èíàþùèõñÿ â x ε-
öåïåé. Åñëè y ∈ Cε(x, f), áóäåì ïèñàòü, ÷òî x⊣εy. Áóäåì
åùå ãîâîðèòü, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ ε - äîñòèæèìûì äëÿ x.

Îïðåäåëåíèå 6.2. C(x, f)
def
=
⋂

ε>0 Cε(x, f).

Åñëè y ∈ C(x, f), áóäåì ïèñàòü, ÷òî x⊣y.

Çàìå÷àíèå 6.3. Îòíîøåíèå ⊣ε (è, êàê ñëåäñòâèå, ⊣)
òðàíçèòèâíî: x⊣εy è y⊣εz ⇒ x⊣εz.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ öåïíî-

ðåêóððåíòíîé, åñëè x ∈ C(x, f).

Ìíîæåñòâî öåïíî-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç C(f).
Îïðåäåëèì îòíîøåíèå íà C(f) êàê x⊣⊢y ⇒ x⊣y è y⊣x.

Çàìå÷àíèå 6.5. Îòíîøåíèå ⊣⊢ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíè-

åì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷åê

èç C(f) ïî îòíîøåíèþ ⊣⊢ íàçûâàþòñÿ öåïíî - ðåêóððåíò-

íûìè êëàññàìè.

Åñëè M � êîìïàêòíî, òî C(f) � êîìïàêòíîå íåïóñòîå

ìíîæåñòâî, è èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå:

Fix(f) ⊂ Per(f) ⊂ Rec(f) ⊂ Lim(f) ⊂ Ω(f) ⊂ C(f).
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6.2.2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà äèíàìèêè.

Ïðèâåäåì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî �îñíîâíîé òåîðåìû äè-

íàìèêè� Êîíëè [61℄, îáîáùåííîé íà ýïèìîð�èçìû Ì. Õàð-

ëè â [78, 80℄. Ñìûñë ýòîé òåîðåìû â òîì, ÷òî öåïíî-ðåêóð-

ðåíòíûå ìíîæåñòâà äàþò ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå ðàçëî-

æåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà �ãðàäèåíòîïîäîáíóþ� è

�òðàíçèòèâíóþ� ÷àñòè.

Òåîðåìà 6.7 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà äèíàìèêè âíóòðåí-

íèõ ýïèìîð�èçìîâ, [78, 80℄.). Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → X � íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå X íà ñåáÿ. Òîãäà äëÿ f ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ

�óíêöèÿ Ëÿïóíîâà Λ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

(i) Λ: X → [0, 1] ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé,

íåâîçðàñòàþùåé âäîëü âñåõ ÷àñòíûõ òðàåêòî-

ðèé f , ïîñòîÿííîé íà ÷àñòíûõ òðàåêòîðèÿõ òî-

÷åê öåïíî-ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà f , è ñòðîãî
óáûâàþùåé íà ÷àñòíûõ òðàåêòîðèÿõ ëþáûõ äðó-

ãèõ òî÷åê;

(ii) Λ îòîáðàæàåò öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî

f â ïîäìíîæåñòâî ñòàíäàðòíîãî Êàíòîðîâà

ìíîæåñòâà íà îòðåçêå [0, 1], îòîáðàæàÿ êàæäóþ

öåïíî-ðåêóððåíòíóþ êîìïîíåíòó â îäíî çíà÷å-

íèå è îòîáðàæàÿ ðàçëè÷íûå öåïíî-ðåêóððåíòíûå

êîìïîíåíòû â ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ;

(iii) åñëè C, C ′
� öåïíî-ðåêóððåíòíûå êîìïîíåíòû,

òàêèå, ÷òî ∀ ε ∈ P íàéäåòñÿ ε-öåïü èç C â C ′
,

òî Λ(C) > Λ(C ′).
(1) ϕ(x) = ϕ(f(x)) ⇔ x ∈ C(f) (ïîñòîÿííà íà êàæäîé

öåïíî-ðåêóððåíòíîé êîìïîíåíòå).

(2) ϕ(x) = ϕ(y) ⇔ y ∈ C(x, f) (ðàçëè÷íà íà ðàçíûõ

öåïíî-ðåêóððåíòíûõ êîìïîíåíòàõ).

(3) êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ϕ(C(f)) ⊂ R îáëàäàåò

ïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.
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6.2.3. Ïàðû àòòðàêòîð-ðåïåëëåð è �èëüòðàöèè.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà è ðåïåëëåðà ñ ó÷å-

òîì ñïåöè�èêè ýïèìîð�èçìîâ.

Îïðåäåëåíèå 6.8. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U íàçûâà-

åòñÿ ñòðîãî ïðèòÿãèâàþùèì, åñëè f(U) ⊂ U .

Ñòðîãî ïðèòÿãèâàþùåå

1

ìíîæåñòâî îáëàäàåò òåì ñâîé-

ñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè èç ∪n≥0f
−n(U) åå ω - ïðå-

äåëüíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â èíâàðèàíòíîì ìíîæå-

ñòâå Λ = ∩n≥0f
n(U).

Îïðåäåëåíèå 6.9. Èíâàðèàíòíîå êîìïàêòíîå ìíî-

æåñòâî K íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì, åñëè ó íåãî ñóùå-

ñòâóåò ñòðîãî ïðèòÿãèâàþùàÿ îêðåñòíîñòü U , òàêàÿ,
÷òî K = ∩n≥0f

n(U). U íàçîâåì èçîëèðóþùåé îêðåñòíî-

ñòüþ àòòðàêòîðà K.

Îïðåäåëåíèå 6.10. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U íàçû-

âàåòñÿ ñòðîãî îòòàëêèâàþùèì, åñëè U ⊂ f(U).

Îïðåäåëåíèå 6.11. Èíâàðèàíòíîå êîìïàêòíîå ìíî-

æåñòâî K íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì, åñëè ó íåãî ñóùåñòâó-

åò ñòðîãî îòòàëêèâàþùàÿ îêðåñòíîñòü U , òàêàÿ, ÷òî
K = ∩n≥0f

−n(U). U íàçîâåì èçîëèðóþùåé îêðåñòíîñòüþ

ðåïåëëåðà K.

Çàìå÷àíèå 6.12. Åñëè U � ñòðîãî ïðèòÿãèâàþùåå

îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî X \f(U) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî îò-
òàëêèâàþùèì ìíîæåñòâîì.

Çàìå÷àíèå 6.13. Êàê ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 6.12, ñ

êàæäûì àòòðàêòîðîì íà ñàìîì äåëå ñâÿçíà ïàðà àò-

òðàêòîð - ðåïåëëåð, òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ãîìåîìîð-

�èçìîâ.

1

Â ëèòåðàòóðå òàêæå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ òåðìèí ñòðîãî èíâàðè-

àíòíîå ìíîæåñòâî.
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Îïðåäåëåíèå 6.14. Ôóíêöèÿ ϕ(x) íàçûâàåòñÿ �óíê-

öèåé Ëÿïóíîâà, åñëè îíà íå âîçðàñòàåò âäîëü êàæäîé îð-

áèòû: ϕ(f(x)) ≤ ϕ(x) ∀x.
Äàäèì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ �îðìóëèðîâêè òåîðåìû 6.7

ïðèâåäåííîé â ðàáîòå [78℄.

Òåîðåìà 6.15 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà äèíàìèêè âíóòðåí-

íèõ ýïèìîð�èçìîâ, [78℄.). Ïóñòü f : X → X � âíóòðåí-

íèé ýïèìîð�èçì êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà ϕ(x), òà-
êàÿ, ÷òî

(1) ϕ(x) = ϕ(f(x)) ⇔ x ∈ C(f) (ïîñòîÿííà íà êàæäîé

öåïíî-ðåêóððåíòíîé êîìïîíåíòå).

(2) ϕ(x) = ϕ(y) ⇔ y ∈ C(x, f) (ðàçëè÷íà íà ðàçíûõ

öåïíî-ðåêóððåíòíûõ êîìïîíåíòàõ).

(3) êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ϕ(C(f)) ⊂ R îáëàäàåò

ïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.15, âçÿâ â êà÷åñòâå

îñíîâû äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû äëÿ ãî-

ìåîìîð�èçìîâ, êàê èçëîæåíî â [47℄. �àçîáüåì äîêàçàòåëü-

ñòâî íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.

Òåîðåìà 6.16. Ïóñòü (A,R) � ïàðà àòòðàêòîð - ðå-

ïåëëåð âíóòðåííåãî ýïèìîð�èçìà f êîìïàêòíîãî ìåòðè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Ëÿ-

ïóíîâà ϕ(x), òàêàÿ, ÷òî

(1) ϕ(R) = 1 è ϕ(A) = 0.
(2) ∀x 6∈ A ∪R ϕ(f(x)) < ϕ(x).

Òàêóþ �óíêöèþ Ëÿïóíîâà áóäåì íàçûâàòü �óíêöèåé Ëÿ-

ïóíîâà îòíîñèòåëüíî ïàðû (A,R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U0 � èçîëèðóþùàÿ îêðåñò-

íîñòü A, è ïóñòü U � âíóòðåííîñòü U0. Ýòî òîæå èçîëè-

ðóþùàÿ îêðåñòíîñòü A, ïðè ÷åì IntU = U . Çàìåòèì, ÷òî
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ëþáàÿ ÷àñòíàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x 6∈ A ∪ R,
ïåðåñåêàåò U \ f(U) â òî÷íîñòè â îäíîé òî÷êå.

�àññìîòðèì íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ - ðàçáèåíèå åäèíè-

öû ψ : X → [0, 1] òàêóþ, ÷òî ψ(f(U)) = 0, ψ(X \ U) = 1,
è ψ ∈ (0, 1) äëÿ x ∈ U \ f(U). Îòìåòèì, ÷òî ψ(R) = 1 è

ψ(A) = 0, è íå âîçðàñòàåò âäîëü îðáèò. Èìåííî, ψ(f(x)) <
ψ(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ X \ U è f(x) ∈ U ,
èëè x 6∈ f(U) è f(x) ∈ IntU .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè x 6∈ A ∪ R ψ âîçðàñ-

òàåò íå áîëåå ÷åì äâàæäû, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïåðåñå-

êàåòñÿ ëè òðàåêòîðèÿ òî÷êè x ñ ãðàíèöåé ∂U èëè íåò.

Îáîçíà÷èì ψn(x) = ψ(fn(x)), n ≤ 0, à äëÿ n > 0 âîñ-

ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.24. Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an > 0, òàêóþ, ÷òî
∑+∞

−∞ an = 1 è îáîçíà÷èì

ϕ =
+∞∑

−∞

anψn

Ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà, ðàâíà 1 íà R è 0 íà

A, è ñòðîãî óáûâàåò âäîëü ïîëîæèòåëüíîé ïîëóòðàåêòî-

ðèè ëþáîé òî÷êè x 6∈ A ∪ R, ïîñêîëüêó äëÿ òàêîé òî÷êè

íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî n, äëÿ êîòîðîãî ψn(x) <
ψn(f(x)). �

Çàìå÷àíèå 6.17. Ôóíêöèþ ϕ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.16

ìîæíî âûáðàòü ïðèíàäëåæàùåé êëàññó C∞
. Äîêàçàòåëü-

ñòâî ýòîãî �àêòà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó äëÿ ãîìåîìîð�èçìîâ.

Çàìå÷àíèå 6.18. Ïóñòü U � ñòðîãî ïðèòÿãèâàþùåå

îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ëþáîå îòêðûòîå ìíîæå-

ñòâî V , òàêîå, ÷òî f(U) ⊂ V ⊂ U , òîæå ÿâëÿåòñÿ ñòðî-

ãî ïðèòÿãèâàþùèì è îïðåäåëÿåò òó æå ïàðó àòòðàêòîð

- ðåïåëëåð, ÷òî è U .

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëåììó:
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Ëåììà 6.19. Ïóñòü f : X → X � âíóòðåííèé ýïè-

ìîð�èçì êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Òîãäà ìíîæåñòâî ïàð àòòðàêòîð - ðåïåëëåð íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñ÷åòíóþ áàçó îòêðû-

òûõ ìíîæåñòâ O = {On} òîïîëîãèè X. Ïîñêîëüêó X �

êîìïàêò, òî äëÿ ëþáîãî àòòðàêòîðà A, ïîëüçóÿñü çàìå÷à-
íèåì 6.18, åãî ñòðîãî ïðèòÿãèâàþùåå îòêðûòîå ìíîæåñòâî

V ìîæíî âûáðàòü êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíî-

æåñòâ èç O.

Ìíîæåñòâî òàêèõ ïðèòÿãèâàþùèõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

V ñ÷åòíî, ïîñêîëüêó O ñ÷åòíî, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

�

Ïóñòü ai > 0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàêàÿ, ÷òî

∑
i ai =

1, ïðè ÷åì ∀i
∑+∞

i+1 aj <
1
2
ai. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ñâîé-

ñòâà ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ äâóõ öåëî÷èñëåííûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé µi, νi ∈ 0, 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∑

i∈N
µiaj =∑

i∈N
νiaj , òî µi = νi; â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî âñåâîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèé

∑
i∈N

µi, ïî âñåì µi ∈ 0, 1, ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

Ñîëàñíî ëåììå 6.19 ìíîæåñòâî ïàð àòòðàêòîð - ðåïåë-

ëåð íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Ïóñòü {{Ai, Bi}, i ∈ N} � íåêîòî-

ðîå ïåðå÷èñëåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà.

Îáîçíà÷èì AR(f) = ∩i∈N(Ai ∪ Ri). Ââåäåì íà AR(f)
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≈AR. Èìåííî, ∀x, y ∈ AR(f)
x ≈AR y ⇔ (∀i ∈ Nx ∈ Ai ⇔ y ∈ Ai).

Îáîçíà÷èì äëÿ êàæäîãî i ∈ N ÷åðåç ϕi �óíêöèþ Ëÿ-

ïóíîâà îòíîñèòåëüíî ïàðû {Ai, Bi}. Ïóñòü ϕ =
∑

i ajϕi.

Òåîðåìà 6.20. Äëÿ òàê îïðåäåëåííîé �óíêöèè ϕ
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

(1) ∀x ∈ X ϕ(f(x)) ≤ ϕ(x).
(2) ϕ(x) = ϕ(f(x)) ⇔ x ∈ ∩i∈N(Ai ∪Bi).
(3) ∀x, y ∈ AR(f) ϕ(x) = ϕ(y) ⇔ x ≈AR y.
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(4) ϕ(AR(f)) ⊂ R èìååò ïóñòóþ âíóòðåííîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ϕ óáûâàåò âäîëü îð-

áèò, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ñóììîé óáûâàþùèõ âäîëü îð-

áèò �óíêöèé. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó âñå ai áîëüøå 0, òî

ϕ(f(x)) = ϕ(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè ∀i ψi(f(x)) =
ψi(x), äðóãèìè ñëîâàìè, êîãäà x ∈ Ai ∪ Bi ∀i ∈ N. Ýòî

äîêàçûâàåò ïåðâîå è âòîðîå ñâîéñòâà.

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî åñëè x ∈ AR(f), òî ϕ =
∑

i∈N
ajµi,

ãäå µi = 0 åñëè x ∈ Ai è µi = 1 åñëè x ∈ Ri. Òðåòüå è

÷åòâåðòîå ñâîéñòâà òîãäà ñëåäóþò èç âûáîðà ÷èñåë ai. �

Ëåììà 6.21. C(f) ⊂ AR(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ � �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà îò-

íîñèòåëüíî ïàðû àòòðàêòîð - ðåïåëëåð (A,R). Ïóñòü ε > 0.
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Aε = ψ−1([0, 2ε]) è Rε = ψ−1([1 −
ε, 1]).

Ïóñòü δ0 = inf{ψ(x) − ψ(f(x))‖ψ(x) ∈ [ε, 1 − ε]}. Çà-
ìåòèì, ÷òî δ0 > 0. Ïóñòü δ = inf{δ0, ε}. Îòìåòèì, ÷òî åñ-
ëè x0 ∈ ψ−1([2ε, 1 − ε]) è åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

x0, x1, . . . , xn ÿâëÿåòñÿ δ-öåïüþ, òî ψ(xn) ≤ ψ(x0) − 1
2
.

Ïóñòü x ∈ C(f). Òîãäà x⊣δx. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëå-

äóåò, ÷òî x ∈ Aε ∪ Rε. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x ∈ A ∪ R =
∩εAε ∪Rε. �

Ëåììà 6.22. Åñëè x 6∈ C(f) òî ñóùåñòâóåò ïàðà àò-

òðàêòîð - ðåïåëëåð (A,R) òàêàÿ, ÷òî x 6∈ A ∪ R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì W u

ε (x) = {y‖y⊣εx}. Ïî
îïðåäåëåíèþ, ýòî îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïðè ýòîì, ïî îïðå-

äåëåíèþ ⊣ε,
ε
2
îêðåñòíîñòü f(W u

ε (x)) ñîäåðæèòñÿ â W u
ε (x).

Êàê ñëåäñòâèå, f(W u
ε (x)) ⊂W u

ε (x) è W u
ε (x) ÿâëÿåòñÿ ñòðî-

ãî ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì.

�àññìîòðèì x 6∈ C(f). Òîãäà íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî

x 6∈ W u
ε (x). Íî f(x) ∈ W u

ε (x) ïî îïðåäåëåíèþ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, x íå ïðèíàäëåæèò íè àòòðàêòîðó, íè ðåïåëëåðó,

àññîöèèðîâàííîìó ñ îêðåñòíîñòüþ W u
ε (x). �
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Êàê ñëåäñòâèå ëåìì 6.21 è 6.22 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 6.23. C(f) = AR(f).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-

ìû 6.7.

Ëåììà 6.24. Åñëè x, y ∈ C(f), òî x ≈AR y ⇔ x⊣⊢y.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y íå ýêâèâàëåíòíû îòíî-

ñèòåëüíî x⊣⊢y. Òîãäà, ê ïðèìåðó, y 6∈ W u
ε (x). Òîãäà, äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû àòòðàêòîð - ðåïåëëåð, x ïðèíàäëå-
æèò àòòðàêòîðó, à y � ðåïåëëåðó, òàê ÷òî x è y íå ýêâè-
âàëåíòíû îòíîñèòåëüíî ≈AR.

Â äðóãóþ ñòîðîíó, åñëè x ïðèíàäëåæèò àòòðàêòîðó, à

y � ðåïåëëåðó, òî íàéäåòñÿ òàêîå ε, ÷òî y íå ÿâëÿåòñÿ ε -
äîñòèæèìûì äëÿ x. �

6.3. Öåïíî-ðåêóððåíòíàÿ òåîðèÿ äëÿ íåéòðàëüíî

èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðèÿ öåïíî-ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ ïðèìåíèòåëüíî

ê âíóòðåííèì îòîáðàæåíèÿì ïîðîæäàåò åùå îäèí íàáîð

òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.

Â ðàçäåëå 5.3 áûëî îïèñàíî ïîñòðîåíèå �àêòîð-ãîìåî-

ìîð�èçìà, ïðåäñòàâëÿþùãî ñîáîé ìàêñèìàëüíîå âîçìîæ-

íîå ðàçëîæåíèå âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ íà �ãîìåîìîð-

�èçì� è �íåéòðàëüíîå îòîáðàæåíèå�.

Ôàêòîð-ãîìåîìîð�èçì îáëàäàåò ñîáñòâåííûì íàáîðîì

òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå íàñëåäóþòñÿ îðèãè-

íàëüíûì âíóòðåííèì îòîáðàæåíèåì. Ñîîòâåòñòâåííî, ñðå-

äè òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ

åñòü è òàêîé ýêçîòè÷åñêèé èíâàðèàíò, êàê öåïíî-ðåêóð-

ðåíòíûå ìíîæåñòâî �àêòîð-ãîìåîìîð�èçìà.

Èíòåðåñíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùóþ öåïíî-ðåêóððåíòíóþ

òåîðèþ ìîæíî ïîñòðîèòü �â ëîá�, êàê öåïíî-ðåêóððåíòíóþ

òåîðèþ äëÿ ε-öåïåé ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå äàëåå áó-
äóò íàçâàíû ε-öåïÿìè íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé.
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Ïðèâåäåì çäåñü áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòî-

ðûõ ñòðîÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå öåïíî-ðåêóððåíòíûå ìíî-

æåñòâà, îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè Ëÿïóíîâà

è �îðìóëèðîâêó îñíîâíîé òåîðåìû äèíàìèêè äëÿ ε-öåïåé
íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé.

Êàê áóäåò çàòåì ïîêàçàíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíê-

öèÿ Ëÿïóíîâà ïîñòîÿííà íà íåéòðàëüíûõ êîìïîíåíòàõ, è

òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îáû÷íîãî

öåïíî-ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà �àêòîð-ãîìåîìîð�èçìà.

Ýòî èçáàâëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè äîêàçûâàòü ñîîòâåòñòâó-

þùèå òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, îñíîâíóþ òåîðåìó äèíàìèêè

äëÿ ε-öåïåé íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé. òàê êàê òàê ïîñòðî-

åííàÿ òåîðèÿ ε-öåïåé íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé ñâîäèòñÿ ê

ñòàíäàðòíîé òåîðèè îáû÷íûõ ε-öåïåé äëÿ �àêòîð-ãîìåî-

ìîð�èçìà.

6.3.1. ε-öåïü äëÿ íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 6.25. Ïóñòü ε > 0. ε-öåïüþ íåéòðàëü-

íûõ ñå÷åíèé íàçîâåì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-

÷åê x0, x1, . . . , xn, ãäå n > 0, d(O⊥(f(xj−1)), xj) < ε (d �

ìåòðèêà íà M), j = 1 . . . n.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ε-öåïü íà÷èíàåòñÿ â x0, çàêàí÷è-

âàåòñÿ â xn è èìååò äëèíó n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C⊥
ε (x, f)

ìíîæåñòâî òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè íà÷èíàþùèõñÿ â

x ε-öåïåé. Åñëè y ∈ C⊥
ε (x, f), áóäåì ïèñàòü, ÷òî x⊣⊥

ε y. Áó-
äåì åùå ãîâîðèòü, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ ε - äîñòèæèìûì äëÿ x.

Îïðåäåëåíèå 6.26. C⊥(x, f)
def
=
⋂

ε>0 C⊥
ε (x, f).

Åñëè y ∈ C⊥(x, f), áóäåì ïèñàòü, ÷òî x⊣⊥y.

Çàìå÷àíèå 6.27. Îòíîøåíèå ⊣⊥
ε (è, êàê ñëåäñòâèå,

⊣⊥
) òðàíçèòèâíî: x⊣⊥

ε y è y⊣⊥
ε z ⇒ x⊣⊥

ε z.

Îïðåäåëåíèå 6.28. Òî÷êó x ∈ M íàçîâåì öåïíî-ðå-

êóððåíòíîé îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé, åñëè

x ∈ C⊥(x, f).
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Ìíîæåñòâî öåïíî-ðåêóððåíòíûõ îòíîñèòåëüíî íåé-

òðàëüíûõ ñå÷åíèé òî÷åê îáîçíà÷èì ÷åðåç C⊥(f).
Îïðåäåëèì îòíîøåíèå íà C⊥(f) êàê x⊣⊢⊥y ⇒ x⊣⊥y è

y⊣⊥x.

Çàìå÷àíèå 6.29. Îòíîøåíèå ⊣⊢⊥
ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-

íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6.30. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷åê

èç C⊥(f) ïî îòíîøåíèþ ⊣⊢⊥
íàçîâåì öåïíî - ðåêóððåíò-

íûìè êëàññàìè íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé.

6.3.2. Ïàðû àòòðàêòîð-ðåïåëëåð è �èëüòðàöèè

äëÿ íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæå-

ñòâî U íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíûì (îïðåäåëå-

íèå 3.49), åñëè ∀x ∈ U O⊥
f (x) ⊂ U .

Îïðåäåëåíèå 6.31. Èíâàðèàíòíîå êîìïàêòíîå ìíî-

æåñòâî K íàçîâåì àòòðàêòîðîì íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé,

åñëè ó íåãî ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíàÿ ñòðî-

ãî ïðèòÿãèâàþùàÿ îêðåñòíîñòü U , òàêàÿ, ÷òî

K = ∩n≥0f
n(U).

U íàçîâåì íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíîé èçîëèðóþùåé îê-

ðåñòíîñòüþ àòòðàêòîðà íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé K.

Îïðåäåëåíèå 6.32. Èíâàðèàíòíîå êîìïàêòíîå ìíî-

æåñòâî K íàçîâåì ðåïåëëåðîì íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé, åñ-

ëè ó íåãî ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíàÿ ñòðîãî

îòòàëêèâàþùàÿ îêðåñòíîñòü U , òàêàÿ, ÷òî

K = ∩n≥0f
−n(U).

U íàçîâåì íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíîé èçîëèðóþùåé îê-

ðåñòíîñòüþ ðåïåëëåðà íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé K.

Çàìå÷àíèå 6.33. Ñîãëàñíî 6.12, ñ êàæäûì àòòðàê-

òîðîì íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé ñâÿçàí ðåïåëëåð íåéòðàëü-

íûõ ñå÷åíèé, îáðàçóþùèå ïàðó àòòðàêòîð íåéòðàëüíûõ

ñå÷åíèé � ðåïåëëåð íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé.
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Îïðåäåëåíèå 6.34. Ôóíêöèÿ ϕ(x) íàçûâàåòñÿ �óíê-

öèåé Ëÿïóíîâà íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé, åñëè îíà ïîñòîÿííà

íà íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèÿõ è íå âîçðàñòàåò âäîëü êàæäîé

îðáèòû: ϕ(f(x)) ≤ ϕ(x) ∀x.
Òåîðåìà 6.35 (Àíàëîã îñíîâíîé òåîðåìû äèíàìèêè

äëÿ íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé, [78℄.). Ïóñòü f : X → X �

âíóòðåííèé ýïèìîð�èçì êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà íåé-

òðàëüíûõ ñå÷åíèé ϕ(x), òàêàÿ, ÷òî

(1) ϕ(x) ïîñòîÿííà íà êàæäîì íåéòðàëüíîì ñå÷å-

íèè.

(2) ϕ(x) = ϕ(f(x)) ⇔ x ∈ C⊥(f)
(ïîñòîÿííà íà êàæäîé íåéòðàëüíî èíâàðèàíò-

íîé öåïíî-ðåêóððåíòíîé êîìïîíåíòå).

(3) ϕ(x) = ϕ(y) ⇔ y ∈ C⊥(x, f).
(4) êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ϕ(C⊥(f)) ⊂ R îáëàäàåò

ïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.

Îòíîñèòåëüíî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.35 îòìåòèì,

÷òî èñêîìàÿ �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé

ϕ(x) äîëæíà áûòü ïîñòîÿííà íà êàæäîì íåéòðàëüíîì ñå-

÷åíèè. Íî, òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ 5.4, îíà áóäåò ïîñòîÿííà

è íà íåéòðàëüíûõ êîìïîíåíòàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ

Ëÿïóíîâà íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé ϕ(x) èíäóöèðóåò �óíê-

öèþ Ëÿïóíîâà îáû÷íîãî öåïíî-ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà

íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé, è íàîáîðîò,

åñëè íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé ñóùå-

ñòâóåò îáû÷íàÿ �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà, êàê â òåîðåìå 6.7, òî

îíà èíäóöèðóåò �óíêöèþ Ëÿïóíîâà íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé.

Ýòî èçáàâëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè äîêàçûâàòü ñîîòâåò-

ñòâóþùèå òåîðåìû, òàê êàê òàê ïðè óñëîâèè, ÷òî �àêòîð

-ïðîñòðàíñòâî íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-

íî õîðîøèì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ïîñòðîåííàÿ

òåîðèÿ ε-öåïåé íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé ñâîäèòñÿ ê ñòàíäàðò-
íîé òåîðèè îáû÷íûõ ε-öåïåé äëÿ �àêòîð-ãîìåîìîð�èçìà.
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6.4. Îñîáåííîñòè îïðåäåëåíèÿ öåïíî-

ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ äëÿ íåîáðàòèìûõ

îòîáðàæåíèé.

ε-öåïü ìîæíî åùå íàçâàòü êîíå÷íîé ε-O+
òðàåêòîðè-

åé. Êàçàëîñü áû, â òåîðèè öåïíî-ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ

ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå öåïè. Íàïðèìåð,

çàìåíèâ â îïðåäåëåíèè f íà f−1
, ìû áû ïîëó÷èëè êîíå÷-

íóþ ε-O−
òðàåêòîðèþ.

Ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè îïðåäåëåíèÿ 6.1 âîç-

íèêàþò íåêîòîðûå âîïðîñû. Ïåðâîå çàìå÷àíèå ñîñòîèò â

òîì, ÷òî ε-öåïü â ýòîì îïðåäåëåíèè íå ñèììåòðè÷íà.

Òàê êàê öåïíî-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà x ñîåäèíåíà ñ ñîáîé
ε-O+

öåïüþ, òî ïðîéäÿ ïî òî÷êàì ýòîé öåïè â ïðîòèâîïî-

ëîæíîì íàïðàâëåíèè, ìû ïîëó÷èì, ÷òî x ñîåäèíåíà ñ ñî-

áîé íåêîòîðûì àíàëîãîì ε-O−
öåïè îòíîñèòåëüíî f−1

, íî

âèä ýòîãî àíàëîãà íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò ε-öåïè, îïðåäå-
ëåííîé â 6.1.

Íàçîâåì ε-öåïü èç îïðåäåëåíèÿ 6.1 ε-öåïüþ ñ ïîñò-âîç-

ìóùåíèåì. Ýòî îïðåäåëåíèå åùå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 6.36. ε-öåïüþ ñ ïîñò-âîçìóùåíèåì

äëèíû n > 0 íàçîâåì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-

÷åê x0, x1, . . . , x2n, ãäå f(x2j) = x2j+1, d(x2j+1, x2j+2) < ε
(d � ìåòðèêà íà M), j = 0 . . . n− 1.

Äàäèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6.37. ε-öåïüþ ñ ïðå-âîçìóùåíèåì äëè-

íû n > 0 íàçîâåì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

x0, x1, . . . , x2n, ãäå f(x2j+1) = x2j+2, d(x2j , x2j+1) < ε (d �

ìåòðèêà íà M), j = 0 . . . n− 1.

Âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëåíèÿ 6.36 è 6.37 íå ýêâèâàëåíò-

íû, ÷òî ìîæíî âèäåòü íà ïðèìåðå ðàçðûâíûõ îòîáðàæå-

íèé.
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1

�èñ. 6.1. �àçðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Â ýòèõ òåðìèíàõ, â îáùåì ñëó÷àå, åñëè f ñîåäèíÿåò x
ñ òî÷êîé y ε-öåïüþ ñ ïîñò-âîçìóùåíèåì, òî f−1

ñîåäèíÿåò

y ñ òî÷êîé x ε-öåïüþ ñ ïðå-âîçìóùåíèåì,

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ε1 > 0 f ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Cε1

(x, f), (â
÷àñòíîñòè, ýòî ñïðàâåäëèâî, åñëè M � êîìïàêò), òî íàé-

äåòñÿ ε2 > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ε < ε2, åñëè f ñîåäèíÿåò

x ñ òî÷êîé y ε-öåïüþ ñ ïîñò-âîçìóùåíèåì, òî çàîäíî f ñî-

åäèíÿåò x ñ òî÷êîé y è ε-öåïüþ ñ ïðå-âîçìóùåíèåì.

Èç ýòîãî �àêòà ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâó-

þùèõ òåîðèé äëÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ ãîìåîìîð�èç-

ìîâ.

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ áîëåå ïîäõîäèò ñëåäóþùåå îïðåäå-

ëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 6.38. Ñèììåòðè÷íîé ε-öåïüþ äëèíû

n > 0 íàçîâåì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

x0, x1, . . . , x2n+1, ãäå f(x2j+1) = x2j+2, d(x2j, x2j+1) < ε,
(çäåñü d � ìåòðèêà íàM), j = 0 . . . n−1, d(x2n, x2n+1) < ε.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cpre(f) öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæå-

ñòâî, ïîðîæäåííîå ε-öåïÿìè ñ ïðå-âîçìóùåíèåì, ÷åðåç
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Cpost(f) � öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî, ïîðîæäåííîå

ε-öåïÿìè ñ ïîñò-âîçìóùåíèåì, è ÷åðåç Csym(f) � öåïíî-

ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî, ïîðîæäåííîå ñèììåòðè÷íûìè

ε-öåïÿìè.
Åñëè öåïíî-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà x ñîåäèíåíà ñ ñîáîé

ε öåïüþ äëÿ f , òî ïðîéäÿ ïî òî÷êàì ýòîé öåïè â ïðîòè-

âîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, ìû ïîëó÷èì, ÷òî x ñîåäèíåíà

ñ ñîáîé ñèììåòðè÷íîé ε öåïüþ äëÿ f−1
è íàîáîðîò. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ Csym(f) = Csym(f−1). Òàê-
æå, ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Cpost(f) ⊂ Csym(f),
Cpre(f) ⊂ Csym(f),

Èç îïðåäåëåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî â è â íàèáîëåå îá-

ùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò òîëüêî, ÷òî Ω+(f) ⊂
Csym(f).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ Ω(f) ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òàê, ïî-
ñêîëüêó ýòî íå òàê äëÿ Ω−(f).

Ïðèìåð 6.39. Ω−(f) 6⊂ Csym(f).

Ïîñòðîåíèå. Äëÿ ïðèìåðà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êà-

êîå-ëèáî îòîáðàæåíèå ñ ñóïåðíåáëóæäàþùåé òî÷êîé. Íà-

ïðèìåð, ðàññìîòðèì ïðèìåð 4.36. Â ýòîì ïðèìåðå ïîñëå

ïîñòðîåíèÿ ìû ïîëó÷àåì äåðåâî X è îòîáðàæåíèå f : X →
X, â êîòîðîì âñå òî÷êè ñêëåéêè (ñ÷åòíîå ÷èñëî) ñóïåð-

íåáëóæäàþùèå, ïîñêîëüêó êàê óãîäíî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü

òî÷êè ñêëåéêè èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñî ñâîèì ïðî-

îáðàçîì ïîä äåéñòâèåì f−1
, ñëåäîâàòåëüíî, Ω−(f) 6= ∅.

Îäíàêî, êàê ëåãêî âèäåòü, Csym(f) = ∅. ✷

Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòàíäàðòíîå îïðåäåëå-

íèå äëÿ íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

ïëîõî ñîãëàñîâàíî ñ ìíîæåñòâîì íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Õîòåëîñü áû îïðåäåëèòü òàêîé àíàëîã öåïíî-ðåêóð-

ðåíòíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðûé âñåãäà ñîäåðæàë áû â ñåáå

ñóïåðíåáëóæäàþùèå òî÷êè.
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6.4.1. Öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî øèðîêèõ

îáðàòíûõ ε-öåïåé.

Îïðåäåëåíèå 6.40. Ïóñòü ε > 0. Øèðîêîé îáðàòíîé

ε-öåïüþ äëèíû n > 0 íàçîâåì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ S0, S1, . . . , S2n+1, ãäå

f−1(S2j+1) = x2j+2, d(S2j , S2j+1) < ε, (çäåñü d � ìåòðèêà

íà M), j = 0 . . . n− 1, d(S2n, S2n+1) < ε.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáðàòíàÿ ε-öåïü íà÷èíàåòñÿ â x0,

åñëè S0 = x0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáðàòíàÿ ε-öåïü äî-

ñòèãàåò òî÷êè y, åñëè y ∈ S2n+1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∗
ε (x, f)

ìíîæåñòâî òî÷åê, äîñòèæèìûõ îáðàòíûìè ε-öåïÿìè, íà-
÷èíàþùèìèñÿ â x. Åñëè y ∈ C∗

ε (x, f), áóäåì ïèñàòü, ÷òî

x⊳εy. Áóäåì åùå ãîâîðèòü, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ ε - äîñòèæèìûì
äëÿ x.

Îïðåäåëåíèå 6.41. C∗(x, f)
def
=
⋂

ε>0 C∗
ε (x, f).

Åñëè y ∈ C∗(x, f), áóäåì ïèñàòü, ÷òî x⊳y.

Çàìå÷àíèå 6.42. Îòíîøåíèå ⊳ε (è, êàê ñëåäñòâèå, ⊳)
òðàíçèòèâíî: x⊳εy è y⊳εz ⇒ x⊳εz.

Îïðåäåëåíèå 6.43. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ öåïíî-

ðåêóððåíòíîé îòíîñèòåëüíî øèðîêèõ îáðàòíûõ ε-öåïåé,
åñëè x ∈ C∗(x, f).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî C∗(f). Ìíîæåñòâî òî÷åê öåïíî-

ðåêóððåíòíûõ îòíîñèòåëüíî øèðîêèõ îáðàòíûõ ε-öåïåé
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C∗(f).

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå íà C∗(f) êàê x⊳⊲y ⇒ x⊳y è y⊳x.

Çàìå÷àíèå 6.44. Îòíîøåíèå ⊳⊲ ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-

íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6.45. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷åê

èç C∗(f) ïî îòíîøåíèþ ⊳⊲ íàçîâåì öåïíî - ðåêóððåíòíû-

ìè êëàññàìè øèðîêèõ îáðàòíûõ ε-öåïåé.



Öåïíî-ðåêóððåíòíûå ìíîæåñòâà 175

Åñëè M � êîìïàêòíî, òî C∗(f) � êîìïàêòíîå íåïóñòîå

ìíîæåñòâî, è ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì öåïíî - ðåêóððåíò-

íûì ìíîæåñòâîì: C∗(f) = C(f).
Â îáùåì æå ñëó÷àå ýòî ðàçíûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-

íîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, öåïíî-ðåêóððåíòíûå ìíîæåñòâà ó

íèõ ìîãóò áûòü ðàçíûå.



�ËÀÂÀ 7

Âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ îäíîìåðíûõ

ìíîãîîáðàçèé.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ âíóòðåííèìè

îòîáðàæåíèÿìè îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé � ÷èñëîâîé

ïðÿìîé R è îêðóæíîñòè S1
.

Îäíîìåðíûå âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ñïåöè�è÷íû

òåì, ÷òî â îñîáîé òî÷êå âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå îòîá-

ðàæàåò îòêðûòûé èíòåðâàë íà ïîëóçàìêíóòûé. Ýòî âîç-

ìîæíî ëèáî â ñëó÷àå, åñëè îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå èìååò

êðàé (íàïðèìåð, çàìêíóòûé îòðåçîê) ëèáî â ñëó÷àå òîïî-

ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè,

òàêèõ, êàê, íàïðèìåð, äåðåâüÿ, íî íå â ðàññìàòðèâàåìîì

çäåñü ñëó÷àå. Ïîýòîìó âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ îäíîìåð-

íûõ ìíîãîîáðàçèé âûäåëÿþòñÿ òåì, ÷òî íå èìåþò îñîáûõ

òî÷åê è ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ãîìåîìîð�èçìàìè. Ïðè

ýòîì îêðóæíîñòü S1
äîïóñêàåò ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ,

à ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R íå äîïóñêàåò âíóòðåííèõ îòîáðàæå-

íèé, îòëè÷íûõ îò ãîìåîìîð�èçìîâ.

Äèíàìèêà îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé, â ÷àñòíîñòè îòî-

áðàæåíèé îêðóæíîñòè � îáøèðíàÿ òåìà, èçó÷àåìàÿ åùå

ñ ðàáîò Ïóàíêàðå. Ïîýòîìó ìû çäåñü îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî

âîïðîñàìè òîïîëîãè÷åñêîé (íåïðåðûâíîé) êëàññè�èêàöèè

îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ, è íå áóäåì çàòðàãè-

âàòü âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ãëàäêîñòüþ, à òàêæå íå áóäåì

çàòðàãèâàòü òåìó äèíàìèêè íà îäíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ñ êðàåì èëè îñîáåííîñòÿìè (îòðåçêè, äåðåâüÿ, äåíäðèòû,

ïó÷êè îêðóæíîñòåé è ò. ä.).

176
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Çíàêîìñòâî ñ âíóòðåííèìè îòîáðàæåíèÿìè îäíîìåð-

íûõ ìíîãîîáðàçèé íà÷íåì ñ îáçîðà êëàññè÷åñêèõ ðåçóëü-

òàòîâ î êëàññè�èêàöèè ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåî-

ìîð�èçìîâ îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé � ÷èñëîâîé ïðÿìîé

R è îêðóæíîñòè S1
.

7.1. Êëàññè�èêàöèÿ ãîìåîìîð�èçìîâ R

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êëàññè�èêàöèþ ñîõðàíÿþ-

ùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîð�èçìîâ R ñ òî÷íîñòüþ äî ñî-

ïðÿæåííîñòè.

Òåîðåìà 7.1 (S. Sternberg [111℄ (1957)). Ïóñòü f, g :
R → R � (ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ) ãîìåîìîð�èçìû.

Îíè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-

åò ãîìåîìîð�èçì p : R → R òàêîé, ÷òî âûïîëíåíû ñëå-

äóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(i) p(Fix(g)) = Fix(f);
(ii) äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ R \ Fix(f) çíàêè ÷èñåë

f(x) − x è g(p(x)) − p(x) îäèíàêîâû.

7.2. Êëàññè�èêàöèÿ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ

ãîìåîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè S1

Êëàññè�èêàöèÿ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîð-

�èçìîâ S1
ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëóñîïðÿæåííîñòè âîñõîäèò

åùå ê ðàáîòàì Ïóàíêàðå (ñì. [103℄ è ñîâðåìåííûé îáçîð

â [21℄,�11.2 � Êëàññè�èêàöèÿ Ïóàíêàðå ãîìåîìîð�èçìîâ

îêðóæíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëóñîïðÿæåííîñòè). Äàëåå

áóäåò èçëîæåíà óòî÷íåííàÿ êëàññè�èêàöèÿ ñîõðàíÿþùèõ

îðèåíòàöèþ ãîìåîìîð�èçìîâ S1
óæå ñ òî÷íîñòüþ äî ñî-

ïðÿæåííîñòè, îïèñàííàÿ â [86, 107, 118, 89℄. Èçëîæåíèå

ìàòåðèàëà ñëåäóåò [13℄.

Ïîä îêðóæíîñòüþ S1
áóäåì ïîíèìàòü åäèíè÷íóþ

îêðóæíîñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè: S1 = {z ∈ C | |z| =
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1}. Îïðåäåëèì óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå

q : R → S1
ïî �îðìóëå q(t) = e2πit

.

Ïóñòü f : S1 → S1
� ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãî-

ìåîìîð�èçì. Òîãäà f ïîäíèìàåòñÿ äî ãîìåîìîð�èçìà f̃ ∈
H(R), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

f̃(x+ 1) = f̃(x) + 1. (7.1)

Îáðàòíî, âñÿêèé ãîìåîìîð�èçì f̃ ∈ H(R), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèþ (7.1), èíäóöèðóåò íåêîòîðûé ñîõðàíÿþùèé

îðèåíòàöèþ ãîìåîìîð�èçì îêðóæíîñòè.

7.2.1. ×èñëî âðàùåíèÿ. Ïóñòü f : S1 → S1
� ãî-

ìåîìîð�èçì è f̃ : R → R åãî ïîäíÿòèå. Òîãäà, ïðåäåë

r(f̃) = lim
|n|→∞

f̃n(t)

n

ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè t ∈ R. Îí íàçû-

âàåòñÿ ÷èñëîì âðàùåíèÿ ãîìåîìîð�èçìà f .
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìîæíî íàéòè â ðàáîòå âàí

Êàìïåíà [118℄, (ñì. òàêæå Ç. Íèòåöêè [23℄).

Ëåììà 7.2. 1) Ïóñòü f̃1, f̃2 : R → R � äâà ðàçëè÷íûõ

ïîäíÿòèÿ ãîìåîìîð�èçìà f : S1 → S1
. Òîãäà r(f̃1) ≡ r(f̃2)

mod Z. Ïîýòîìó êëàññ r(f̃) + Z ìîæíî îáîçíà÷àòü ÷åðåç

r(f).

2) Êëàññ r(f̃) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñîõðàíÿþ-

ùåé îðèåíòàöèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, ò.å.

åñëè g = h ◦ f ◦ h−1
è h ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, òî

r(f) = r(g).
3) ×èñëî âðàùåíèÿ r(f) èððàöèîíàëüíî (ò.å. ñîîòâåò-

ñòâóþùèé êëàññ ñîñòîèò èç èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ òî-

÷åê.
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Ïóñòü f � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîð�èçì

îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(f) ìíîæåñòâî åãî íå-

áëóæäàþùèõ òî÷åê f , à ÷åðåç Per(f) � ìíîæåñòâî åãî

ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âîçìîæíû 4 ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷-

íûõ ñëó÷àÿ, îïèñàííûå íèæå.

Ñëó÷àé 1. Fix(f) 6= ∅ Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà

Ω(f) = Fix(f) = Per(f) è r(f) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, f îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà

äîïîëíèòåëüíûå èíòåðâàëû ê Fix(f). Ïîýòîìó f âêëþ÷à-

åòñÿ â ïîòîê, íåïîäâèæíûå òî÷êè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ

Fix(f).
Ñëó÷àé 2. Fix(f) = ∅, íî Per(f) 6= ∅ Òîãäà, êàê

îòìå÷àëîñü â Ëåììå 7.2, r(f) ðàöèîíàëüíî.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Per(f) = ∅. Òîãäà ÷èñëî âðà-

ùåíèÿ r(f) èððàöèîíàëüíî è ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ

òî÷åê Ω(f) ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ïîäìíîæåñòâîì â S1
è

ëèáî ñîâïàäàåò ñî âñåé îêðóæíîñòüþ, ëèáî íèãäå íå ïëîò-

íî, è ñëåäîâàòåëüíî, ãîìåîìîð�íî êàíòîðîâîìó ìíîæåñò-

âó C.
Ñëó÷àé 3. Per(f) = ∅ è Ω(f) = S1

Òîãäà f ñîïðÿ-

æåí ñ âðàùåíèåì îêðóæíîñòè íà èððàöèîíàëüíûé óãîë

r(f) [118℄. Â ÷àñòíîñòè, f âêëþ÷àåòñÿ â ïîòîê.

Îòìåòèì îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ñëó÷àÿ 3.

Òåîðåìà 7.3 (A. Äàíæóà [66℄). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

f ÿâëÿåòñÿ C1
-äè��åîìîð�èçìîì, ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ f ′

èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ. Åñëè r(f) èððàöèîíàëüíî,

òî f ñîïðÿæåí ñ ïîâîðîòîì íà èððàöèîíàëüíûé óãîë r(f̃)
(äîêàçàòåëüñòâî ñì. òàêæå Âàí Êàìïåí [118℄). �

Ñëó÷àé 4. Per(f) = ∅ è Ω(f) ≈ C Íèæå ìû ñëå-

äóåì ðàáîòå Í. Ìàðêëè [89℄. Ïóñòü Mγ : S1 → S1
� ãî-

ìåîìîð�èçì âðàùåíèÿ îêðóæíîñòè íà óãîë γ. Ñêàæåì,
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÷òî ïîäìíîæåñòâà X, Y ⊂ S1
êîíãðóýíòíû, X ≡ Y , åñëè

Y = Mγ(X) äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ S1
.

Çàìåòèì, ÷òî äîïîëíåíèå ê Ω(f) ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì

äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ:

S1 \ Ω(f) =
∞
∪

i=1
(ai, bi).

Ìíîæåñòâî I = S1 \ ∞
∪

i=1
[ai, bi] ⊂ Ω(f) ñîñòîèò èç íåäî-

ñòèæèìûõ òî÷åê êàíòîðîâîãî ìíîæåñòâà, à ìíîæåñòâî

A = Ω(f) \ I èç äîñòèæèìûõ .

Ïðîèçâåäåì �àêòîðèçàöèþ îêðóæíîñòè ïî îòíîøåíèþ

ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäóþ äóãó

[ai, bi] ñîæìåì â òî÷êó. Òîãäà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî S1
/∼

îñòàåòñÿ ãîìåîìîð�íûì îêðóæíîñòè, à �àêòîð-îòîáðàæå-

íèå

p : S1 → S1
/∼ ≈ S1

ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì õîðîøî èçâåñòíîé �óíêöèè Êàíòîðà,

êîòîðàÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííà íà âñþäó ïëîòíîì îòêðûòîì

ìíîæåñòâå. Î÷åâèäíî, ÷òî p(Ω(f)) = S1
, ïðè÷åì îãðàíè-

÷åíèå p|I ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì, à p|A ñêëåèâàåò òî÷-

êè, ÿâëÿþùèåñÿ êîíöàìè îäíîãî è òîãî æå äîïîëíèòåëü-

íîãî èíòåðâàëà. Òàê êàê I è A èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

f , òî f èíäóöèðóåò íåêîòîðûé ãîìåîìîð�èçì f̃ �àêòîð-

ïðîñòðàíñòâà S1
/∼ òàê, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììó-

òàòèâíà:

S1 f−−−→ S1

p

y
yp

S1
ef−−−→ S1

(7.2)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî Ω(f̃ ) = S1
. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû

èìååì ñëó÷àé 3 è ïîýòîìó f̃ ñîïðÿæåí ñ âðàùåíèåì íà èð-

ðàöèîíàëüíûé óãîë r(f̃). Êðîìå òîãî, íåñëîæíî ïîêàçàòü,
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÷òî ÷èñëà âðàùåíèÿ f è f̃ ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì â

äèàãðàììå (7.2) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f̃ = Mr(f).

Ïóñòü p1 : (S1, f) → (S1,Mr(f)) � êàêîé-íèáóäü äðóãîé

ãîìîìîð�èçì. Òîãäà îíè îòëè÷àþòñÿ íà íåêîòîðûé àâòî-

ìîð�èçì ïîòîêà (S1,Mr(f)). Íî âñå àâòîìîð�èçìû ýòî-

ãî ïîòîêà òàêæå ÿâëÿþòñÿ âðàùåíèÿìè ïîýòîìó, p(I) è

p1(I) ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà âðàùåíèåì îêðóæíîñòè,

ò.å. p(I) ≡ p1(I).
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî p(I) ÷åðåç T (f). Òàêèì îáðàçîì,

T (f) � ýòî îáðàç ìíîæåñòâà íåäîñòèæèìûõ òî÷åê ïðè ãî-

ìîìîð�èçìå äèñêðåòíîãî ïîòîêà (S1, f) íà ïîâîðîò Mr(f)

íà óãîë r(f).
Ïóñòü f, g : S1 → S1

� ãîìåîìîð�èçìû áåç ïåðèîäè÷å-

ñêèõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ Ω(f) è Ω(g) ãîìåîìîð�íû êàí-

òîðîâîìó ìíîæåñòâó. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïðèíàäëå-

æàò Í. Ìàðêëè [89℄.

Òåîðåìà 7.4 (Í. Ìàðêëè [89℄). f è g ñîïðÿæåíû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r(f1) = r(f2) è T (f1) ≡ T (f2).

7.3. �àçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ îêðóæíîñòè.

Â îòëè÷èå îò ãîìåîìîð�èçìîâ, ýíäîìîð�èçìû îêðóæ-

íîñòè ìåíåå èññëåäîâàíû, è íàõîäÿòñÿ â ïðîöåññå àêòèâ-

íîãî èçó÷åíèÿ. Ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïî íåîá-

ðàòèìûì îòîáðàæåíèÿì îêðóæíîñòè, äàòü îáçîð êîòîðîé

íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïî ïðè÷èíå åå îáøèðíîñòè.

Äëÿ îáçîðà òåêóùèõ ðåçóëüòàòîâ óêàæåì òîëüêî îñíîâíûå

ðàáîòû ïî äàííîé òåìàòèêå, òàêèå, êàê [64, 63℄, [64, 90℄,

[100, 101, 102, 77℄.

Ñðåäè ýíäîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè âíóòðåííèå îòîá-

ðàæåíèÿ îêðóæíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü íàèáîëåå õîðîøî

èçó÷åííûì êëàññîì îòîáðàæåíèé. Âíóòðåííèå îòîáðàæå-

íèÿ îêðóæíîñòè íå ìîãóò èìåòü îñîáûõ òî÷åê, ïîýòîìó

êëàññ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ
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êëàññîì îáû÷íûõ íàêðûòèé îêðóæíîñòè. Ïðè íåîáõîäè-

ìîñòè, òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññè�èêàöèþ íàêðûòèé îêðóæ-

íîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáùèõ ðåçóëüòàòîâ îäíîìåðíîé

äèíàìèêè â òåðìèíàõ ïåðåìåøèâàþùèõ (�Kneading�) èíâà-

ðèàíòîâ òåîðèè êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè êóñî÷íî-

ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé, ââåäåííîé Ìèëíîðîì è Òåðñòî-

íîì â [97℄, ñì. [90℄. Òàêæå íóæíî óïîìÿíóòü íåäàâíþþ

ðàáîòó [17℄ ïî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè íàêðûòèé

îêðóæíîñòè.

Äàäèì çäåñü åùå îäíó òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññè�èêàöèþ

íàêðûòèé îêðóæíîñòè, íåçàâèñèìî ïîëó÷åííóþ àâòîðîì.

Ïðåèìóùåñòâî ýòîé êëàññè�èêàöèè â òîì, ÷òî îíà ïîëó÷å-

íà â òåðìèíàõ ââåäåííûõ çäåñü ìíîæåñòâ íåéòðàëüíî ðå-

êóððåíòíûõ è íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê, ÷òî ïîç-

âîëÿåò ïðèìåíÿòü ýòè ðåçóëüòàòû ïðè èññëåäîâàíèè âíóò-

ðåííèõ îòîáðàæåíèé â áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ñ ïîìîùüþ

ðàçðàáàòûâàåìûõ çäåñü ìåòîäîâ.

Ñíà÷àëà äàäèì êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõ-

ñÿ ê íåîáðàòèìûì âíóòðåííèì îòîáðàæåíèÿì îêðóæíîñòè.

Åñòåñòâåííûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì âíóòðåí-

íèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ èõ ñòåïåíü. Äâà îòîáðàæåíèÿ

îêðóæíîñòè ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè

èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü. Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f áó-

äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç deg(f). Ó íåîáðàòèìûõ âíóòðåííèõ

îòîáðàæåíèé | deg(f)| > 1.
Äàëåå, íåîáðàòèìûå âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ îêðóæ-

íîñòè âñåãäà èìåþò íåïîäâèæíûå òî÷êè. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Pern(f) ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ

f ïåðèîäà n.

Ëåììà 7.5 ([21℄,�8, 8.2.4). Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíî-

ãî îòîáðàæåíèÿ f : S1 → S1
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Pern(f) ≥ | (deg (f))n − 1|.
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Íàèáîëåå õîðîøî èçó÷åííûì êëàññîì âíóòðåííèõ îòî-

áðàæåíèé îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ðàñòÿãèâàþùèå îòîáðà-

æåíèÿ. Êðàòêî íàïîìíèì ñâîéñòâà ðàñòÿãèâàþùèõ îòî-

áðàæåíèé, ñëåäóÿ îáçîðàì [21, 31℄.

Îïðåäåëåíèå 7.6. Ïóñòü f : X → X � íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ). Îòîá-
ðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì, åñëè äëÿ íåêî-
òîðûõ ÷èñåë µ > 1, ε0 > 0 è âñÿêèõ x, y ∈ X, x 6= y,
ρ(x, y) < ε0, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ρ(f(x), f(y)) >
µρ(x, y).

Êàíîíè÷åñêèìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ðàñòÿãèâàþùèõ îòî-

áðàæåíèé îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé

En, |n| > 1. En = nϕ mod 1 â ïðåäñòàâëåíèè S1 = R/Z
è En = zn

â ïðåäñòàâëåíèè S1 = {z ∈ C, |z| = 1}.
Âñÿêîå ðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè ñòå-

ïåíè n ñîïðÿæåíî En. Âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

îêðóæíîñòè ñòåïåíè n, |n| > 1, ïîëóñîïðÿæåíî è êîìáèíà-
òîðíî ñîïðÿæåíî

1 En ([64℄).

7.4. Êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè

íàêðûòèé îêðóæíîñòè.

Èçó÷èì çäåñü ñâîéñòâà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ âíóò-

ðåííèõ îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè (êîòîðûå íà ñàìîì äå-

ëå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûìè äè��åîìîð�èçìàìè îêðóæíîñ-

òè, òàê êàê ìíîæåñòâî èõ îñîáûõ òî÷åê ïóñòî) è äàäèì

êðèòåðèé èõ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè.

7.4.1. Íåéòðàëüíî ðåêóððåíòíûå òî÷êè îêðóæ-

íîñòè.

Ïóñòü f : S1 → S1
� ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ëîêàëü-

íûé ãîìåîìîð�èçì, ïðè ÷åì f ãëîáàëüíî íå ÿâëÿåòñÿ ãî-

ìåîìîð�èçìîì. Òîãäà ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ d áîëüøå 1 è

1

Ñì. îïðåäåëåíèå 3.26
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÷èñëî ïðîîáðàçîâ ó êàæäîé òî÷êè ðàâíî d. Ïîýòîìó ó êàæ-
äîé òî÷êè åå íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå O⊥(x) ñîñòîèò èç ñ÷åò-
íîãî ÷èñëà òî÷åê. Ïîñêîëüêó S1

� êîìïàêåò, ìíîæåñòâî

⊥0
-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê Rec⊥(f) íå ïóñòî.
Ïîñêîëüêó îêðóæíîñòü S1

� îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå,

òî ïðîèçâîëüíàÿ åå òî÷êà ðàçáèâàåò ëþáóþ ñâîþ ìàëóþ

îêðåñòíîñòü íà äâå ïîëóîêðåñòíîñòè.

Ïóñòü x � ⊥0
-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà f . Ïîñêîëüêó S1

�

îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, òî÷êà x ðàçáèâàåò ëþáóþ ñâîþ

ìàëóþ îêðåñòíîñòü íà äâå ïîëóîêðåñòíîñòè.

Ïîñêîëüêó x � ⊥0
-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà, òî èç îïðåäåëå-

íèÿ ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû â îäíîé ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè x
íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç O⊥(x), ñõîäÿùàÿñÿ
ê x.

Îïðåäåëåíèå 7.7. Íàçîâåì ⊥0
-ðåêóððåíòíóþ òî÷êó

x äâóñòîðîííåé, åñëè â êàæäîé ïîëóîêðåñòíîñòè x íàé-
äåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç O⊥(x), ñõîäÿùàÿñÿ ê
x.

Îïðåäåëåíèå 7.8. Íàçîâåì ⊥0
-ðåêóððåíòíóþ òî÷êó

x îäíîñòîðîííåé, åñëè íàéäåòñÿ ïîëóîêðåñòíîñòü x, íå
ñîäåðæàùàÿ òî÷åê èç O⊥(x).

Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè òî÷êà x ⊥0
-ðåêóððåíòíàÿ, òî îíà

ëèáî îäíîñòîðîííÿÿ ⊥0
-ðåêóððåíòíàÿ, ëèáî äâóñòîðîííÿÿ

⊥0
-ðåêóððåíòíàÿ.

Ïîñêîëüêó âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò ñõîäÿ-

ùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè ⊥0
-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà

îäíîñòîðîííÿÿ (äâóñòîðîííÿÿ), òî è âñÿ åå øèðîêàÿ òðàåê-

òîðèÿ ñîñòîèò èç îäíîñòîðîííèõ (äâóñòîðîííèõ) ⊥0
-ðåêóð-

ðåíòíûõ òî÷åê. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î îäíîñòîðîííåé

è äâóñòîðîííåé ⊥0
-ðåêóððåíòíîé òðàåêòîðèè.

Ìíîæåñòâî òî÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ ⊥0
-ðåêóððåíòíû-

ìè, îòêðûòî êàê äîïîëíåíèå ê çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó

Rec⊥(f). Rec⊥(f) íå ïóñòî, ïîýòîìó â S1
ýòî ìíîæåñòâî
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ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà îò-

êðûòûõ èíòåðâàëîâ, ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ

⊥0
-ðåêóððåíòíûìè, ãðàíèöû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç îäíîñòî-

ðîííèõ ⊥0
-ðåêóððåíòíûõ, à äîïîëíåíèå ê ýòèì çàìêíóòûì

èíòåðâàëàì â S1
ñîñòîèò èç äâóñòîðîííå ⊥0

-ðåêóððåíòíûõ

òî÷åê.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ S1
è ðàññìîòðèì åå

ïðîîáðàçû y1, y2, . . . , ydn ∈ f−n(x). Ïîñêîëüêó f � íàêðû-

òèå îêðóæíîñòè, òî îáðàç îòðåçêà ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷-

êàìè ïðîîáðàçà ïîä äåéñòâèåì fn
1 ðàç íàêðûâàåò îêðóæ-

íîñòü. Òåì áîëåå îáðàç ëþáîãî îòðåçêà ìåæäó ëþáûìè

äâóìÿ òî÷êàìè ïðîîáðàçà f−n(x) ïîä äåéñòâèåì fn
íàêðû-

âàåò îêðóæíîñòü, âîçìîæíî, íåñêîëüêî ðàç.

Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê p1, p2 ∈ O⊥(x)
íàéäåòñÿ n òàêîå, ÷òî p1, p2 ∈ f−n(fn(x)), ò. å. ïðèíàäëåæàò
îäíîìó ïðîîáðàçó òî÷êè äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 7.9. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê p1, p2 ∈ O⊥(x)
íàéäåòñÿ n ∈ N òàêîå, ÷òî ïîä äåéñòâèåì fn

îáðàç ëþ-

áîãî îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî p1 è p2, íàêðûâàåò îêðóæ-

íîñòü.

Ñëåäñòâèå 7.10. Åñëè òî÷êà x ⊥0
-ðåêóððåíòíàÿ, òî

äëÿ ëþáîé êàê óãîäíî ìàëîé åå ïîëóîêðåñòíîñòè F , ñî-
äåðæàùåé ñõîäÿùóþñÿ ê x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç

O⊥(x), íàéäåòñÿ n > 0 òàêîå, ÷òî fn(F ) = S1
.

Ëåììà 7.11. Çàìûêàíèå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíî-

æåñòâà òî÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ ⊥0
-ðåêóððåíòíûìè, ïåðå-

ñåêàåòñÿ ñ êàæäûì íåéòðàëüíûì ñå÷åíèåì íå áîëåå ÷åì

ïî îäíîé òî÷êå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî

â çàìûêàíèè êîìïîíåíòû Q ñâÿçíîñòè íàéäóòñÿ äâå òî÷-

êè, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó íåéòðàëüíîìó ñå÷åíèþ. Âíóò-

ðåííîñòü îòðåçêà I, ñîåäèíÿþùåãî ýòè òî÷êè â Q, öåëè-
êîì ñîñòîèò èç òî÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ ⊥0

-ðåêóððåíòíû-

ìè. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 7.9, íàéäåòñÿ n > 0 òàêîå, ÷òî

fn(I) = S1
. Ïî óñëîâèþ Rec⊥(f) 6= ∅ è ñîäåðæèò áåñêîíå÷-

íîå ÷èñëî òî÷åê. Ïîñêîëüêó òî÷êè îòðåçêà I îòîáðàæàþòñÿ
íà Rec⊥(f) ⊂ S1

, îòðåçîê I äîëæåí ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ⊥0

-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ

ëåììû. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 7.12. Åñëè òî÷êà x ∈ S1
íå ÿâëÿåòñÿ ⊥0

-

ðåêóððåíòíîé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ⊥0
-áëóæäàþùåé.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà òî-

÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ ⊥0
-ðåêóððåíòíûìè, íà ñàìîì äåëå ÿâ-

ëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ⊥0
-áëóæäàþ-

ùèõ òî÷åê W⊥(f).

Ëåììà 7.13. Ëþáûå äâå ⊥0
-ðåêóððåíòíûå òî÷êè ïðè-

íàäëåæàò îäíîé íåéòðàëüíîé êîìïîíåíòå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ⊥0
-ðåêóððåíòíàÿ òî÷-

êà. Èç óòâåðæäåíèÿ 7.10 ñëåäóåò, ÷òî â êàê óãîäíî ìàëîé

îêðåñòíîñòè x íàéäåòñÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ íîðìàëü-

íîìó ñå÷åíèþ ëþáîé äðóãîé òî÷êè îêðóæíîñòè. Ñëåäîâà-

òåëüíî, x ïðèíàäëåæèò ⊥0
-ïðåäåëüíîìó ìíîæåñòâó ëþáîé

äðóãîé òî÷êè îêðóæíîñòè, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íåéòðàëü-

íîé êîìïîíåíòå ëþáîé äðóãîé òî÷êè îêðóæíîñòè (óòâåð-

æäåíèå 5.7).

Ïîñêîëüêó ðàçáèåíèå íà íåéòðàëüíûå êîìïîíåíòû

äèçúþíêòèâíî (óòâåðæäåíèå 5.6), òî Z
⊥(x) = S1

. Îòñþäà

è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

7.4.2. Ôàêòîð-ãîìåîìîð�èçì f/Ω⊥.
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Ïîñòðîèì �àêòîð-ãîìåîìîð�èçì îòîáðàæåíèÿ f . Ïî-
ñêîëüêó ñîãëàñíî ëåììå 7.13 Ω⊥(f) íå ðàçëîæèìî íà íåé-
òðàëüíûå êîìïîíåíòû, âîñïîëüçóåìñÿ êîíñòðóêöèåé �àê-

òîð-ïðîñòðàíñòâà ïî ðàçáèåíèþ ⊥0
-áëóæäàþùåãî ìíîæå-

ñòâà íà íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ X/Ω⊥ èç ðàçäåëà 5.1.

X/Ω⊥ íå ïóñòî è ñîñòîèò êàê ìèíèìóì èç îäíîé òî÷-

êè � îáðàçà ìíîæåñòâà Ω⊥(f) = Rec⊥(f). Îáîçíà÷èì ýòó

òî÷êó ÷åðåç Ω. Åñëè ìíîæåñòâî W⊥(f) íå ïóñòî, òî, êàê
ñëåäñòâèå ëåììû 7.11 è óòâåðæäåíèÿ 5.3 îáðàç ëþáîé êîì-

ïîíåíòû ñâÿçíîñòè U ìíîæåñòâà ⊥0
-áëóæäàþùèõ òî÷åê

ãîìåîìîð�åí çàìêíóòîìó îòðåçêó, ó êîòîðîãî îáå ãðàíè÷-

íûå òî÷êè îòîæäåñòâëåíû ñ òî÷êîé Ω, ò. å. ãîìåîìîð�åí
îêðóæíîñòè.

W⊥(f) ìîæåò ñîäåðæàòü â ñåáå íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ

íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíûõ íàáîðîâ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè,

ïîýòîìó ó �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà X/Ω⊥ òàêèõ îêðóæíîñòåé

ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, íî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî,

òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè íàáîðà êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè W⊥(f) èñõîäíîé îêðóæíîñòè. Âñå ýòè îêðóæ-

íîñòè îáðàçóþò áóêåò ñ îáùåé òî÷êîé Ω.

Òåîðåìà 7.14. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî X/Ω⊥ ÿâëÿ-

åòñÿ áóêåòîì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà îêðóæíîñ-

òåé, ãäå îáùàÿ òî÷êà áóêåòà ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ìíîæå-

ñòâà Rec⊥(f), âîçìîæíî, âûðîæäåííûì â òî÷êó, åñëè

W⊥(f) = ∅.

Íà ýòîì áóêåòå îêðóæíîñòåé f èíäóöèðóåò ãîìåîìîð-

�èçì áóêåòà îêðóæíîñòåé f/Ω⊥, ó êîòîðîãî òî÷êà Ω ÿâëÿ-

åòñÿ íåïîäâèæíîé. Ïî ïîñòðîåíèþ, â ñóæåíèè íà êàæäóþ

îêðóæíîñòü áóêåòà f/Ω⊥ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçì íà (âîç-

ìîæíî, äðóãóþ) îêðóæíîñòü áóêåòà, ó êîòîðîãî òî÷êà Ω
îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó Ω.

Ïóñòü Si � íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü áóêåòà. �àññìîò-

ðèì öåïî÷êó îêðóæíîñòåé Si, f(Si), f
2(Si), . . . . Åñëè

ñîîòâåòñòâóþùåå íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî,
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ïîðîæäåííîå êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W⊥(f),
ñîîòâåòñòâóþùåé îêðóæíîñòè Si, ïåðèîäè÷åñêîå, òî öå-

ïî÷êà îêðóæíîñòè Si òîæå ïåðèîäè÷åñêàÿ � íàéäåòñÿ

n ≥ 0 òàêîå, ÷òî fn(Si) = Si. Èíà÷å ñîîòâåòñòâóþùåå

íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî áëóæäàþùåå è â öå-

ïî÷êå îêðóæíîñòè Si âñå îêðóæíîñòè ðàçëè÷íû � öåïî÷êà

áëóæäàþùàÿ.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, êîíêðåòíûé âèä îòîáðàæå-

íèÿ f/Ω⊥ íà áëóæäàþùèõ öåïî÷êàõ íå âëèÿåò íà òîïîëî-

ãè÷åñêóþ ñîïðÿæåííîñòü âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé îêðóæ-

íîñòè. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

ìîæíî ïðîñòî âûáðîñèòü.

Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî X/Ω⊥ ñ âûáðîøåííûìè îêðóæ-

íîñòÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè áëóæäàþùèì öåïî÷êàì, îáî-

çíà÷èì ÷åðåç P (X/Ω⊥) è íàçîâåì êîìïîíåíòîé ïåðèîäè-

÷åñêèõ öåïî÷åê �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà ïî ðàçáèåíèþ ⊥0
-

áëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà íà íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ.

Êàê è X/Ω⊥, P (X/Ω⊥) ÿâëÿåòñÿ áóêåòîì íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíîãî ÷èñëà îêðóæíîñòåé, íî âñå öåïî÷êè â ýòîì áóêåòå

èìåþò êîíå÷íûé ïåðèîä.

Ïóñòü ξ1, . . . , ξn �öåïî÷êà îêðóæíîñòåé äëèíû n èç áó-
êåòà. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ãîìåîìîð�èçìó öåïî÷êè

îêðóæíîñòåé äëèíû n èç áóêåòà ãîìåîìîð�èçì ñòàíäàðò-

íîé îêðóæíîñòè S1 = {z ∈ C | |z| = 1} ñ ïîìå÷åííûìè

òî÷êàìè ϕ = 0, 1
n
2π, 2

n
2π, . . . , n−1

n
2π, ðàçîðâàâ îêðóæíîñòè

ïî òî÷êå Ω è îòîáðàçèâ èõ ïðîèçâîëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì

ïî ïîðÿäêó íà ñåãìåíòû (k−1
n

2π, k
n
2π) ñòàíäàðòíîé îêðóæ-

íîñòè. Îáîçíà÷èì òàê ïîñòðîåííûé ãîìåîìîð�èçì ñòàí-

äàðòíîé îêðóæíîñòè ÷åðåç Ψn(ξ1, . . . , ξn).
Èç ðåçóëüòàòîâ î êëàññè�èêàöèè îäíîìåðíûõ ãîìåî-

ìîð�èçìîâ, ïðèâåäåííûõ â ðàçäåëàõ 7.1 è 7.2 ñëåäóåò, ÷òî

äâà ãîìåîìîð�èçìà öåïî÷êè îêðóæíîñòåé â áóêåòå äëèíû

n òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãîìåîìîð�èçìû ñòàíäàðòíîé îêðóæ-

íîñòè ñ ïîìå÷åííûìè òî÷êàìè ϕ = 0, 1
n
2π, 2

n
2π, . . . , n−1

n
2π

ñîïðÿæåíû ñ ïîìîùüþ ãîìåîìîð�èçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ îò-

ìå÷åííûå òî÷êè.

Ïî ïîñòðîåíèþ ãîìåîìîð�èçì ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñ-

òè Ψn(ξ1, . . . , ξn) èìååò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî âðàùåíèÿ

1
n
,

åãî ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê íå ïóñòî, ñëåäîâàòåëü-

íî, âñå åãî ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè èìåþò ïåðèîä n. Êëàññ òî-
ïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè òàêîãî ãîìåîìîð�èçìà ïîë-

íîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åãî ìíîæåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ òî-

÷åê è çíàêàìè èíòåðâàëîâ äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó ïåðè-

îäè÷åñêèõ òî÷åê.

Ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ ïîìå÷åííûõ

òî÷åê (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè) äâà òàêèõ ãî-

ìåîìîð�èçìà ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàé-

äåòñÿ ãîìåîìîð�èçì îêðóæíîñòåé, ïåðåâîäÿùèé ìíîæå-

ñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïåðâîãî ãîìåîìîð�èçìà â ìíî-

æåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê âòîðîãî ãîìåîìîð�èçìà ñ ñî-

õðàíåíèåì çíàêîâ èíòåðâàëîâ äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó ïå-

ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è îòìå÷åííûõ òî÷åê.

Âîçâðàùàÿñü íàçàä ê ïðèâåäåííîìó áóêåòó P (X/Ω⊥),
êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷èì, ÷òî äâà ãîìåîìîð�èçìà ïîäáóêå-

òà öèêëè÷åñêîé öåïî÷êè îêðóæíîñòåé òîïîëîãè÷åñêè ñî-

ïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ ãîìåîìîð-

�èçì ïîäáóêåòîâ, ïåðåâîäÿùèé ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ

òî÷åê ïåðâîãî ãîìåîìîð�èçìà â ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ

òî÷åê âòîðîãî ãîìåîìîð�èçìà ñ ñîõðàíåíèåì çíàêîâ èí-

òåðâàëîâ äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

7.4.3. �àñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå f/W⊥.

Îïðåäåëåíèå 7.15. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà q = f(q)
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè

îòòàëêèâàþùåé, åñëè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè q
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òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè p 6= q â V íàéäåòñÿ íåêî-

òîðîå n ≥ 1 òàêîå, ÷òî n-òàÿ èòåðàöèÿ fn(p) ëåæèò

âíå V .

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè íåïîäâèæíàÿ òî÷êà

⊥0
-ðåêóððåíòíà, òî îíà òîïîëîãè÷åñêè îòòàëêèâàþùàÿ.

Ñëåäñòâèå 7.16. Åñëè Rec⊥(f) = S1
, òî âñå íåïî-

äâèæíûå òî÷êè f èçîëèðîâàíû.

Ïðèìåíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå ê îòîáðàæåíèþ fn
, n ≥ 1,

ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 7.17. Åñëè Rec⊥(f) = S1
, òî âñå ïåðèîäè-

÷åñêèå òî÷êè f ïåðèîäà n èçîëèðîâàíû.

Ïîñêîëüêó ïîäíÿòèå f íà íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî

R
1
ìîíîòîííî, ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 7.18. Åñëè Rec⊥(f) = S1
, òî f èìååò â

òî÷íîñòè d− 1 íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåîáõîäèìî äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåìû 7.25.

Ëåììà 7.19. Åñëè Rec⊥(f) = S1
, òî f òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæåííî ðàñòÿãèâàþùåìó îòîáðàæåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòà-

òî÷íî ïîñòðîèòü ãîìåîìîð�èçì h, ñîïðÿãàþùèé f ñòàí-

äàðòíîìó ðàñòÿãèâàþùåìó îòîáðàæåíèþ Ek ñòàíäàðòíîé

îêðóæíîñòè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîð�èçìà ìîæíî

èñïîëüçîâàòü òîò æå ìåòîä, ÷òî è â êëàññè÷åñêîé òåîðåìå î

òîì, ÷òî ìåòðè÷åñêè ðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå îêðóæ-

íîñòè f ñòåïåíè k òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî îòîáðàæåíèþ
Ek, ñì. íàïð. [21℄, òîëüêî âìåñòî óñëîâèÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå

ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêè ðàñòÿãèâàþùèì, èñïîëüçîâàòü óñëî-

âèå ëåììû. Ïðèâåäåì çäåñü ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëü-

ñòâî äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.
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Íåîáðàòèìûå âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè

âñåãäà èìåþò íåïîäâèæíûå òî÷êè. Âîçüìåì ïðîèçâîëü-

íóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó p0 îòîáðàæåíèÿ f è çàäàäèì

h(p0) = (1, 0), ò. å. ïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå h îòîáðàæà-
åò òî÷êó p0 â åäèíèöó e (òî÷êó íà ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòè
ñ óãëîâîé êîîðäèíàòîé 0).

Ìíîæåñòâî f−1(p0) êðîìå òî÷êè p0 ñîäåðæèò åùå k− 1
åå ïðîîáðàç ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ f . Àíàëîãè÷íî, ó
îáðàçà òî÷êè p0, òî÷êè e = (1, 0), åñòü åùå k − 1 ïðîîá-

ðàç ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ Ek (êîðíè k-é ñòåïåíè èç

1). Ïîñêîëüêó íà îêðóæíîñòè çàäàí öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê,

òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå h íà f−1(p0),
òàêîå, ÷òî h îòîáðàæàåò f−1(p0) íà E

−1
k (e) ñ ñîõðàíåíèåì

öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåíèâ ýòî æå ðàññóæäåíèå ê îòîáðàæåíèÿì f 2
è

E2
k , ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå h, êîòîðîå ñ ñîõðàíåíèåì öèê-

ëè÷åñêîãî ïîðÿäêà îòîáðàæàåò òî÷êè èç f−2(p0) â òî÷êè

èç E−2
k (e) è ò. ä. Ïðîäîëæèâ ðàññóæäåíèÿ ïî èíäóêöèè,

ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå h, îïðåäåëåííîå íà òî÷êàõ øèðîêîé
òðàåêòîðèè Of(p0) è îòîáðàæàþùåå èõ â òî÷êè øèðîêîé

òðàåêòîðèè OEk
(e) ñ ñîõðàíåíèåì öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà,

ò.å. ìîíîòîííîå.

Äàëåå, ïî ïîñòðîåíèþ òî÷êè øèðîêîé òðàåêòîðèè

OEk
(e) ïëîòíû íà ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòè. Ïîêàæåì,

÷òî òî÷êè øèðîêîé òðàåêòîðèè Of(p0) òîæå ïëîòíû íà

ñâîåé îêðóæíîñòè.

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî S1 \ Of(p0). Ïî îïðåäåëåíèþ,

ýòî ìíîæåñòâî íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíî. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî òî÷êè øèðîêîé òðàåêòîðèè Of(p0) íå ïëîòíû íà S1
.

Òîãäà â ìíîæåñòâå S1\Of(p0) íàéäåòñÿ îòêðûòûé îòðåçîê.
Íî òîãäà âñå òî÷êè ýòîãî îòðåçêà ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíî
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áëóæäàþùèìè ñ îêðåñòíîñòüþ, ñîñòîÿùåé èç ýòîãî îòðåç-

êà, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíî ðåêóððåíò-

íûìè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî,

òî÷êè øèðîêîé òðàåêòîðèè Of(p0) ïëîòíû íà S1
.

Íà êàæäîé îêðóæíîñòè ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå êî-

äèðîâàíèå òî÷åê îêðóæíîñòè ÷èñëàìè â k-è÷íîé çàïèñè.

Èìåííî, âñå îñòàëüíûå òî÷êè îêðóæíîñòè êîäèðóþòñÿ íî-

ìàðàìè îòðåçêîâ ìåæäó ïðîîáðàçàìè p0 íà èñõîäíîé îê-

ðóæíîñòè è e íà ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòè (ïðîîáðàçàì

j-òîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóåò j-àÿ çíà÷àùàÿ öè�ðà â k-
è÷íîé çàïèñè). Ïîñêîëüêó òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùèõ øèðî-

êèõ òðàåêòîðèé ïëîòíû íà êàæäîé îêðóæíîñòè, òî îòðåç-

êè ìåæäó ïðîîáðàçàìè íå ìîãóò áûòü áîëüøèìè (èõ äëè-

íû ñòðåìÿòñÿ ê 0), ïîýòîìó êàæäîìó ÷èñëó â k-è÷íîé çàïè-
ñè ñ òî÷íîñòüþ äî mod1 ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
îêðóæíîñòè.

Êàê ñëåäñòâèå, îòîáðàæåíèå h ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðå-
ðûâíîñòè íà âñþ îêðóæíîñòü. Ïî ïîñòðîåíèþ, ýòî áèåê-

öèÿ, ñëåäîâàòåëüíî h � èñêîìûé ãîìåîìîð�èçì. �

�àññìîòðèì, ÷òî ñëó÷èòñÿ ñ îòîáðàæåíèåì f , åñëè ñòÿ-
íóòü êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W⊥(f) â
òî÷êó.

Çàäàäèì íà îêðóæíîñòè ðàçáèåíèå íà êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W⊥(f) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñ-

ëè òî÷êà äâóñòîðîííÿÿ ⊥0
-ðåêóððåíòíàÿ, òî åå ýëåìåíò

ðàçáèåíèÿ ñîñòîèò èç ñàìîé ýòîé òî÷êè, â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå åå ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ ñîñòîèò èç çàìûêàíèÿ êîìïî-

íåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W⊥(f), èìåþùåãî íåïóñòîå

ïåðåñå÷åíèå ñ ýòîé òî÷êîé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïî ýòîìó ðàç-

áèåíèþ ãîìåîìîð�íî îêðóæíîñòè, à èíäóöèðîâàííîå îòîá-

ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ åå ëîêàëüíûì ãîìåîìîð�èçìîì. Îáî-

çíà÷èì �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç X/W⊥, ïðîåêöèþ íà
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�àêòîð-ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç πW⊥, à èíäóöèðîâàííîå îòîá-

ðàæåíèå ÷åðåç f/W⊥.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ó îòîáðàæåíèÿ f/W⊥ W⊥ (f/W⊥) = ∅,

ñëåäîâàòåëüíî, Rec⊥ (f/W⊥) = S1
. Êàê ñëåäóåò èç ëåì-

ìû 7.19, îòîáðàæåíèå f/W⊥ ñîïðÿæåíî Ed.

Ñëåäñòâèå 7.20. Ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì îêðóæ-

íîñòè f ïîëóñîïðÿæåí Ed ñ ïîìîùüþ ìîíîòîííîãî îòîá-

ðàæåíèÿ, îòîáðàæàþùåãî êàæäîå çàìûêàíèå êîìïîíåí-

òû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W⊥(f) â òî÷êó.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ó �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà X/W⊥ åñòü

îòìå÷åííûå òî÷êè � îáðàçû êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíî-

æåñòâà W⊥(f). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7.19, îòîáðàæåíèå

f/W⊥ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñòàíäàðòíîìó ðàñòÿãèâà-

þùåìó îòîáðàæåíèþ Ed. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ñî-

ïðÿãàþùåå îòîáðàæåíèå ÷åðåç hEd
. Ïðè ýòîì ñîïðÿæåíèè

îòìå÷åííûå òî÷êè �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà X/W⊥ ïåðåõîäÿò

â òî÷êè ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòè S1 = {z ∈ C | |z| = 1}.
Ó îòîáðàæåíèÿ Ed ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòè S

1 = {z ∈
C | |z| = 1} ñ óãëîâîé êîîðäèíàòîé ϕ åñòü â òî÷íîñòè d− 1
�èêñèðîâàííûõ òî÷åê. Ïðè òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåíèè

îòîáðàæåíèÿ îòîáðàæåíèþ Ed åñòü ïðîèçâîë, êàêóþ èç d−
1 �èêñèðîâàííûõ òî÷åê îòîáðàçèòü â òî÷êó ϕ = 0.

Îäíàêî, ïîñëå òîãî, êàê âûáðàòü òî÷êó ϕ = 0, êîîðäè-
íàòû âñåõ îñòàâøèõñÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê áóäóò îïðåäå-

ëåíû îäíîçíà÷íî. À òàê êàê ó îòîáðàæåíèÿ Ed ìíîæåñòâî

ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïëîòíî â S1
, òî è êîîðäèíàòû âñåõ

äðóãèõ òî÷åê áóäóò îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîçèöèÿ hEd
◦ πW⊥ ñòàâèò â ñîîò-

âåòñòâèå êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W⊥(f)
÷èñëî � óãëîâóþ êîîðäèíàòó íà ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòè

S1
.

Ýòîò íàáîð ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì. Îïèøåì

âñå ñâîéñòâà íàáîðà ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîìïîíåíòàì

ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W⊥(f).
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Åñëè ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ d > 2, òî ýòîò íàáîð ÷èñåë

îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà íà óãîë

2π
d−1

, ò. å. ýëå-

ìåíòû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, îáðàçîâàííîé ïîâîðîòîì íà

óãîë

2π
d−1

, ïåðåâîäÿò òàêîé íàáîð â åìó ýêâèâàëåíòíûé.

Äàëåå, åñëè òî÷êà øèðîêîé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ îòìå-

÷åííîé, òî è âñÿ åå øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ îòìå-

÷åííîé, ïðè ÷åì êàæäîìó îòìå÷åííîìó íåéòðàëüíîìó ñå-

÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ îêðóæíîñòü â �àêòîð-ïðîñòðàí-

ñòâå X/Ω⊥.

Êàê ñëåäñòâèå, ýòîò íàáîð ÷èñåë ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðå-

îáðàçîâàíèÿõ Ed: ϕ 7→ dϕ mod 2π, è (E−1
d )j

, ãäå (E−1
d )j

îòîáðàæàåò òî÷êó â j-é êîðåíü ñòåïåíè d èç ýòîé òî÷êè.

Íàçîâåì ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæäåííûõ ïðåîáðà-

çîâàíèÿìè Ed è (E−1
d )j

, ãðóïïîé ñäâèãîâ âäîëü øèðîêîé

òðàåêòîðèè Ed.

7.4.4. Òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò f . �àçäåëèì íà-

áîð ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ìíî-

æåñòâàW⊥(f), íà äâà ïîäìíîæåñòâà. Ïîäìíîæåñòâî, ñîîò-
âåòñòâóþùåå áëóæäàþùèì êîìïîíåíòàì, îáîçíà÷èì ÷åðåç

RCW , à ïîäìíîæåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðèîäè÷åñêèì

êîìïîíåíòàì, îáîçíà÷èì ÷åðåç RCP . Ïî îïðåäåëåíèþ,

RCW è RCP èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû

ñäâèãîâ âäîëü øèðîêîé òðàåêòîðèè Ed.

Âûáåðåì èç RCW ïî îäíîìó ïðîèçâîëüíîìó ïðåäñòà-

âèòåëþ êàæäîé øèðîêîé òðàåêòîðèè, âõîäÿùåé â RCW .

Ïîëó÷åííûé íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð ÷èñåë îáîçíà÷èì

÷åðåç CW .

Ïî ïîñòðîåíèþ, CW óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâè-

ÿì:

(CW1) íèêàêèå 2 ÷èñëà èç CW íå ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðó-

ãà ïðåîáðàçîâàíèÿìè ãðóïïû ñäâèãîâ âäîëü øèðî-

êîé òðàåêòîðèè Ed.
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(CW2) íèêàêîå ÷èñëî èç CW íåëüçÿ ïåðåâåñòè ïðåîáðàçî-

âàíèÿìè ãðóïïû ñäâèãîâ âäîëü øèðîêîé òðàåêòî-

ðèè Ed â ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðèîäè÷åñêîé

òî÷êå îòîáðàæåíèÿ Ed.

�àçîáüåì RCP íà ïîäìíîæåñòâà RCPi
, òàêèå, ÷òî äëÿ

êàæäîãî i RCPi
ñîñòîèò èç âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêèõ

òî÷åê ïåðèîäà i. Êàæäîå íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå âïîñëåä-

ñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé øèðîêîé òðàåêòîðèè ñîäåðæèò ðîâíî

îäíó ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó. Âûáåðåì èç RCPi
èç êàæäîãî

íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñîäåðæàùóþñÿ â íåì åäèíñòâåííóþ

ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ. Ïîëó÷åí-

íûé íàáîð ÷èñåë îáîçíà÷èì ÷åðåç CPi
. Ïîñêîëüêó ó îòîá-

ðàæåíèÿ Ed ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê çàäàííîãî ïåðèîäà êî-

íå÷íîå ÷èñëî, òî CPi
ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íûì íà-

áîðîì ÷èñåë. Îáúåäèíåíèå âñåõ íåïóñòûõ CPi
îáîçíà÷èì

÷åðåç CP . Êàê è CW , CP �íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð

÷èñåë.

Ïî ïîñòðîåíèþ, CP óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëî-

âèþ:

(CP1) ÷èñëà, âõîäÿùèå â CP , ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè êîîð-

äèíàòàìè ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ Ed.

Îïðåäåëåíèå 7.21. Ñêàæåì, ÷òî ïàðà ìíîæåñòâ

CW è CP ýêâèâàëåíòíà ïàðå ìíîæåñòâ C ′
W è C ′

P , åñëè

íàéäåòñÿ

(1) ñäâèã íóëÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë, êðàòíûé

2
d−1

π;
(2) íàáîð ýëåìåíòîâ gi ãðóïïû ñäâèãîâ âäîëü øèðîêîé

òðàåêòîðèè Ed

òàêèå, ÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ñäâèãà íóëÿ ñèñòåìû êî-

îðäèíàò êî âñåì ÷èñëàì ìíîæåñòâ CW è CP , à çàòåì

ïðèìåíåíèÿ ê êàæäîìó ÷èñëó èç ìíîæåñòâà CW ñâîåãî

ýëåìåíòà gi ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà ÷èñåë áóäóò ñîâïà-

äàòü ñ ìíîæåñòâàìè C ′
W è C ′

P .
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Ïî ïîñòðîåíèþ, CW è CP ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè

èíâàðèàíòàìè ñîïðÿæåííîñòè ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èç-

ìà. Åñëè ó äâóõ ëîêàëüíûõ ãîìåîìîð�èçìîâ f è g ïàðû

ìíîæåñòâ CW è CP íå ýêâèâàëåíòíû, òî èõ ìíîæåñòâà

íåéòðàëüíî áëóæäàþùèõ òî÷åê òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íû,

ñëåäîâàòåëüíî, f è g íå ìîãóò áûòü ñîïðÿæåíû.
Ìíîæåñòâî CP äîïîëíèòåëüíî ðàçáèâàåòñÿ íà òðàåê-

òîðèè (êîòîðûå ñîñòîÿò èç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, ïîýòî-

ìó ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè öåïî÷êàìè). Êàæäîìó ÷èñëó èç

CP â êîìïîíåíòå ïåðèîäè÷åñêèõ öåïî÷åê P (X/Ω⊥) �àêòîð-
ïðîñòðàíñòâà ïî ðàçáèåíèþ ⊥0

-áëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà

íà íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ îêðóæ-

íîñòü, à âñåé öåïî÷êå-ïîëóòðàåêòîðèè ïåðèîäà n, â êîòî-

ðóþ âõîäèò ýòî ÷èñëî, ãîìåîìîð�èçì öåïî÷êè îêðóæíîñ-

òåé äëèíû n èç áóêåòà.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èñõîäíîìó ëîêàëüíîìó ãîìåî-

ìîð�èçìó îêðóæíîñòè f

(1) ïðèâåäåííûé áóêåò îêðóæíîñòåé P (X/Ω⊥) ñ îò-

ìå÷åííûìè ìíîæåñòâàìè ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è

çíàêàìè èíòåðâàëîâ äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó ïå-

ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê;

(2) ìíîæåñòâî CW ;

(3) ìíîæåñòâî CP ;

(4) âçàèìíîå ñîîòâåòñòâèå S ìåæäó ýëåìåíòàìè CP è

îêðóæíîñòÿìè â P (X/Ω⊥).

Îïðåäåëåíèå 7.22. Íàçîâåì ïîëó÷åííûé íàáîð èíâà-

ðèàíòîì òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ëîêàëü-

íîãî ãîìåîìîð�èçìà îêðóæíîñòè f .

Îïðåäåëåíèå 7.23. Èíâàðèàíò òîïîëîãè÷åñêîé ñî-

ïðÿæåííîñòè ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà îêðóæíîñòè

f ñ ïàðîé ìíîæåñòâ CW è CP è ïðèâåäåííûì áóêåòîì

îêðóæíîñòåé P (X/Ω⊥) è èíâàðèàíò òîïîëîãè÷åñêîé ñî-

ïðÿæåííîñòè ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà îêðóæíîñòè
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g ñ ïàðîé ìíîæåñòâ C ′
W è C ′

P è ïðèâåäåííûì áóêåòîì

îêðóæíîñòåé P ′(X/Ω⊥) ýêâèâàëåíòíû, åñëè

• ïàðà ìíîæåñòâ CW è CP ýêâèâàëåíòíà ïàðå ìíî-

æåñòâ C ′
W è C ′

P

• íàéäåòñÿ ãîìåîìîð�èçì áóêåòà P (X/Ω⊥) íà áó-

êåò P ′(X/Ω⊥)
� ñîõðàíÿþùèé âçàèìíîå ñîîòâåòñòâèå S
ìåæäó ýëåìåíòàìè CP è îêðóæíîñòÿìè;

� ïåðåâîäÿùèé îòìå÷åííûå ìíîæåñòâà ïåðèî-

äè÷åñêèõ òî÷åê â îòìå÷åííûå;

� ñîõðàíÿþùèé çíàêè èíòåðâàëîâ äîïîëíåíèÿ ê

ìíîæåñòâó ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Òåîðåìà 7.24 (Î ðåàëèçàöèè). Ïóñòü çàäàíà ïàðà

ìíîæåñòâ CW è CP , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâåí-

íî óñëîâèÿì (CW1) è (CW2) è óñëîâèþ (CP1), ãîìåî-

ìîð�èçì áóêåòà îêðóæíîñòåé P (X/Ω⊥), ó êîòîðîãî âñå

öåïî÷êè îêðóæíîñòåé ïåðèîäè÷åñêèå, è âçàèìíîå ñîîò-

âåòñòâèå S ìåæäó ýëåìåíòàìè CP è îêðóæíîñòÿìè

â P (X/Ω⊥). Òîãäà ñóùåñòâóåò ëîêàëüíûé ãîìåîìîð�èçì

îêðóæíîñòè g, òàêîé, ÷òî óêàçàííûé íàáîð ÿâëÿåòñÿ

åãî èíâàðèàíòîì òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè.

Åñëè óêàçàííûé íàáîð áûë ïîëó÷åí êàê èíâàðèàíò òî-

ïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè íåêîòîðîãî ëîêàëüíîãî ãî-

ìåîìîð�èçìà îêðóæíîñòè f , òî f è g òîïîëîãè÷åñêè ñî-
ïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîññòàíîâèì èç ìíîæåñòâ CW CP

ïðåîáðàçîâàíèÿìè ãðóïïû ñäâèãîâ âäîëü øèðîêîé òðàåê-

òîðèè Ed ìíîæåñòâà RCW è RCP . Ïî îïðåäåëåíèþ, RCW ∪
RCP � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê ñòàí-

äàðòíîé îêðóæíîñòè.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ñ÷åòíóþ ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ÷èñåë (di), òàêóþ, ÷òî
∑∞

0 di = 1 è ïðîèç-

âîëüíûì îáðàçîì ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå èç RCW ∪RCP

íåêîòîðîå ÷èñëî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (di). Ïîëó÷åííóþ
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�óíêöèþ-ñîîòâåòñòâèå îáîçíà÷èì ÷åðåç d : RCW ∪RCP →
R.

Âîçüìåì ñòàíäàðòíóþ åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü S1
, íà

êîòîðîé çàäàíî ñòàíäàðòíîå ðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå

Ed, è ñ÷åòíûé íàáîð îòðåçêîâ, äëèííà êîòîðûõ îáðàçóåò

âûáðàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (di).
Êàæäîé òî÷êå x èç ìíîæåñòâ RCW è RCP ñîîòâåòñòâó-

åò íåêîòîðûé îòðåçîê äëèíû d(x). Îáîçíà÷èì ýòîò îòðåçîê

D(x). Âêëåèì âìåñòî êàæäîé òàêîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé îòðåçîê ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé òîïîëîãè÷åñêîé îïå-

ðàöèè âêëåéêè.

Ïîëó÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî G ãîìåî-

ìîð�íî èñõîäíîé îêðóæíîñòè, ïðè ýòîì ïî ïîñòðîåíèþ

âíå âêëååííûõ îòðåçêîâ íà íåì îñòàåòñÿ çàäàííûì ñòàí-

äàðòíîå ðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå Ed.

Âëîæåíèå èñõîäíîé ñòàíäàðòíîé åäèíè÷íóþ îêðóæíîñ-

òè S1
ñ âûêîëîòûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâ RCW è RCP â

ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî G îáîçíà÷èì ÷åðåç iG.
Ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå Ed íà âñå ïðîñòðàíñòâî G.

Ïðîäîëæåííîå îòîáðàæåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç g. Íà îòðåç-
êå, âêëååííîì âìåñòî òî÷êè x, ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ãðàíè÷íûå òî÷êè îòðåçêà îòîáðàçèì

ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè â ãðàíè÷íûå òî÷êè îòðåçêà, ñî-

îòâåòñòâóþùåãî òî÷êå Ed(x). Åñëè x ∈ RCW ∪ (RCP \CP ),
òî ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå âíóòðü îòðåçêà ëèíåéíî.

Äëÿ òî÷åê èç CP ó íàñ çàäàíî âçàèìíîå ñîîòâåòñòâèå

S ìåæäó ýëåìåíòàìè CP è îêðóæíîñòÿìè â P (X/Ω⊥). Íà
îêðóæíîñòÿõ èç P (X/Ω⊥) çàäàíî îòîáðàæåíèå f/Ω⊥. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç lD(x) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà D(x) â
îêðóæíîñòü S(x), à ÷åðåç lD(Ed(x)) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

îòðåçêà D(Ed(x)) â îêðóæíîñòü S(Ed(x)). Åñëè x ∈ CP ,

òî îòîáðàæåíèå îòðåçêîâ D(x) è D(Ed(x)) çàäàäèì êàê

l−1
D(Ed(x)) ◦ f/Ω⊥ ◦ lD(x).
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Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå g çàäàíî íà âñåì ïðîñòðàí-

ñòâå G.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çàäàííûé èíâàðèàíò òîïî-

ëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè áûë ïîëó÷åí ñ íåêîòîðîãî ëî-

êàëüíîãî ãîìåîìîð�èçìà îêðóæíîñòè f .
Ïîêàæåì, ÷òî f è g òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû. Êàê

óæå ïîêàçàíî, ãîìåîìîð�èçì îêðóæíîñòè f ïîëóñîïðÿ-

æåí Ed ñ ïîìîùüþ ìîíîòîííîãî îòîáðàæåíèÿ hEd
, îòîáðà-

æàþùåãî êàæäîå çàìûêàíèå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíî-

æåñòâà W⊥(f) â òî÷êó. Îïðåäåëèì ñîïðÿãàþùåå îòîáðà-

æåíèå h ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíå çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà

W⊥(f) ïîëîæèì h = iG ◦ hEd
. Êîíöû îòðåçêîâ èç ìíîæå-

ñòâà W⊥(f) îòîáðàçèì â êîíöû ñîîòâåòñòâóþùèõ âêëååí-

íûõ îòðåçêîâ.

Îñòàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü ñîïðÿãàþùåå îòîáðàæåíèå h
íà ìíîæåñòâî W⊥(f). Ìíîæåñòâî W⊥(f) äåëèòñÿ íà äâà

ïîäìíîæåñòâà: ïîäìíîæåñòâî áëóæäàþùèõ êîìïîíåíò,

ñîîòâåòñòâóþùèõ RCW è ïîäìíîæåñòâî âïîñëåäñòâèè ïå-

ðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ RCP . Ìíîæå-

ñòâî CW ñîäåðæèò ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ äëÿ êàæäîãî

âïîëíå èíâàðèàíòíîãî íàáîðà áëóæäàþùèõ êîìïîíåíò.

Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ

áëóæäàþùóþ êîìïîíåíòó îòîáðàçèì âî âíóòðåííîñòü ñî-

îòâåòñòâóþùåãî âêëååííîãî îòðåçêà ëèíåéíî, Çàòåì ðàñ-

ïðîñòðàíèì ñîïðÿãàþùåå îòîáðàæåíèå h íà îñòàâøèõñÿ

áëóæäàþùèå êîìïîíåíòû, ïîäáèðàÿ ÷èñëî n ∈ Z òàêîå,

÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåòâü îòîáðàæåíèÿ f−n
îòîáðàæàåò

ýòó êîìïîíåíòó íà êîìïîíåíòó, äëÿ êîòîðîé îòîáðàæå-

íèå h óæå îïðåäåëåíî, è çàäàâàÿ h êàê ñîîòâåòñòâóþùóþ

îäíîçíà÷íóþ âåòâü îòîáðàæåíèÿ gn ◦ h ◦ f−n
.
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Ìíîæåñòâî âïîñëåäñòâèè ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò,

ñîîòâåòñòâóþùèõ RCP , ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî ïåðèîäè-

÷åñêèõ êîìïîíåíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ CP . Ïî âûøåïðèâå-

äåííîìó ïîñòðîåíèþ, íà âêëååííûõ îòðåçêàõ, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ CP , îòîáðàæåíèå g çàäàíî êàê l
−1
D(Ed(x)) ◦ f/Ω⊥ ◦ lD(x),

ïîýòîìó äëÿ ñîïðÿæåííîñòè äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü h ðàâ-

íûì îòîáðàæåíèþ lD(x) íà ïîäìíîæåñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ

êîìïîíåíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ CP . Íà îñòàâøèõñÿ âïîñëåä-

ñòâèè ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíòàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïåðè-

îäè÷åñêèìè, ðàñïðîñòðàíèì ñîïðÿãàþùåå îòîáðàæåíèå h
òàê æå, êàê è â âûøå ðàçîáðàííîì ñëó÷àå áëóæäàþùèõ

êîìïîíåíò.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ

èñêîìûì ñîïðÿæåíèåì ìåæäó f è g. �

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.25 (Êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-

íîñòè). Äâà ëîêàëüíûõ ãîìåîìîð�èçìà îêðóæíîñòè f è

g òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

èõ èíâàðèàíòû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ýêâèâà-

ëåíòíû.
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