1. Базовi поняття теорiї гомотопiй.

Ключовi слова: гомотопiя, стягуванi простори, ретракти та (сильнi) деформацiйнi ретракти, гомотопiчна еквiвалентнiсть, проста гомотопiчна еквiвалентнiсть, лiнiйна зв’язнiсть, компоненти лiнiйної зв’язностi.

Означення. Нехай X та Y — топологiчнi простори. Вiдображення F : X × I → Y називається гомотопiєю. Позначимо F_t = F |_{X×t} : X → Y . Тодi F також називають гомотопiєю мiж F_0 та F_1.

Через [X, Y ] позначається множина гомотопiчних класiв вiдображень X → Y .

Задача 1.1. Довести, що R^n є зв’язним простором

Задача 1.2. Нехай

• O(n) — ортогональна група, • SL(R, n) спецiальна лiнiйна група, що складається з матриць n × n, з детермiнантом рiвним 1, • SO(R, n) = O(n) ∩ SL(R, n), • GL(R, n) — загальна лiнiйна група, що складається з усiх невироджених матриць, • GL^+(R, n) — пiдгрупа в GL(R, n), що складається з матриць з додатним визначником.

Описати компоненти зв’язностi цих груп.

Задача 1.3. Довести, що кожен гомеоморфiзм вiдрiзка h : [0, 1] → [0, 1] який зберiгає кiнцi, тобто h(0) = 0 i h(1) = 1, iзотопний тотожньому гомеоморфiзму. Скiльки компонент зв’язностi має група гомеоморфiзмiв вiдрiзка?

Задача 1.4. Узагальнити попереднiй приклад на гомеоморфiзми n-диска.

2. Стягуванi простори

Простiр X називаться стягуваним, якщо тотожне вiдображення id_X : X → X гомотопне постiйному вiдображенню X → ∗ в деяку його точку ∗ ∈ X.

Задача 2.1. Довести, що простiр X стягуваний тодi i тiльки тодi, коли деяка його точка ∗ ∈ X є деформацiйним ретрактом X.

Задача 2.2. Довести, що простiр X стягуваний тодi i тiльки тодi, коли X × 0 є ретрактом свого конусу CX.

Задача 2.3. Довести, що наступнi простори є стягуваними:

• точка • вiдрiзок [0, 1] • скiнчене дерево (зв’язний граф без циклiв) • числова пряма R • евклiдовий простiр R^n • гiльбертiв простiр l_2 • одинична сфера S^∞ в l_2

Задача 2.4. Нехай M — гладкий многовид. На просторi гладких функцiй C^∞(M) задамо C^∞-топологiю Уiтнi. Довести, що C^∞(M) стягуваний у цiй топологiї тодi i лише тодi, коли M є компактом. Якщо M некомпактний, то C^∞(M) є навiть незв’язним.

Задача 2.5. Довести, що група H^+(I) гомеоморфiзмiв вiдрiзка, що зберiгають орiєнтацiю, є стягуваною. Побудувати гомотопiю, що стягує H^+(I) в тотожнє вiдображення.

3. Ретракти та деформацiйнi ретракти

Пiдмножина A ⊂ X називаєтся ретрактом, якщо iснує неперервне вiдображення r : X → A яке є нерухомим на A, тобто r|_A = id_A.

A називаєтся деформацiйним ретрактом, якщо тотожне вiдображення id_X : X → X гомотопне деякiй ретракцiї r : X → A.

A називаєтся сильним деформацiйним ретрактом, якщо iснує деформацiйна ретракцiя r_t : X → X, яка є нерухомою на A.

Задача 3.1. Довести, що кожна точка ∗ ∈ X є ретрактом X.

Задача 3.2. Чи iснує ретракцiя вiдрiзка [0, 1] на свою границю {0, 1}?

Задача 3.3. Побудувати ретракцiю числової прямої R на вiдрiзок [0, 1]. Чи можна знайти диференцiйовну ретракцiю r : R → [0, 1], хоча б класу C^1? 1

Задача 3.4. Розглянемо стандартнi вкладення R^1 ⊂ R^2 ⊂ · · · ⊂ R^n, тобто R^i ≈ R^i × {0} ⊂ R^{i+1}. Нехай D^i ⊂ R^i — одиничний диск. Тодi ми отримуємо послiдовнiсть вкладень D^1 ⊂ D^2 ⊂ · · · ⊂ D^n.

Для кожного i = 1, 2, . . . , n − 1 побудувати ретракцiї r_i : R^n → D^i. При яких i ретракцiю r_i можна зробити диференцiйовною?

Задача 3.5. Показати, що одиничне коло S^1 ⊂ R^2 є сильним деформацiйним ретрактом R^2 \ {0}. Побудувати сильну деформацiйну ретракцiю в явному виглядi.

Задача 3.6. Узагальнити попереднiй приклад на вищi розмiрностi. Задача 3.7. Показати, що SL(R, n) є сильним деформацiйним ретрактом GL^+(R, n). Задача 3.8. Показати, що O(n) є сильним деформацiйним ретрактом GL(R, n). Якому вiдомому факту з лiнiйної алгебри вiдповiдає твердження даної задачi?

Задача 3.9. Перевiрити, що одиничне коло S^1 ⊂ C є пiдгрупою мультиплiкативної групи C \ {0}. Показати, що ця група також iзоморфна до SL(R, 2), що складається з матриць виду ( cos t sin t − sin t cos t ) . Таким чином, кожен елемент θ ∈ S^1 можна розглядати як гомеоморфiзм (повороту) S^1. Отримуємо вкладення S^1 ≈ SL(R, 2) ⊂ H(S^1). Довести, що SL(R, 2) є сильним деформацiйним ретрактом H(S^1). Побудувати вiдповiдну деформацiю.

Задача 3.10. Показати, що кожна ретракцiя r : X → A iндукує вкладення C(A, Y ) ⊂ C(X, Y ) при якому C(A, Y ) є ретрактом C(X, Y ). Якою формулою можна задати ретракцiю R : C(X, Y ) → C(A, Y )?

4. Гомотопiчна еквiвалентнiсть Простори X та Y називаються гомотопiчно еквiвалентними, якщо iснують такi вiдображення f : X → Y та g : Y → X, що g ∘ f : X^f−→ Y^g−→ X гомотопне id_X f ∘ g : Y^g−→ X^f−→ Y гомотопне id_Y .

При цьому самi вiдображення f та g називаються гомотопiчними еквiвалентностями. Задача 4.1. Довести, що якщо A — деформацiйний ретракт X, то A та X гомотопiчно еквiвалентнi, а вiдображення вкладення A ⊂ X є гомотопiчною еквiвалентнiстю.

Задача 4.2. Побудувати приклад двох графiв, якi є гомотопiчно еквiвалентними, але жоден з них не вкладаєтсья в iнший у якостi ретракта.

Задача 4.3. Нехай Q_n ⊂ R^2 — скiнчена пiдмножина, що складається з n точок. Довести, що простiр R^2 \ Q_n гомотопiчно еквiвалентний букету n кiл ∨_nS^1.

Задача 4.4. Узагальнити попереднiй приклад на вищi розмiрностi.

Задача 4.5. Показати, що кожна поверхня з краєм гомотопiчно еквiвалентна букету скiнченого числа кiл. Задача 4.6. Довести, що кожен скiнчений зв’язний граф гомотопiчно еквiвалентний букету скiнченого числа кiл. Задача 4.7. Нехай M — замкнутий многовид (тобто M — компактний i ∂M = ∅) i f : M → R — гладка функцiя. Для кожного a ∈ R позначимо M_a = f^{−1}(−∞, a]. Очевидно, що M_a ⊂ M_b ⊂ M при a < b. Нехай a — некритичне значення f. Довести, що для всiх досить малих ε > 0 множина M_{a−ε} є сильним деформацiйним ретрактом M_a. Задача 4.8. Довести, що якщо простори X та Y гомотопiчно еквiвалентнi, то мають мiсце бiєкцiї [X, Z] ↔ [Y, Z] та [Z, X] ↔ [Z, Y ].

5. Цилiндр вiдображення

Нехай f : X → Y неперервне вiдображення. Побудуємо наступний простiр M_f , який називається цилiндром вiдображення f. Розглянемо добуток X × I i приклеїмо X × {1} до Y за вiдображенням f, тобто в незв’язному об’єднаннi X × I ∪ Y ототожнимо кожну точку (x, 1) з точкою f(x) ∈ Y . Отриманий простiр позначається M_f i називається цилiндром вiдображення f: M_f = X × I ∪_f Y.

Задача 5.1. Нехай S^1 — одиничне коло в комплекснiй площинi C i f : S^1 → S^1 вiдображення визначене за формулою f(z) = z^2. Довести, що цилiндр вiдображення f гомеоморфний стрiчцi Мьобiуса.

Задача 5.2. Побудувати цилиндри наступних вiдображень:

(1) f : S^1 → S^1, f(z) = z^n, n ≥ 2 (2) f : X → ∗ — постiйне вiдображення топологiчного простору X в точку. (3) id : X → X — тотожнє вiдображення id(x) = x для всiх x ∈ X.

Задача 5.3. Нехай K ⊂ R^2 зв’язний граф i N його регулярний окiл, а ∂N — границя цього околу.

(1) Довести, що K є сильним деформацiйним ретрактом N.

(2) Побудувати ретракцiю r : N → K таку, що окiл N гомеоморфний цилiндру вiдображення r|_{∂N} : ∂N → K.

Задача 5.4. Нехай f : X → Y — неперервне вiдображення. Довести, що Y є сильним деформацiйним ретрактом цилiндра вiдображення M_f .

6. Конус та надбудова над вiдображенням

Нехай X — топологiчний простiр.

Конусом над X називається простiр CX отриманий з X × I “стисненням” X × {1} в точку: CX = X × I/{X × 1}.

Формально, точками простору CX є точки виду (x, t), при 0 ≤ t < 1 та множина X × 1.

Надбудовою над X називається простiр SX отриманий з X × I “стисненням” кожної з основ X × {0} та X × {1} в точку:

SX = X × I/{X × 0, X × 1}, тобто точками простору SX є точки виду (x, t), при 0 < t < 1 та множини X × 0 та X × 1.

Таким чином, надбудову SX можна уявляти як об’єднання двох конусiв над X зi спiльною основою. Кожне неперервне вiдображення f : X → Y iндукує вiдображення конiсiв та надбудов: Cf : CX → CY, Sf : SX → SY.

Задача 6.1. Показати, що диск D^2 є (тобто гомеоморфний) конусом над S^1, тобто D^2 ≈ CS^1. При цьому у якостi вершини конуса можна вибрати довiльну точку x ∈ IntD^2. Аналогiчно довести, що D^n ≈ CS^{n−1}.

Задача 6.2. Довести, що коло S^1 є надбудовою над 0-вимiрною сферою S^0 = ∂I = {0, 1}, яка складається з двох точок, тобто S^1 = S(S^0).

Задача 6.3. Довести, що сфера S^2 є надбудовою над колом S^1, тобто S^2 = S(S^1). Аналогiчно показати, що S^n ≈ S(S^{n−1}).

Задача 6.4. Довести, що для довiльного топологiчного простору X його конус CX є стягуваним.

Задача 6.5. Нехай f : S^1 → S^1 вiдображення визначене за формулою f(z) = z^n. Описати вiдповiднi вiдображення конусiв Cf : CS^1 → CS^1 та надбудов Sf : S(S^1) → S(S^1)

7. Накриваючi простори.

Вiдображення p : X → A називається накриваючим, якщо для кожної точки a ∈ A iснує такий окiл U_a, що його прообраз p^{−1}(U_a) є незв’язним об’єднанням множин ∪_{λ∈Λ}V_λ таких, що для кожної з них p|_{Vλ} : V_λ → U_a є гомеоморфiзмом.

Задача 7.1. Довести, що будь-яке накриваюче вiдображення p : X → A є вiдкритим, тобто образ p(V ) кожної вiдкритої множини V ⊂ X є вiдкритою множиною в A.

Задача 7.2. Довести, що прообраз p^{−1}(a) будь-якої точки a ∈ A при накриваючому вiдображеннi p : X → A є дискретною пiдмножиною в X.

Задача 7.3. Показати, що наступнi вiдображення є накриваючими:

(1) p : S^1 → S^1, p(z) = z^n, n ≥ 1 (2) p : R → S^1, p(t) = e^{it}.

Задача 7.4. Чи буде накриваючим вiдображення p : C → C, p(z) = z^n? i для яких n ≥ 2? Задача 7.5. Нехай G — топологiчна група i H — її дискретна пiдгрупа. Показати, що проекцiя p : G → G/H групи G на множину правих (або лiвих) класiв сумiжностi G/H є накриваючим вiдображенням. Задача 7.6. Розглянемо сферу S^3 як пiдмножину в просторi кватернiонiв H, що складається з кватернiонiв виду a + bi + cj + dk, де a^2 + b^2 + c^2 + d^2 = 1.

Якщо ототожнити H з R^4, то S^3 буде звичайною одиничною сферою. Довести наступнi твердження:

(1) S^3 є групою вiдносно множення кватернiонiв.

(2) Центр S^3 складається з двох елементiв Z = {+1, −1}. Класи сумiжностi S^3 по Z — це пари антиподальних точок на S^3.

(3) Фактор-вiдображення S^3 → S^3/Z є накриваючим, а фактор-група гомеоморфна 3-вимiрному проективному простору RP^3.

Задача 7.7. Нехай Z^2 адитивна пiдгрупа векторного простору R^2 що складається з точок з цiлочисельними координатами (m, n). Показати, що вiдображення R^2 → R^2/Z^2 є накриваючим. Описати простiр R^2/Z^2. Задача 7.8. Нехай G та H — групи Лi i f : G → H — гомоморфiзм, який iндукує iзоморфiзм вiдповiдних алгебр Лi. Тодi f — накриваюче вiдображення.

8. Вiльнi групи та копредставлення груп

Задача 8.1. Записати копредставлення наступних груп:

• група цiлих чисел Z; • скiнчена циклiчна група Z_n;

• вiльна абелева група Z^n = Z ⊕ Z · · · ⊕ Z; • вiльна група F_n; • вiльний добуток Z ∗ Z;

• група перестановок 3-х символiв (симетричної групи S_3), або група симетрiй правильного трикутника; • група D_n симетрiй правильного n-кутника, а точнiше, множини коренiв n-го степеня з 1 на одиничному колi (вiдмiннiсть проявляється лише для n = 2). Ця група називається групою дiедра.

Задача 8.2. Нехай G = ⟨g_1, . . . , g_k | r_1, . . . , r_l⟩ i H = ⟨h_1, . . . , h_m | s_1, . . . , s_n⟩ копредставлення груп G i H. Записати копредставлення прямого добутку G × H цих груп.

9. Фундаментальна група та теорема ван Кампена

Нехай X — топологiчний простiр i x ∈ X – точка. Фундаментальна група π_1(X, x_0) простору X в точцi x_0 — це множина гомотопiчних класiв неперервних вiдображень

π_1(X, x_0) = [ (I, ∂I), (X, x_0) ].

Кожне неперервне вiдображення ω : (I, ∂I) → (X, x_0) можна iнтерпретувати як петлю в точцi x_0.

Множина π_1(X, x_0) допускає структуру групи. Теорема ван Кампена.

Формулювання 1. Припустимо, що топологiчний простiр X є об’єднанням двох таких своїх пiдмножин A i B, що A, B та їх перетин A ∩ B — лiнiйно зв’язнi. Тодi

π_1(X) ≈ π_1(A) ∗_{π1(A∩B)} π_1(B),

тобто π_1(X) є вiльним добутком груп π_1(A) та π_1(B) з амальгамованою пiдгрупою π_1(A ∩ B).

Формулювання 2. Припустимо, що заданi копредставлення:

π_1(A) = ⟨a_1, . . . , a_k | r_1, . . . , r_α⟩ π_1(B) = ⟨b_1, . . . , b_l | s_1, . . . , s_β⟩.

Нехай також c_1, . . . , c_m — система твiрних групи π_1(A ∩ B) i

ϕ_A : π_1(A ∩ B) → π_1(A), ϕ_B : π_1(A ∩ B) → π_1(B)

гомоморфiзми iндукованi вкладеннями A ∩ B в A та B вiдповiдно.

Тодi ϕ_A(c_i) можна виразити через a_1, . . . , a_k, а ϕ_B (c_i) — через b_1, . . . , b_l. Теорема стверждує, що π_1(X) має наступне копредставлення:

π_1X = ⟨a_1, . . . , a_k, b_1, . . . , b_l | r_1, . . . , r_α, s_1, . . . , s_β, ϕ_A(c_i) = ϕ_B (c_i), i = 1, . . . , m⟩.

Зокрема спiввiдношення в групи π_1(A ∩ B) непотрiбнi.

Формулювання 3. Ще одна iнтерпретацiя теореми ван Кампена полягає в наступному. Розглянемо наступну комутативну дiаграму, що iндукована вкладеннями вiдповiдних просторiв:

π_1A � � � � �

π_1(A ∩ B)

ϕ_A � � � �

ϕ_B � � � � ϕ_{A∩B} �

π_1X

π_1B

� � � � Теорема стверджує, що для довiльної групи G i гомоморфiзмiв α, β i γ таких, що наступна дiаграма є комутативною: π_1A α � � � � �

π_1(A ∩ B)

ϕ_A � � � �

ϕ_B � � � � G π_1B β � � � � � знайдеться єдиний гомоморфiзм χ : π_1X → G для якого наступна дiаграма є комутативною:

π_1A_α � � � � � �

π_1(A ∩ B)

ϕ_A � � � �

ϕ_B � � � � ϕ_{A∩B} �

π_1X^χ � G

π_1B^β

� � � � � Задача 9.1. Довести, що фундаментальна група стягуваного простору X тривiальна: π_1X = 0.

Задача 9.2. Нехай A — сильний деформацiйний ретракт X, тодi вкладення A ⊂ X iндукує iзоморфiзм фундаментальних груп π_1A ≈ π_1X.

Задача 9.3. Припустимо, що точки x, y ∈ X належать до однiєї компоненти лiнiйної зв’язностi простору X, тобто iснує такий шлях α : I → X, що α(0) = x i α(1) = y. Довести, що тодi групи π_1(X, x) та π_1(X, y) iзоморфнi причому iзоморфiзм ϕ_α : π_1(X, x) → π_1(X, y) можна задати формулою:

ϕ_α(ω) = α^{−1}ωα, ω ∈ π_1(X, x).

Показати, що iзоморфiзм ϕ_α залежить тiльки вiд гомотопiчного класу [α].

Зокрема, якщо простiр X — лiнiйно зв’язний, то π_1(X, x) не залежить вiд точки x. Тому для таких просторiв позначення точки x часто опускають i записують просто π_1X.

Задача 9.4. Нехай X, Y – топологiчнi простори, x ∈ X i y ∈ Y — точки. Розглянемо топологiчний добуток X × Y i точку (x, y) ∈ X × Y . Довести, що

π_1 ( X × Y, (x, y) ) ≈ π_1(X, x) × π_1(Y, y).

Задача 9.5. Знайти фундаментальнi групи та виписати їх копредставлення для наступних просторiв:

(1) дерева (2) графа, що мiстить v вершин та e ребер (3) кола S^1 (4) n-вимiрної сфери (5) n-вимiрного диску D^n (6) 2-вимiрного тора T^2 = S^1 × S^1 (7) добутку S^1 × S^2 (8) проективної площини RP^2 (9) проективного простору RP^n (10) компактної поверхнi без краю (11) компактної поверхнi з краєм (12) букету n кiл ∨_nS^1 (13) букету S^1 ∨ S^2 У всiх прикладах пiдрахувати фактор-групу по комутанту π_1X/[π_1X, π_1X].

http://www.imath.kiev.ua/∼topology/homotopy_theory.html 7

Лiтература

[1] О. О. Пришляк Основи сучасної топологiї, Навч. посiбник, КНУ iм. Т. Шевченка, 2006 [2] В. А. Рохлин, Д. Б. Фукс, Начальный курс топологии: геометрические главы, М. Наука, 1977 [3] А. Т. Фоменко, Д. Б. Фукс, Курс гомотопической топологии, М. Наука, 1989 [4] Ху Сы-Цзян, Теория гомотопий, М. Мир, 1964