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Íåõàé Q�äîâiëüíà ìíîæèíà. Äâîìiñíîþ îáîðîòíîþ ôóíêöi¹þ (áiíàðíîþ êâàçiãðóïîþ àáî 2-
êâàçiãðóïîþ) [1], ÿêà âèçíà÷åíà íà Q, íàçèâàþòü âiäîáðàæåííÿ f : Q2 → Q, äëÿ ÿêîãî iñíóþòü
áiíàðíi ôóíêöi¨ f1 i f2, òàêi, ùî äëÿ âñiõ x, y ∈ Q âèêîíóþòüñÿ ïåðâèííi òîòîæíîñòi:

f(f1(x, y), y) = x, f1(f(x, y), y) = x, f(x, f2(x, y)) = y, f2(x, f(x, y)) = y. (1)

Òðèìiñíîþ îáîðîòíîþ ôóíêöi¹þ (òåðíàðíîþ êâàçiãðóïîþ àáî 3-êâàçiãðóïîþ) [5], ÿêà âèçíà÷åíà
íà Q, íàçèâàþòü âiäîáðàæåííÿ g : Q3 → Q, äëÿ ÿêîãî iñíóþòü òåðíàðíi ôóíêöi¨ g1, g2, g3, òàêi,
ùî äëÿ âñiõ x, y, z iç Q âèêîíóþòüñÿ ïåðâèííi òîòîæíîñòi:

g(g1(x, y, z), y, z) = x, g(x, g2(x, y, z), z) = y, g(x, y, g3(x, y, z)) = z,
g1(g(x, y, z), y, z) = x, g2(x, g(x, y, z), z) = y, g3(x, y, g(x, y, z)) = z.

(2)

Ïiä ôóíêöiéíèì ðiâíÿííÿì (äèâ. [4]) ðîçóìi¹ìî ðiâíiñòü äâîõ òåðìiâ, ÿêà ìiñòèòü ôóíêöiéíi i
ïðåäìåòíi çìiííi, äî òîãî æ óñi ïðåäìåòíi çìiííi çâ'ÿçàíi êâàíòîðàìè çàãàëüíîñòi. Ôóíêöiéíi ðiâ-
íÿííÿ, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ, íå ìiñòÿòü íi ôóíêöiéíèõ, íi ïðåäìåòíèõ ñòàëèõ. Ôóíêöiéíå ðiâíÿííÿ
íàçèâà¹òüñÿ:

• óçàãàëüíåíèì, â ÿêîìó óñi ôóíêöiéíi çìiííi ïîïàðíî ðiçíi;
• êâàçiãðóïîâèì, ÿêùî éîãî ðîçâ'ÿçêè ðîçãëÿäàþòüñÿ íà ìíîæèíi îáîðîòíèõ ôóíêöié;
• òðèâiàëüíèì, ÿêùî éîãî ðîçâ'ÿçêè ñïðè÷èíþþòü îäíîåëåìåíòíiñòü áàçîâî¨ ìíîæèíè;
• áiíàðíî-òåðíàðíèì, ÿêùî ñåðåä éîãî ôóíêöiéíèõ çìiííèõ ¹ i áiíàðíi, i òåðíàðíi;
• êâàäðàòè÷íèì, ÿêùî éîãî êîæíà ïðåäìåòíà çìiííà ìà¹ òî÷íî äâi ïîÿâè ó ðiâíÿííi.

Ôóíêöiéíîþ äîâæèíîþ [2] ôóíêöiéíîãî ðiâíÿííÿ íàçèâà¹ìî êiëüêiñòü ïîÿâ ôóíêöiéíèõ çìií-
íèõ ó ðiâíÿííi. Ïðåäìåòíèì òèïîì ôóíêöiéíîãî ðiâíÿííÿ âiä n ïðåäìåòíèõ çìiííèõ íàçèâàþòü
íàáið (a1, a2, . . . , an), äå ai �êiëüêiñòü ïîÿâ ó ðiâíÿííi i-òî¨ ïðåäìåòíî¨ çìiííî¨ ïðè ëåêñèêîãðàôi-
÷íîìó ïîðÿäêó, à n�êiëüêiñòü ðiçíèõ íåçàëåæíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ. Çàãàëüíà êiëüêiñòü âñiõ
ïîÿâ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ ó ðiâíÿííi çàëåæèòü âiä àðíîñòi ôóíêöiéíî¨ çìiííî¨ òà ôóíêöiéíî¨ äîâ-
æèíè ðiâíÿííÿ. Îñêiëüêè ìè ðîçãëÿäà¹ìî óçàãàëüíåíi êâàçiãðóïîâi áiíàðíî-òåðíàðíi ôóíêöiéíi
ðiâíÿííÿ äîâæèíè òðè, òî òàêi ðiâíÿííÿ ìîæóòü ìàòè:

1) äâi áiíàðíèõ òà îäíó òåðíàðíó;
2) îäíó áiíàðíó òà äâi òåðíàðíèõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ.

Â ïåðøîìó âèïàäêó çàãàëüíà êiëüêiñòü ïîÿâ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ � 6, à â äðóãîìó âèïàäêó �
7. Îñêiëüêè ðîçãëÿäàþòüñÿ íåòðèâiàëüíi ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ, òî, â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi ïîÿâ
ðiçíèõ íåçàëåæíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ, â öèõ âèïàäêàõ ìîæëèâi òàêi ïðåäìåòíi òèïè ðiâíÿíü:

1) (6, 0, 0), (4, 2, 0), (3, 3, 0), (2, 2, 2);
2) (7, 0, 0), (5, 2, 0), (4, 3, 0), (3, 2, 2).

Ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî ðiâíîñèëüíèìè [2], [6], ÿêùî âiä îäíîãî
ðiâíÿííÿ äî iíøîãî ìîæíà ïåðåéòè çà ñêií÷åíó êiëüêiñòü çàñòîñóâàíü ïåðâèííèõ òîòîæíîñòåé (1)
i (2). Ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî ðiâíîñèëüíèõ ðiâíÿíü ìàþòü çàëåæíiñòü ìiæ
ñîáîþ, òîáòî ìàþ÷è ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ îäíîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà ëåãêî âèïèñàòè ìíîæèíó ðîçâ'ÿç-
êiâ ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî ðiâíîñèëüíîãî äî íüîãî ðiâíÿííÿ [3]. Âðàõîâóþ÷è öþ çàëåæíiñòü, äàíî
êëàñèôiêàöiþ âiäïîâiäíèõ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü íà ìíîæèíi Q ç òî÷íiñòþ äî âiäíîøåííÿ ïàðà-
ñòðîôíî-ïåðâèííî¨ ðiâíîñèëüíîñòi.
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Ëåìà 1. Êîæíå óçàãàëüíåíå íåòðèâiàëüíå êâàäðàòè÷íå áiíàðíî-òåðíàðíå êâàçiãðóïîâå ôóí-
êöiéíå ðiâíÿííÿ äîâæèíè òðè ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî ðiâíîñèëüíå ïðèíàéìíi îäíîìó ç òàêèõ
òðüîõ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü:

F1(F2(x, x), y) = G(y, z, z), (3)

F1(F2(x, y), x) = G(y, z, z), (4)

F1(F2(x, y), z) = G(x, y, z). (5)

Ëåìà 2. Êîæíå óçàãàëüíåíå íåòðèâiàëüíå áiíàðíî-òåðíàðíå êâàçiãðóïîâå ôóíêöiéíå ðiâíÿííÿ
äîâæèíè òðè ïðåäìåòíîãî òèïó (2, 2, 3) ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî ðiâíîñèëüíå ïðèíàéìíi îäíîìó
ç òàêèõ 12-òè ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü:

F (x, x) = G1(G2(y, y, z), z, z), (6) F (x, y) = G1(G2(x, y, z), z, z), (7)

F (x, y) = G1(G2(y, z, z), x, z), (8) F (x, z) = G1(G2(x, y, y), z, z), (9)

F (x, z) = G1(G2(x, y, z), y, z), (10) F (x, z) = G1(G2(y, y, z), x, z), (11)

F (x, x) = G1(G2(z, z, z), y, y), (12) F (x, y) = G1(G2(z, z, z), x, y), (13)

F (x, x) = G1(G2(y, z, z), y, z), (14) F (x, z) = G1(G2(x, z, z), y, y), (15)

F (z, z) = G1(G2(x, y, y), x, z), (16) F (z, z) = G1(G2(x, y, z), x, y). (17)

Íåõàé (Q; +)� àáåëåâà ãðóïà, α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, γ3, δ1, δ2, δ3 � àâòîìîðôiçìè öi¹¨ ãðóïè;
0� ¨¨ íåéòðàëüíèé åëåìåíò, áiíàðíi ôóíêöi¨ f1, f2 òà òåðíàðíi ôóíêöi¨ g1,g2 ëiíiéíi íàä ãðóïîþ
(Q; +):

f1(x, y) = α1x+ a+ β1y, f2(x, y) = α2x+ b+ β2y,

g1(x, y, z) = γ1x+ γ2y + γ3z + c, g2(x, y, z) = δ1x+ δ2y + δ3z + d.
(18)

Òåîðåìà 3. Òðiéêà ôóíêöié (f1, f2, g1), ÿêi ëiíiéíi íàä ãðóïîþ (Q; +) òà âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè
(18), ¹ ðîçâ'ÿçêîì ôóíêöiéíîãî ðiâíÿííÿ:

(3) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè α1b = c− a, γ2 = −γ3, β1 = γ1, α2 = −β2;
(4) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè α1b = c− a, γ1 = α1β2, γ2 = −γ3, α1α2 = −β1;
(5) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè α1b = c− a, β1 = γ3, γ2 = α1β2, α1α2 = γ1.

Òåîðåìà 4. Òðiéêà ôóíêöié (f1, g1, g2), ÿêi ëiíiéíi íàä ãðóïîþ (Q; +) òà âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè
(18), ¹ ðîçâ'ÿçêîì ôóíêöiéíîãî ðiâíÿííÿ:

(6) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, γ1δ3 = −γ2 − γ3, δ1 = −δ2, α1 = −β1;
(7) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, γ2 = −γ3 − γ1δ3, β1 = γ1δ2, α1 = γ1δ1;
(8) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, γ3 = −γ1δ2 − γ1δ3, β1 = γ1δ1, α1 = γ2;
(9) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, β1 = γ2 + γ3, δ2 = −δ3, α1 = γ1δ1;
(10) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, β1 = γ1δ3 + γ3, γ2 = −γ1δ2, α1 = γ1δ1;
(11) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, β1 = γ1δ3 + γ3, δ1 = −δ2, α1 = γ2;
(12) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, δ1 = −δ2 − δ3, γ2 = −γ3, α1 = −β1;
(13) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, δ1 = −δ2 − δ3, β1 = γ3, α1 = γ2;
(14) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, γ3 = −γ1δ2 − γ1δ3, γ2 = −γ1δ1, α1 = −β1;
(15) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, β1 = γ1δ2 + γ1δ3, γ3 = −γ2, α1 = γ1δ1;
(16) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, α1 = γ3 − β1, δ2 = −δ3, γ2 = −γ1δ1;
(17) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = γ1d+ c, α1 = γ1δ3 − β1, γ3 = −γ1δ2, γ2 = −γ1δ1.
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