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Àâñòðiéñüêèé ìàòåìàòèê Ã. Ãàí ó ñâî¨é ñòàòòi 1917 ðîêó [1] äîâiâ òàêó òåîðåìó: äëÿ ìåòðè÷íîãî
ïðîñòîðó X, íàïiâíåïåðåðâíî¨ çâåðõó ôóíêöi¨ g : X → R i íàïiâíåïåðåðâíî¨ çíèçó ôóíêöi¨ h : X →
R, òàêèõ, ùî g(x) ≤ h(x) íà X, iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R, ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)
íà X. Æ. Ä'¹äîííå [2] ïåðåíiñ òåîðåìó Ãàíà íà ïàðàêîìïàêòíi ïðîñòîðè, à Ã. Òîí  [3] i Ì. Êàòåòîâ
[4] ïîêàçàëè, ùî öÿ òåîðåìà ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ íîðìàëüíîñòi â êëàñi T1-ïðîñòîðiâ. Îêðiì
òîãî, òåîðåìà Ãàíà ìà¹ çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ íàáëèæåíü.
Â îñòàííié ÷àñ ç'ÿâèëèñÿ íîâi àíàëîãè òà ìîäèôiêàöi¨ òåîðåìè Ãàíà ïðî ïðîìiæíó ôóíêöiþ,

çîêðåìà, òi ç íèõ, ùî ñòîñóþòüñÿ iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ïðîìiæíèõ ôóíêöié
íà çàìêíåíèõ ïàðàëåëåïiïåäàõ â Rn ÷è íà ñåïàðàáåëüíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ [5]. Òóò ìè
ïðîäîâæèìî äàíi äîñëiäæåííÿ, ðîçãëÿíóâøè âëàñòèâiñòü äèôåðåíöiéîâíîñòi çà Ôðåøå.
Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ:

Îçíà÷åííÿ 1. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíèì çà Ôðåøå ó òî÷öi x ç X,
ÿêùî iñíó¹ òàêèé îïåðàòîð A ç L(X,Y ), ùî

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)−Ah

||h||
= 0.

Òàêèé îïåðàòîð âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, âií íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ Ôðåøå âiäîáðàæåííÿ f ó
òî÷öi x i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì f ′(x).

Îçíà÷åííÿ 2. Äiéñíèé áàíàõîâèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ àñïëóíäîâèì [17, ñ. 27], ÿêùî äëÿ
äîâiëüíîãî éîãî ñåïàðàáåëüíîãî ïiäïðîñòîðó L ñïðÿæåíèé ç íèì ïðîñòið L∗ òåæ ñåïàðàáåëüíèé.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ïðî òå, ùî iñíóâàííÿ â ñåïàðàáåëüíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði äèôå-
ðåíöiéîâíî¨ çà Ôðåøå ïðè x 6= 0 åêâiâàëåíòíî¨ äî âèõiäíî¨ íîðìè åêâiâàëåíòíå éîãî àñïëóíäîâîñòi
(ðåçóëüòàò ç [6]) ìè äîâîäèìî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

Ëåìà 3. Íåõàé (X, || · ||) � äiéñíèé áàíàõîâèé ïðîñòið ç äèôåðåíöiéîâíîþ ïðè x 6= 0 íîðìîþ

|| · ||, x0 ∈ X i 0 < r < R. Òîäi iñíó¹ äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f : X → [0, 1], òàêà, ùî f(x) = 1 íà

B[x0, r], suppf = B(x0, R) i ||f ′(x)|| ≤ M
R−r íà X.

Òóò I =
1∫
−1

e
1

t2−1dt i M = 2
eI .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñåïàðàáåëüíiñòü ïðîñòîðó X, äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè G ⊂ X ìî-
æíà ïîáóäóâàòè äèôåðåíöiéîâíó çà Ôðåøå ôóíêöiþ f ç íîñi¹ì suppf = G. Ç öèõ ðåçóëüòàòiâ,
âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçáèòòÿ îäèíèöi, îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:

Òåîðåìà 4. Íåõàé X � ñåïàðàáåëüíèé àñïëóíäîâèé ïðîñòið, g : X → R � íàïiâíåïåðåðâíà

çâåðõó, à h : X → R � çíèçó, òàêi, ùî g(x) < h(x) íà X. Òîäi iñíó¹ òàêà äèôåðåíöiéîâíà çà

Ôðåøå ôóíêöiÿ f : X → R, ùî g(x) < f(x) < h(x).
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