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Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé p = eiα, q = eiβ, äå α, β ∈ R. Ìåðîìîðôíà â C ôóíêöiÿ g íàçèâà¹òüñÿ
êâàçi-åëiïòè÷íîþ, ÿêùî iñíóþòü ω1, ω2 ∈ C∗, Imω2

ω1
> 0, òàêi ùî äëÿ âñiõ u ∈ C

g(u+ ω1) = pg(u), g(u+ ω2) = qg(u).

Êëàñ êâàçi-åëiïòè÷íèõ ôóíêöié ïîçíà÷àòèìåìî QE .

Òåîðåìà 2. Êîæíà ãîëîìîðôíà êâàçi-åëiïòè÷íà ôóíêöiÿ ¹ ñòàëîþ.

Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó u0 i ïîáóäó¹ìî ïàðàëåëîãðàì ç âåðøèíàìè u0, u0 + ω1, u0 + ω1 + ω2,
u0 + ω2. Öåé ïàðàëåëîãðàì ìè áóäåìî íàçèâàòè ïàðàëåëîãðàìîì ïåðiîäiâ u0, ïîáóäîâàíèì íà
ïåðiîäàõ ω1 i ω2 i ïîçíà÷àòè

∏
(u0) [2]. Òî÷êàìè ïàðàëåëîãðàìà ïåðiîäiâ

∏
(u0) ¹ òî÷êè âèãëÿäó

u0 + r1ω1 + r2ω2 (0 ≤ r1 < 1, 0 ≤ r2 < 1).

Òåîðåìà 3. Íåõàé f ∈ QE. Òîäi êiëüêiñòü íóëiâ ôóíêöi¨ f äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ¨¨ ïîëþñiâ (ç
óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi) â êîæíîìó ïàðàëåëîãðàìi ïåðiîäiâ

∏
(u0).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Gαβ(u) =
1

u2
+
∑
ω 6=0

(
1

(u− ω)2
− 1

ω2

)
ei(mα+nβ), (1)

äå ω1, ω2 ∈ C, Imω2
ω1
> 0, ω = mω1 + nω2, m, n ∈ Z, α, β ∈ R.

Íåõàé K �êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà C. Îñêiëüêè [1], [2]∑
ω 6=0

1

|ω|3
< +∞,

òî ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi (1) àáî ïðèíàéìíi éîãî çàëèøîê, ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà ìíîæèíi K.
Òàêèì ÷èíîì Gαβ ìåðîìîðôíà â C.

Îçíà÷åííÿ 4. Ôóíêöiÿ

℘αβ(u) = Gαβ(u) + Cαβ =
1

u2
+
∑
ω 6=0

(
1

(u− ω)2
− 1

ω2

)
ei(mα+nβ) + Cαβ,

äå

Cαβ =
Gαβ

(ω1

2

)
− eiαGαβ

(
−ω1

2

)
eiα − 1

=
Gαβ

(ω2

2

)
− eiβGαβ

(
−ω2

2

)
eiβ − 1

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ℘-ôóíêöi¹þ Âåé¹ðøòðàññà.

Äëÿ ïîâíîòè, çàóâàæèìî, ÿêùî α = β = 0 mod 2π, ìè âèçíà÷èìî C00 = 0. Òîäi ℘00 = ℘ (òîáòî
℘00 ñïiâïàäà¹ ç êëàñè÷íîþ ℘-ôóíêöi¹þ Âåé¹ðøòðàññà).
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Òâåðäæåííÿ 5. Ôóíêöiÿ ℘αβ ∈ QE .

Îòæå, òàê ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ ℘αβ ¹ ñâî¹ðiäíèì êâàçi-åëiïòè÷íèì àíàëîãîì êëàñè÷íî¨ ℘ ôóí-
êöi¨ Âåé¹ðøòðàññà.

Òâåðäæåííÿ 6. Ôóíêöiÿ ℘αβ çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

℘′2αβ(u)− 4℘3
αβ(u) + 12Cαβ℘

2
αβ(u) + (g2e

i(mα+nβ) − 12C2
αβ)℘αβ(u) = −4C3

αβ − (g3 − Cαβg2)ei(mα+nβ),
äå

g2 = 60
∑
ω 6=0

1

ω4
, g3 = 140

∑
ω 6=0

1

ω6
.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïiäñòàâëÿþ÷è α = β = 0 mod 2π, i C00 = 0 ó öå ðiâíÿííÿ, ìè îòðèìà¹ìî
êëàñè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ ℘.
Äàíå ðiâíÿííÿ äà¹ çìîãó âèðàçèòè âñi ïîõiäíi ôóíêöi¨ ℘αβ ÷åðåç ℘αβ i ℘′αβ . Çîêðåìà,

℘′′αβ(u) = 6℘2
αβ(u)− 12Cαβ℘αβ(u)−

1

2
(g2e

i(mα+nβ) − 12C2
αβ),

℘′′′αβ(u) = 12℘αβ(u)℘
′
αβ(u)− 12Cαβ℘

′
αβ(u).
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