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Íåõàé Mg � çàìêíåíà ãëàäêà îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ ðîäó g ≥ 0, à Ck,l(Mg)�êëàñ ãëàäêèõ
ôóíêöié (ç òðüîìà êðèòè÷íèìè çíà÷åííÿìè) íà Mg, ÿêi (îêðiì k ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ òà l
ëîêàëüíèõ ìiíiìóìiâ) ìàþòü ¹äèíó (â çàãàëüíîìó âèïàäêó âèðîäæåíó) êðèòè÷íó òî÷êó òèïó
ñiäëà, iíäåêñ Ïóàíêàðå ÿêî¨ ñòàíîâèòü 1− n = 2− 2g − k − l [6].

Ôóíêöi¨ f1, f2 ç êëàñó Ck,l(Mg) íàçèâàþòü òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü ãîìåî-
ìîðôiçìè h :Mg →Mg i h′ : R1 → R1 (h′ çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ), òàêi ùî f2 = h′ ◦ f1 ◦ h−1. ßêùî h
çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, òî ôóíêöi¨ f1, f2 íàçèâàþòü òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèìè [6].

Â ðîáîòi [2] âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ ôóíêöié ç êëàñó Ck,l(Mg) (ïîâíèì) òîïîëîãi÷íèì iíâàðiàíòîì
¹ äâîêîëüîðîâà õîðäîâà O-äiàãðàìà ç n = 2g+ k+ l− 1 õîðäàìè, k áiëèìè òà l ÷îðíèìè öèêëàìè.
Ìíîæèíó äiàãðàì çàçíà÷åíîãî òèïó, ÿêi ïîáóäîâàíî íà ôiêñîâàíîìó äâîêîëüîðîâîìó 2n-øàáëîíi
(íàïð., [2]), ïîçíà÷èìî ÿê =n

k;l. Â [2] òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ÷èñëî òîïîëîãi÷íî íåñïðÿæåíèõ ôóí-

êöié ç êëàñó Ck,l(Mg) ñïiâïàäà¹ ç ÷èñëîì íåiçîìîðôíèõ (íååêâiâàëåíòíèõ âiäíîñíî äi¨ öèêëi÷íî¨
ãðóïè Cn) äiàãðàì ç ìíîæèíè =n

k;l. Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à ïðî ïiäðàõóíîê ÷èñëà òîïîëîãi÷íî íå-

åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó Ck,l(Mg) ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà ëèøå äëÿ âèïàäêiâ g = 0, k, l ∈ N
òà g ≥ 0, k = l = 1. Ç îãëÿäîì ðåçóëüòàòiâ äëÿ iíøèõ ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ,
íàïðèêëàä, â [3]. Â çàãàëüíîìó æ âèïàäêó, çàäà÷à é äî ñüîãîäíi çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïèòàííÿì.

Ñëiä êîíñòàòóâàòè, ùî îäíèì çi ñòðèìóâàëüíèõ ôàêòîðiâ âèÿâèëîñÿ ïèòàííÿ ïðî ïiäðàõóíîê
÷èñëà äiàãðàì ç êëàñó =n

k;l, n = 2g + k + l− 1, ÿêå, â ñâîþ ÷åðãó, ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíî¨ êëàñè-
÷íî¨ çàäà÷i ¾ïðî ôàêòîðèçàöiþ ïåðåñòàíîâîê â n-öèêëè¿. Äiéñíî, íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî êîæíó
äiàãðàìó ç êëàñó =n

k;l ìîæíà îòîòîæíèòè: àáî ç ïåðåñòàíîâêîþ w ç Sn (Sn � ãðóïà ïåðåñòàíîâîê

íà n åëåìåíòàõ), åëåìåíòè ðîçêëàäó ÿêî¨ â k (1 ≤ k ≤ n) íåçàëåæíèõ öèêëiâ � ñóòü íîìåðè áiëèõ
äóã (äâîêîëüîðîâîãî 2n-øàáëîíó ç ôiêñîâàíîþ íóìåðàöi¹þ éîãî äóã çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ�
¾1-øà ÷îðíà, 1-øà áiëà, 2-ãà ÷îðíà, 2-ãà áiëà i ò.ä.¿), ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ ïðè îáõîäi âiäïîâiäíèõ
áiëèõ öèêëiâ äiàãðàìè (íàïðèêëàä, ó íàïðÿìêó ïðîòè ðóõó ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè); àáî æ ç ïå-
ðåñòàíîâêîþ b ç Sn, åëåìåíòè ðîçêëàäó ÿêî¨ â l íåçàëåæíèõ öèêëiâ � ñóòü íîìåðè ÷îðíèõ äóã, ÿêi
çóñòði÷àþòüñÿ ïðè îáõîäi âiäïîâiäíèõ ÷îðíèõ öèêëiâ äiàãðàìè (ó òîìó ñàìîìó íàïðÿìêó).

Îòæå, çà ïåðåñòàíîâêîþ w îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïåðåñòàíîâêà b i íàâïàêè. Áiëüøå òîãî,
êîìïîçèöiÿ b ◦ w ¹ ôiêñîâàíèì n-öèêëîì, à ñàìå b ◦ w = (n, n − 1, ..., 2, 1). I òîìó ïèòàííÿ ïðî
ïiäðàõóíîê ÷èñëà äiàãðàì ç êëàñó =n

k;l ¹ ðiâíîñèëüíèì äî çàäà÷i*: ïðî ïiäðàõóíîê ÷èñëà ïàð (w, b),
w, b ∈ Sn, òàêèõ, ùî ÷èñëî íåçàëåæíèõ öèêëiâ ïåðåñòàíîâîê w i b ñòàíîâèòü k i l âiäïîâiäíî, à
¨õ äîáóòîê b ◦ w ¹ ôiêñîâàíèì n-öèêëîì.

ßê ç'ÿñóâàëîñÿ ([1] ç ïîñèëàííÿì íà ðîáîòó [4]), çàäà÷à ïðî ïåðåðàõóâàííÿ îäíîêëiòèíêîâèõ
äâîêîëüîðîâèõ êàðò ç n ðåáðàìè (îäíå ç ÿêèõ ¹ ïîìi÷åíèì), k áiëèìè òà l ÷îðíèìè âåðøèíàìè
òàêîæ ¹ åêâiâàëåíòíîþ äî çàçíà÷åíî¨ âèùå çàäà÷i*. Âñi íåîáõiäíi âiäîìîñòi ïðî êàðòè ìîæíà
çíàéòè, íàïðèêëàä, â îãëÿäi [4] òà ðîáîòi [1]. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå

Ëåìà 1. ×èñëî dk,l;n äiàãðàì ç êëàñó =n
k;l ñïiâïàäà¹ iç ÷èñëîì B(k; l;n) îäíîêëiòèíêîâèõ äâîêî-

ëüîðîâèõ êàðò ç n ðåáðàìè (îäíå ç ÿêèõ ¹ ïîìi÷åíèì), k áiëèìè òà l ÷îðíèìè âåðøèíàìè.
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Òåîðåìà 2 (òâåðäæåííÿ (ii) Òåîðåìè 2, [1]). Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëà B(k; l;n)
çàäîâîëüíÿþòü ðåêóðåíòíîìó ñïiââiäíîøåííþ

(n+ 1) ·B(k; l;n) = (n− 2)(n− 1)2 ·B(k; l;n− 2)+

+ (2n− 1)
(
B(k − 1; l;n− 1) +B(k; l − 1;n− 1)

)
−

− (n− 2)
(
B(k − 2; l;n− 2)− 2 ·B(k − 1; l − 1;n− 2) +B(k; l − 2;n− 2)

) (1)

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè B(1; 1; 1) = B(1; 2; 2) = B(2; 1; 2) = 1; B(k; l;n) = 0 ÿêùî n+1− k− l < 0.

Çàóâàæåííÿ 3. Îñêiëüêè n+ 1− k− l = 2g, òî äëÿ âåëè÷èíè B(k; l;n) çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè
ïîçíà÷åííÿ Bg(k; l) = B(k; l; 2g + k + l − 1), çà äîïîìîãîþ ÿêîãî îäåðæàíi â ðîáîòàõ [1] i [5] ÿâíi
ôîðìóëè äëÿ âåëè÷èí Bg(k; l) (g = 0; 1; 2; 3) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

B0(k; l) =
1
nC

k−1
n C l−1

n , B1(k; l) =
1
3!C

2
n+1C

k−1
n−1C

l−1
n−1, (2)

B2(k; l) =
P2(k;l)
6·5! · C

2
n+1C

k−1
n−1C

l−1
n−1; B3(k; l) =

P3(k;l)
36·7! · C

2
n+1C

k−1
n−1C

l−1
n−1, (3)

äå

P2(k; l) = 5kl(k + l) + 13
(
k2 + l2

)
+ 47kl + 86(k + l) + 129,

P3(k; l) = 70k3l3 + 35k2l2
(
k2 + l2

)
+ 1260k2l2(k + l) + 273kl

(
k3 + l3

)
+ 13410k2l2+

+ 6512kl
(
k2 + l2

)
+ 502

(
k4 + l4

)
+ 54123kl(k + l) + 9978

(
k3 + l3

)
+

+ 185554kl + 71842
(
k2 + l2

)
+ 219918(k + l) + 238480.

Ñëiä òàêîæ âiäçíà÷èòè, ùî â 2011 ð. â ðîáîòi [7] (Proposition 4) äëÿ çàçíà÷åíèõ âåëè÷èí Bg(k; l)
âñòàíîâëåíî ñïðàâåäëèâiñòü é íàñòóïíîãî ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ

2g ·Bg(k; l) =

g−1∑
p=0

C2g+1−2p
2g+k−2p ·Bp(2g + k − 2p; l) +

g−1∑
p=0

C2g+1−2p
2g+l−2p ·Bp(k; 2g + l − 2p) (4)

Òåîðåìà 4 (îñíîâíèé ðåçóëüòàò). Íåõàé g ≥ 0, k, l ∈ N , à n = 2g + k + l − 1� ¹ ïðîñòèì

(íàòóðàëüíèì ÷èñëîì). Òîäi ÷èñëî ôóíêöié ç êëàñó Ck,l(Mg), ÿêi íå ¹ òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèìè,
ìîæíà îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

d∗g,k,l =
1
n

(
B(k; l;n) + (n− 1) · ρ(k; l;n)

)
, (5)

äå B(k; l;n) âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (1) àáî æ (4) (ç óðàõó-
âàííÿì ÿâíèõ ôîðìóë (2)-(3)), à âåëè÷èíà ρ(k; l;n)� çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

ρ(k; l;n) =

 1, ÿêùî g = 0 òà k = 1 àáî l = 1;
n− 2, ÿêùî g ≥ 1 òa k = l = 1;
0, ÿêùî g ≥ 0 òa k 6= 1, l 6= 1.

(6)

Áiëüøå òîãî, â ÿêîñòi àñèìïòîòè÷íî¨ îöiíêè äëÿ ÷èñëà òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç
êëàñó Ck,l(Mg) ïðè n = (2g + k + l − 1)→∞ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè âåëè÷èíó

B(k;l;n)
2n = B(k;l;2g+k+l−1)

2(2g+k+l−1) . (7)

Ëiòåðàòóðà

[1] Í. Ì. Àäðèàíîâ. Àíàëîã ôîðìóëû Õàðåðà-Öàãèðà äëÿ îäíîêëåòî÷íûõ äâóêðàøåííûõ êàðò. Ôóíêöèîíàëüíûé
àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ, 31(3) : 1�9, 1997.

[2] Î. Êàäóáîâñüêèé. Òîïîëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü ôóíêöié íà îði¹íòîâàíèõ ïîâåðõíÿõ. Óêðà¨íñüêèé ìàòåìàòè-

÷íèé æóðíàë, 58(3) : 343�351, 2006.



3

[3] Î. À. Êàäóáîâñüêèé. Ïåðåðàõóâàííÿ òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ãëàäêèõ ìiíiìàëüíèõ ôóíêöié íà çàìêíåíèõ
ïîâåðõíÿõ. Çáiðíèê ïðàöü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 12(6) : 105�145, 2015.

[4] Cori R., Machi A. Maps hypermaps and their automorphisms: a survey I, II, III. Expositiones Mathematicae, 10 :
403�427, 429�447, 449�467, 1992.

[5] A. Goupil, G. Schae�er. Factoring n-cycles and counting maps of given genus. European Journal of Combinatorics,
19(7) : 819�834, 1998.

[6] A. O. Prishlyak. Topological equivalence of smooth functions with isolated critical points on a cloused surface.
Topology and its Aplications, 119(3) : 257�267, 2002.

[7] G. Chapuy. A new combinatorial identity for unicellular maps, via a direct bijective approach. Advances in Applied

Mathematics, 47(4) : 874�893, 2011.


	Література

