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Ó ãåîìåòði¨ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ, ÿêà áåðå ñâié ïî÷àòîê ç ðîáîòè Êàêåÿ [4], îäíi¹þ ç îñíîâíèõ ¹
çàäà÷à ïðî òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì (ïiäñóì) àáñîëþòíî çáiæíîãî
ðÿäó a1 + a2 + ..., à ñàìå ìíîæèíè

E({an}) = {x : x =
∑

n∈M⊂N
an,M ∈ 2N},

ÿêà, ÿê âiäîìî, ¹ îáìåæåíîþ, êîíòèíóàëüíîþ, äîñêîíàëîþ (çàìêíåíà i íå ìà¹ içîëüîâàíèõ òî÷îê).
Âiäíîñíî íåäàâíî âñòàíîâëåíî, ùî iñíó¹ ëèøå òðè òîïîëîãi÷íi òèïè ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì:

1) âiäðiçîê àáî ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ âiäðiçêiâ; 2) íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà; 3) êàíòîðâàë.
Îñòàííié òèï ¹ ñâî¹ðiäíîþ ¾ñóìiøøþ¿ äâîõ ïîïåðåäíiõ òèïiâ. Ïåðøi ïðèêëàäiâ ðÿäiâ ç òàêèìè

ìíîæèíàìè íåïîâíèõ ñóì ïîáóäîâàíî íå òàê äàâíî (ïðî öå äèâèñü â [1]). Îäíèì ç íàéïðîñòiøèõ
ç íèõ ¹ ðÿä
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Ñüîãîäíi â îñíîâíîìó êîðèñòóþòüñÿ íàñòóïíèì îçíà÷åííÿì êàíòîðâàëà. Êàíòîðâàëîì íàçèâà-

¹òüñÿ ìíîæèíà ãîìåîìîðôíà ìíîæèíi T ≡ C ∪
∞⋃
n=1

G2n−1 = [0; 1] \
∞⋃
n=1

G2n,

äå C = {x : x =
∑∞

k=1
2αk

3k
= ∆3

α1α2...αk...
, αk ∈ {0, 1}} � ìíîæèíà Êàíòîðà,

Gk =
⋃

α1∈{0,2}
...

⋃
αk−1∈{0,2}

(∆3
α1...αk−11(0)

; ∆3
α1...αk−11(2)

).

Ìè ïðîïîíó¹ìî àëüòåðíàòèâíå (åêâiâàëåíòíå) îçíà÷åííÿ êàíòîðâàëà, íàâåäåíå íèæ÷å.

Îçíà÷åííÿ 1. Âàëîì íà ÷èñëîâié ïðÿìié íàçèâàòèìåìî ìíîæèíó W , ÿêà ¹ òàêèì îá'¹äíàííÿì
íåñêií÷åííîãî ÷èñëà iíòåðâàëiâ, ùî
1) iíòåðâàëè ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ;
2) ìiæ êîæíèìè äâîìà iíòåðâàëàìè îá'¹äíàííÿ ëåæèòü ïðèíàéìíi îäèí iíòåðâàë öüîãî îá'¹äíàííÿ.

Ïðèêëàäîì âàëó íà ÷èñëîâié ïðÿìié ¹ îá'¹äíàííÿ öèëiíäðè÷íèõ iíòåðâàëiâ òðiéêîâîãî çîáðà-
æåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] âèäó ∇3

1,∇3
c1c2...c2k−1c2k1

, äå ci ∈ {0, 2}, k ∈ N .

Ìíîæèíîþ êàíòîðiâñüêîãî òèïó íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíà íiäå íå ùiëüíà, äîñêîíàëà ìíîæèíà.

Îçíà÷åííÿ 2. Êàíòîðâàëîì íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíà äîñêîíàëà ìíîæèíà K ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨, ÿêà
¹ îá'¹äíàííÿì ìíîæèíè êàíòîðiâñüêîãî òèïó C i âàëó W , êîæåí iíòåðâàë ÿêîãî ¹ ñóìiæíèì ç
ìíîæèíîþ C i ïðè öüîìó äîïîâíåííÿ K äî K ¹ âàëîì. Ñòðóêòóðîþ êàíòîðâàëó K íàçèâà¹òüñÿ
ïðåäñòàâëåííÿ (ðîçêëàä): K = C ∪W .

Êàíòîðâàëè ¹ ïîïóëÿðíèì îá'¹êòîì ñó÷àñíèõ ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü, àëå äî öèõ ïið êðèòå-
ðiÿ êàíòîðâàëüíîñòi ìíîæèíè ïiäñóì ðÿäó íå çíàéäåíî.
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Êàíòîðâàëè âèíèêàþòü i ó òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, äå ñïîñòåðiãàþòüñÿ àíàëîãi÷íà êàðòèíà ç
ãåîìåòði¨ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî íåñêií÷åííèì ëàíöþãîâèì äðîáîì íàçèâà¹òüñÿ âèðàç âèäó

a0 +
1

a1 + 1
a2+...

≡ [a0; a1, a2, ...]. (1)

Íåõàé 1 < s � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, A = {c0, c1, . . . , cs−1} � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë
òàêèõ, ùî 0 < c0 < c1 < . . . < cs−1, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ àëôàâiòîì; LA = A × A × A × . . . × A × . . .
�ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ àëôàâiòó A. Íàñ öiêàâëÿòü òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi
ìíîæèíè GA çíà÷åíü íåñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ âèäó [0; a1, a2, . . . , an, . . .], äå (an) ∈ LA.

Âèïàäîê s = 2 çàñëóãîâó¹ íà îêðåìó óâàãó, ÿêà ïðèäiëåíà éîìó ó ðîáîòàõ [2, 3, 5, 6].

Òåîðåìà 3 ([2]). ßêùî s = 2, òî GA ¹ âiäðiçêîì [a; b], äå a = [0; (c1, c0)], b = [0; (c0, c1)], êîëè
c0c1 ≤ 1

2 ; íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ, êîëè c0c1 >
1
2 . Ïðè óìîâi c0c1 >

1
2 êîæíå ÷èñëî x ∈ GA

ìà¹ ¹äèíå çîáðàæåííÿ íåñêií÷åííèì ëàíöþãîâèì äðîáîì, ïðè c0c1 = 1
2 ÷èñëà çëi÷åííî¨ ùiëüíî¨ ó

âiäðiçêó [β0;β1], äå β0 = [0; (c1, c0)], β1 = [0; (c0, c1)], ìíîæèíè ìàþòü äâà çîáðàæåííÿ, à ðåøòà
� ìàþòü ¹äèíå çîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 4. Ìíîæèíà GA çíà÷åíü íåñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ âèäó [0; a1, a2, . . . , an, . . .], äå
(an) ∈ LA, ¹ êîíòèíóàëüíîþ, äîñêîíàëîþ i îáìåæåíîþ, ïðè÷îìó

minGA = [0; (cs−1, c0)] =

√
c0cs−1(c0cs−1 + 4)− c0cs−1

2cs−1
≡ d0, (2)

maxGA = [0; (c0, cs−1)] =

√
c0cs−1(c0cs−1 + 4)− c0cs−1

2c0
≡ d1. (3)

Íàñëiäîê 5. ßêùî A = {1

2
, 1, 8}, òî minGA =

√
2− 1

4
, maxGA = 4

√
2− 4 = 4(

√
2− 1).

Òåîðåìà 6. Ìíîæèíà âñiõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç îáìåæåíèì àëôàâiòîì A ìiñòèòü âiäðiçîê
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi åëåìåíòè àëôàâiòó cn i cn+1, ùî cn · cn+1 ≤ 1

2 .

Òåîðåìà 7 (Îñíîâíèé ðåçóëüòàò). Ìíîæèíà GA çíà÷åíü ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç îáìåæåíèì àëôà-
âiòîì A ¹ îáìåæåíîþ, êîíòèíóàëüíîþ, äîñêîíîëàþ i íàëåæèòü îäíîìó ç òèõ òðüîõ òîïîëîãi-
÷íèõ òèïiâ, ùî é ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó (¹ âiäðiçêîì àáî ñêií÷åííèì
îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ, ìíîæèíîþ êàíòîðiâñüêîãî òèïó, êàíòîðâàëîì).
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