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Âèâ÷åííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ (í.ì.) äåôîðìàöié ïîâåðõîíü çàêëþ÷à¹òüñÿ ó âèÿâëåííi íåòðè-
âiàëüíèõ í.ì. äåôîðìàöié (âåêòîð çìiùåííÿ y 6= const íà âñié S). ßêùî æ ïîâåðõíÿ äîïóñêà¹
òiëüêè òðèâiàëüíi í.ì. äåôîðìàöi¨ (y = const), òî âîíà çâåòüñÿ æîðñòêîþ ïî âiäíîøåííþ äî öèõ
äåôîðìàöié.
Ó E3-ïðîñòîði áóäåìî ðîçãëÿäàòè í.ì. äåôîðìàöiþ ïåðøîãî ïîðÿäêó îäíîçâ'ÿçíî¨ ïîâåðõíi

êëàñó C3, íà ÿêó íàêëàäåíi ïåâíi îáìåæåííÿ:
1) ëiíi¨ ãåîäåçè÷íîãî ñêðóòó (LGT-ëiíi¨) ñòàöiîíàðíi (â ãîëîâíîìó) [1];
2) ïîâíà êðèâèíà S (K 6= 0) çìiíþ¹òüñÿ çà óìîâè

δK = 2Kµ (1)

äå δK-âàðiàöiÿ ïîâíî¨ êðèâèíè S,µ(x1, x2) - äåÿêà íåâiäîìà ôóíêöiÿ êëàñó C3.
Äëÿ ìiíiìàëüíèõ ïîâåðõîíü (H = 0, H-ñåðåäíÿ êðèâèíà S) ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ïîñòàâëåíî¨
çàäà÷i áóäå íàñòóïíà ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè âiäíîñíî ôóíêöié
uα(x1, x2) i µ(x1, x2):

gij (uα),ji −
Ks

K
gβsuα,β −Kuα = µiρ

iα. (2)

Òóò êîìîþ ïîçíà÷åíî êîâàðiàíòíå äèôåðåíöiþâàííÿ íà áàçi ìåòðè÷íîãî òåíçîðà gij , µα = ∂µ
∂xα ,

ρiα = cijbαj −Hciα, cij = giαgjβcαβ, cαβ - äèñêðèìiíàíòíèé òåíçîð S.
Iíäåêñè íàáóâàþòü çíà÷åíü 1,2.
×åðåç êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (2) ÷àñòèííi ïîõiäíi âåêòîðà çìiùåííÿ äàíî¨ äåôîðìàöi¨
ìàòèìóòü íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ

yi = µri + ciαu
αn, (3)

äå rα,n (îðò íîðìàëi S) - áàçèñíi âåêòîðè.
Î÷åâèäíî, ùî òiëüêè ó âèïàäêó µ = 0, uα = 0 äàíà äåôîðìàöiÿ áóäå òðèâiàëüíîþ, à ïîâåðõíÿ

S-æîðñòêîþ. Çîêðåìà, ÿêùî µ = 0, uα 6= 0, òî ìàòèìåìî À-äåôîðìàöi¨ çi ñòàöiîíàðíèìè LGT-
ëiíiÿìè ìiíiìàëüíèõ ïîâåðõîíü, ÿêi âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòi [2].
Îòæå, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Êîæíà ìiíiìàëüíà ïîâåðõíÿ äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíó í.ì. äåôîðìàöiþ ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó çi ñòàöiîíàðíèìè LGT-ëiíiÿìè òà ïîâíîþ êðèâèíîþ, ùî çìiíþ¹òüñÿ çà óìîâîþ (1),
÷àñòèííi ïîõiäíi âåêòîðà çìiùåííÿ ÿêî¨ ïðè öüîìó ìàþòü âèãëÿä (3), äå ôóíêöi¨ uα i µ ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (2).

Ïðèïóñòèìî, ùî µ(x1, x2) çàçäàëåãiäü çàäàíà ôóíêöiÿ òî÷êè ïîâåðõíi êëàñó C3. Òîäi êîæíå

ðiâíÿííÿ iç (2) â çàìêíåíié îáëàñòi G çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîìiðíié åëiïòè÷íîñòi
(
1
g ≥ ∆0 > 0, ∆0 =

const
)
. Öå îçíà÷à¹, ùî (2) ìîæíà ïðèâåñòè äî íàñòóïíîãî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó âiäíîñíî uα:

uα11 + uα22 + e1uα1 + e2uα2 −Kuα = Fα(µ), (4)

äå uαβ = ∂2u
∂xα∂xβ

, e1, e2- âiäîìi ôóíêöi¨ òî÷îê S.
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Ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 2. Áóäü-ÿêà ìiíiìàëüíà ïîâåðõíÿ äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíó í.ì. äåôîðìàöiþ ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó çi ñòàöiîíàðíèìè ëiíiÿìè ãåîäåçè÷íîãî ñêðóòó òà ïîâíîþ êðèâèíîþ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi
(1), âåêòîð çìiùåííÿ ÿêî¨ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç çàçäàëåãiäü çàäàíó ôóíêöiþ µ ∈ C3(G), äîâiëüíó
ôóíêöiþ ω(x1, x2) ∈ C3(G) òà ôóíêöi¨ uα(x1, x2) ∈ C3(G), ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (4).

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (2) çàçäàëåãiäü çàäàíi ôóíêöi¨ uα. Òîäi îòðèìà¹ìî
íåîäíîðiäíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ãiïåðáîëi÷íîãî
òèïó âiäíîñíî µ, ÿêå íàáóâà¹ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó:

µ11 − µ22 + dµ1 + eµ2 = Φ(u1, u2), (5)

äå d, e - âiäîìi ôóíêöi¨ òî÷îê ïîâåðõíi S.
Äîâåäåíà íàñòóïíà

Òåîðåìà 3. Áóäü-ÿêà ìiíiìàëüíà ïîâåðõíÿ äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíó í.ì. äåôîðìàöiþ ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó çi ñòàöiîíàðíèìè ëiíiÿìè ãåîäåçè÷íîãî ñêðóòó i ïîâíà êðèâèíà ÿêî¨ çìiíþ¹òüñÿ çà óìî-
âè (1). Âåêòîð çìiùåííÿ ïðè öüîìó ìàòèìå ïðåäñòàâëåííÿ ÷åðåç çàçäàëåãiäü çàäàíi ôóíêöi¨
uα ∈ C3, äâi äîâiëüíi ôóíêöi¨ êëàñó C2, êîæíà âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ òà ôóíêöiþ µ ∈ C3, ÿêà ¹
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5).

Íåõàé íà ïëîùèíi x1Ox2 çàäàíà äóãà êðèâî¨ l, ÿêà ïåðåòèíà¹òüñÿ íå áiëüøå íiæ â îäíié òî÷öi ç
ïðÿìèìè, ïàðàëåëüíèìè âiñÿì êîîðäèíàò i ðiâíÿííÿ ÿêî¨ ìîæå áóòè çàïèñàíî ó âèãëÿäi x2 = g(x1).

Çàäàìî âçäîâæ êðèâî¨ l çíà÷åííÿ µ òà ∂µ
∂x2

:

µ|x2=g(x1)=ω0(x1),
∂µ

∂x2
|x2=g(x1)=ω1(x1) (6)

òà ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi (5), (6), ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ çàâæäè iñíó¹ i ¹äèíèé [3].
Îòæå, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4. Áóäü-ÿêà ìiíiìàëüíà ïîâåðõíÿ ïðè ãðàíè÷íié óìîâi (6) äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíó í.ì.
äåôîðìàöiþ ïåðøîãî ïîðÿäêó çi ñòàöiîíàðíèìè LGT-ëiíiÿìè òà ïîâíîþ êðèâèíîþ, ùî çìiíþ¹-
òüñÿ çà óìîâè (1), âåêòîð çìiùåííÿ ÿêî¨ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç äâi äîâiëüíi ôóíêöi¨, êîæíà âiä
îäíi¹¨ çìiííî¨ òà çàçäàëåãiäü çàäàíèõ uα ∈ C3.

Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî í.ì. äåôîðìàöi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó çi ñòàöiîíàðíèìè LGT-ëiíiÿìè i ïîâíîþ
êðèâèíîþ ìiíiìàëüíèõ ïîâåðõîíü áóëè ðîçãëÿíóòi â ðîáîòi [4].
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