
Ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü êâàäðàòà,
ïîâ'ÿçàíi ç äâîñèìâîëüíèìè çîáðàæåííÿìè äiéñíèõ ÷èñåë

I. Ì. Ëèñåíêî

(ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà)
E-mail: iryna.pratsiovyta@gmail.com

Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé

(ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà, IÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè)
E-mail: prats4444@gmail.com

Íàãàäà¹ìî, ùî ïåðåòâîðåííÿì ìíîæèíè íàçèâà¹òüñÿ ái¹êòèâíå (îäíî÷àñíå ií'¹êòèâíå i ñþð'¹ê-
òèâíå, òîáòî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå) âiäîáðàæåííÿ öi¹¨ ìíîæèíè íà ñåáå. Ç ãðóïîâî¨ òî÷êè çîðó
îêðåìà ãåîìåòðè÷íà òåîðiÿ âèâ÷à¹ iíâàðiàíòè ïåâíî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó. Ç öi¹¨ òî÷êè
çîðó ôðàêòàëüíà ãåîìåòðiÿ[1] âèâ÷à¹ iíâàðiàíòè ãðóïè ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó, ÿêi çáåðiãàþòü
ôðàêòàëüíó ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèí (ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî îáðàç i ïðîîáðàç
ìàþòü îäíàêîâó ðîçìiðíiñòü).
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiçíi çîáðàæåííÿ (êîäóâàííÿ) äiéñíèõ ÷èñåë, ó ðÿäi ðîáiò âèâ÷àëèñü ïåðå-

òâîðåííÿ âiäðiçêà, ÿêi ìàþòü ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi, ñàìîïîäiáíîñòi, àâòîìîäåëüíîñòi, çáåðiãà-
þòü ÷è òðàíñôîðìóþòü ìiðó, ðîçìiðíiñòü àáî iíøi ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí
àáî ïåâíi âëàñòèâîñòi çîáðàæåííÿ ÷èñåë. Êîìáiíàöi¨ òàêèõ ïåðåòâîðåíü (ïðÿìèé äîáóòîê àáî ií-
øi ¾îïåðàöi¨¿) ïðèâîäÿòü äî öiêàâèõ ïåðåòâîðåíü êâàäðàòiâ òà ïðÿìîêóòíèêiâ ç ôðàêòàëüíèìè
âëàñòèâîñòÿìè. ×àñòî â ÿêîñòi iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí òàêèõ ïåðåòâîðåíü âèíèêàþòü ãðàôiêè íå-
ïåðåðâíèõ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóíêöié (ñèíãóëÿðíèõ, íiäå íå ìîíîòîííèõ, íåäèôåðåíöiéîâíèõ).
Ó äîïîâiäi ïðîïîíóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ôðàêòàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ïåðåòâîðåíü êâà-

äðàòà: K = [0; 1]× [0; 1] òà C = [0; g0]× [0; g0], äå ïàðàìåòð g0 ∈ (12 ; 1) ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ó òåðìiíàõ
äâîñèìâîëüíèõ êîäóâàíü (çîáðàæåíü) äiéñíèõ ÷èñåë: Q2-çîáðàæåííÿ i G2-çîáðàæåííÿ. Íàãàäà¹ìî
¨õ çìiñò

[0; 1] 3 x = α1q1−α1 +
∞∑
k=2

αkq1−αk k−1∏
j=1

qαj

 ≡ ∆Q2
α1α2...αk...

,

[0; g0] 3 x = α1g1−α1 +
∞∑
k=2

αkg1−αk k−1∏
j=1

gαj

 ≡ ∆G2
α1α2...αk...

,

äå αk ∈ A = {0, 1}, q0 � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç iíòåðâàëó (0; 1), q1 ≡ 1− q0, g1 ≡ g0 − 1.

Ëåìà 1. ßêùî ϕ1 i ϕ2 � íåïåðåðâíi ïåðåòâîðåííÿ îäèíè÷íîãî âiäðiçêà, òî ôîðìóëè{
x′ = ϕ1(x),

y′ = ϕ2(y)
àáî

{
x′ = ϕ1(y),

y′ = ϕ2(x)

çàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ îäèíè÷íîãî êâàäðàòà.

Áiëüøiñòü (ó ïåâíîìó ñåíñi) íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü îäèíè÷íîãî âiäðiçêà ìàþòü ñêëàäíó ëî-
êàëüíó ñòðóêòóðó, áàãàòi ìíîæèíè ðiçíèõ îñîáëèâîñòåé, çîêðåìà, äèôåðåíöiàëüíîãî õàðàêòåðó.

Íàïðèêëàä, ïåðåòâîðåííÿ çàäàíå ôîðìóëîþ I(∆Q2
α1α2...αk...) = ∆Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αk]..., ÿêå íàçèâà-

¹òüñÿ iíâåðñîðîì Q2-çîáðàæåííÿ. Âîíî ¹ íåïåðåðâíîþ ñòðîãî ñïàäíîþ ñèíãóëÿðíîþ ôóíêöi¹þ
(ìà¹ ïîõiäíó ðiâíó 0 ìàéæå ñêðiçü ó ðîçóìiíi ìiðè Ëåáåãà).
Äî iíøîãî êëàñó íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü êâàäðàòà ïðèâîäÿòü ïåðåòâîðåííÿ, ùî çáåðiãàþòü

õâîñòè çîáðàæåíü äiéñíèõ ÷èñåë ó ðiçíèõ ñèñòåìàõ êîäóâàííÿ.
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Ïðèêëàä 2. Àíàëîã ¾ñèìåòðiÿ¿ âiäíîñíî âiäðiçêà:

{
x′ = I(x),

y′ = y.

Iíâàðiàíòíi òî÷êè öüîãî ïåðåòâîðåííÿ óòâîðþþòü âiäðiçîê, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x = ∆Q2

0(1) = ∆Q2

1(0)

Ïðèêëàä 3. Àíàëîã ¾ñèìåòði¨¿ âiäíîñíî òî÷êè γ1 :

{
x′ = I(x),

y′ = I(y);
γ2 :

{
x′ = I(y),

y′ = I(x).

Iíâàðiàíòíîþ òî÷êîþ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ ¹ òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè (∆Q2

1(0); ∆Q2

1(0)).

Áiëüø öiêàâèìè ¹ íåïåðåðâíi ïåðåòâîðåííÿ çàäàíi ôîðìóëàìè

{
x′ = f1(x, y)

y′ = f2(x, y),
äå fi(x, y) íå-

ïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè, âèçíà÷åíà â òåðìiíàõ âèùå çàçíà÷åíèõ äâî-
ñèìâîëüíèõ çîáðàæåíü ÷èñåë. Ó äîïîâiäi íàâîäÿòüñÿ ïðèêëàäè òàêèõ ôóíêöié i âèñâiòëþþòüñÿ
äåÿêi ¨õ âëàñòèâîñòi.
Ñóòò¹âî ñêëàäíiøèìè ¹ àíàëîãi÷íi îá'¹êòè îçíà÷åííi â òåðìiíàõ G2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ÿêå

âèêîðèñòîâó¹ äâi ðiçíîçíàêîâi îñíîâè g0 i g1 ≡ g0−1. Iíâåðñîð äëÿ òàêîãî çîáðàæåííÿ ¹ ôóíêöi¹þ
íiäå íå ìîíîòîííîþ i ðîçðèâíîþ âG2-áiíàðíèõ òî÷êàõ. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïåðåòâîðåíü, ïîâ'ÿçàíèõ
ç öèì çîáðàæåííÿì âèêîðèñòîâóþòüñÿ îïåðàòîðè ëiâîñòîðîííüîãî òà ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâiâ i
ñïåöèôi÷íi ôóíêöi¨.
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