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Íåõàé M � ãëàäêà îði¹íòîâàíà êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ. Ãðóïà äèôåîìîðôiçìiâ D(M) äi¹ íà ïðî-
ñòîði ãëàäêèõ ôóíêöié C∞(M) çà òàêèì ïðàâèëîì: γ : C∞(M)×D(M)→ C∞(M), γ(f, h) = f ◦h.
Âiäíîñíî öi¹¨ äi¨ âèçíà÷èìî ñòàáiëiçàòîð S(f) òà îðáiòó O(f) ïðèðîäíèì ÷èíîì:

S(f) = {h ∈ D(M) | f ◦ h = f}, O(f) = {f ◦ h |h ∈ D(M)}.

Íàäiëèìî ïðîñòîðè D(M) òà C∞(M) ñèëüíèìè òîïîëîãiÿìè Ó¨òíi. Öi òîïîëîãi¨ iíäóêóþòü äåÿêi
òîïîëîãi¨ íà ïðîñòîðàõ S(f) òà O(f).
Íåõàé Did(M) � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà òîòîæíüîãî âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó D(M), Of (f) � êîì-

ïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi O(f), ùî ìiñòèòü f i S ′(f) = S(f) ∩ Did(M) � ãðóïà äèôåîìîðôiçìiâ M , ùî
çáåðiãàþòü ãëàäêó ôóíêöiþ f .
Ãîìîòîïiéíi âëàñòèâîñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðiâ S(f) òà O(f) äëÿ ôóíêöié Ìîðñà íà

êîìïàêòíèõ ïîâåðõíÿõ äîñëiäæóâàëèñü ó ðîáîòàõ Å. Êóäðÿâöåâî¨, Ñ. Ìàêñèìåíêà òà éîãî ó÷íiâ.
Çîêðåìà, áóëî âñòàíîâëåíî, ùî Of (f) ¹ ãîìîòîïiéíî åêâiâàëåíòíîþ ôàêòîð-ïðîñòîðó (S1)m/G(f)
ó âèïàäêó êîëè M 6= S2 i SO(3) × (S1)m/G(f), ÿêùî M = S2, äå G(f) � ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ
ãðàôó Êðîíðîäà�Ðiáà ôóíêöi¨ Ìîðñà íà M , ùî ¹ iíäóêîâàíèìè äèôåîìîðôiçìàìè ç S ′(f), ÿêà
âiëüíî äi¹ íà (S1)m, m ∈ N, äèâ. îãëÿä ó [4].
Ñ. Ìàêñèìåíêî òà À. Êðàâ÷åíêî âèâ÷àëè ìiíiìàëüíó ìíîæèíó êëàñiâ içîìîðôiçìiâ ãðóï G(f)

äëÿ ôóíêöié Ìîðñà íà êîìïàêòíèõ ïîâåðõíÿõ êðiì 2-òîðà òà ïiäìíîæèíè öi¹¨ ìíîæèíè äëÿ
ïðîñòèõ òà çàãàëüíèõ (generic) ôóíêöié Ìîðñà [1, 2, 3]. Ìè äàìî îïèñ ìiíiìàëüíî¨ ìíîæèíè êëàñiâ
içîìîðôiçìó ãðóï G(f) äëÿ ôóíöié Ìîðñà íà 2-òîði. Ìàòåðiàë òåç áàçó¹òüñÿ íà ñòàòòi [4].
Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ìè íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ âiíöåâîãî äîáóòêó ç öèêëi÷íèìè ãðó-

ïàìè òà ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà êëàñiâ ãðóï, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ âiíöåâèõ äîáóòêiâ.
Íåõàé G � ãðóïà i n,m ≥ 1 � íàòóðàëüíi ÷èñëà. Ðîçãëÿíåìî äâi åôåêòèâíi äi¨ α : Gn × Zn → Gn i
β : Gnm× (Zn×Zm)→ Gnm ãðóï Zn òà Zn×Zmn íà Gn òà Gnm âiäïîâiäíî, ùî çàäàíi ôîðìóëàìè:

α((gi)
n−1
i=0 , a) = (gi+a)

n−1
i=0 , β((gi,j)

n−1,m−1
i,j=0 , (b, c)) = (gi+b,j+c)

n−1,m−1
i,j=0 ,

äå óñi iíäåêñè âçÿòi çà ìîäóëÿìè n òà n,m. Íàïiâïðÿìi äîáóòêè GoZn := GnoαZn i Go(Zn×Zm) :=
Gnm oβ (Zn × Zm), ùî âiäïîiâäàþòü öèì äiÿì, ìè áóäåìî íàçèâàòè âiíöåâèìè äîáóòêàìè G ç Zn
òà G ç (Zn × Zm) âiäïîâiäíî.
Äëÿ íàòóðàëüíîãî n, íåõàé Pn � ìiíiìàëüíà ìíîæèíà êëàñiâ içîìîðôiçìó ãðóï, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü òàêèì óìîâàì:

• îäèíè÷íà ãðóïà {1} íàëåæèòü äî Pn,
• ÿêùî A,B ∈ Pn, òî A×B òà A o Zn íàëåæàòü äî Pn.

Íåõàé P ìiíiìàëüíà ìíîæèíà êëàñiâ içîìîðôiçìó ãðóï, ùî ìiñòÿòü Pn ÿê ïiäìíîæèíè äëÿ óñiõ
n ∈ N. Íåõàé òàêîæ Ei, i = 0, 1, 2 � ìiíiìàëüíi ìíîæèíè êëàñiâ içîìîðôiçìó ãðóï òàêèõ, ùî

• E0 ìiñòèòü ãðóïó A0 o (Zn × Zmn), n,m ≥ 1 äëÿ áóäü-ÿêî¨ A0 ∈ P,
• E1 ìiñòèòü ãðóïó A1 o Zn, n ≥ 1 äëÿ áóäü-ÿêî¨ A1 ∈ P,
• E2 ìiñòèòü ãðóïó A2 o Zn, n ≥ 1 äëÿ áóäü-ÿêî¨ A2 ∈ P2.

Âiäîìî, ùî ãðàô Êðîíðîäà�Ðiáà ôóíêöi¨ Ìîðñà íà 2-òîði ¹ àáî äåðåâîì, àáî ìiñòèòü öèêë. Ìi-
íiìàëüíó ìíîæèíó êëàñiâ içîìîðôiçìó ãðóï G(f) äëÿ ôóíêöié Ìîðñà íà 2-òîði ãðàôè ÿêèõ ¹
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äåðåâàìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç G0(T
2), à â iíøîìó âèïàäêó ÷åðåç G1(T

2). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G smp(T 2)
ìiíiìàëüíó ìíîæèíó êëàñiâ içîìîðôiçìiâ ãðóï G(f) äëÿ ïðîñòèõ ôóíêöié Ìîðñà íà 2-òîði.
Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (Theorem 2.5 [4]). Ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi:

G0(T
2) = E0, G1(T

2) = E1, G gen(T 2) = E2.
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