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НехайMg – замкнена гладка орiєнтовна поверхня роду g ≥ 0, а Ck,l(Mg) – клас гладких функцiй
наMg (з трьома критичними значеннями), якi мають точно k локальних мiнiмумiв (максимумiв),
l локальних максимумiв (мiнiмумiв) та одну (в загальному випадку вироджену) критичну точку
типу сiдла, iндекс Пуанкаре якої становить 1− n = 2− 2g − k − l (напр. [6], [7]).

Через Cn(Mg) позначимо клас гладких функцiй наMg (з трьома критичними значеннями), якi
окрiм локальних мiнiмумiв та локальних максимумiв мають лише одну (в загальному випадку
вироджену) критичну точку типу сiдла, iндекс Пуанкаре якої становить 1 − n = 2 − 2g − λ, де
λ ≥ 2 — сумарне число локальних мiнiмумiв та максимумiв.

Функцiї f1 i f2 з класу Cn(Mg) називають топологiчно еквiвалентними, якщо iснують гомео-
морфiзми h :Mg →Mg i h′ : R1 → R1 (h′ зберiгає орiєнтацiю), такi що f2 = h′ ◦ f1 ◦ h−1.

Якщо h зберiгає орiєнтацiю, то функцiї f1 та f2 називають топологiчно спряженими (напр. [6])
або ж O-топологiчно еквiвалентними (напр. [7]).

В загальному випадку, для довiльних натуральних g, k, l (або ж k, l i n = 2g + k + l − 1,
тобто для функцiй з фiксованим сингулярним типом), задача про пiдрахунок числа топологiчно
нееквiвалентних функцiй з класу Ck,l(Mg) виявилась досить важкою та нерозв’язаною до сьогоднi
проблемою.

Серед найбiльш суттєвих просувань в цьому напрямi слiд вiдзначити наступнi.
Задачу про пiдрахунок числа топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу C1,1(Mg) (для до-

вiльного роду g ≥ 1) повнiстю розв’язано в роботi [7].
Одержанi в роботi [2] точнi формули цiлком вирiшують питання про пiдрахунок числа як O-

топологiчно нееквiвалентних, так i числа топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу Cn(M0).
В роботi [8] для довiльних натуральних k i l повнiстю розв’язанi задачi про пiдрахунок числа

O-топологiчно та топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу Ck,l(M0).
Як з’ясувалося ([1] з посиланням на роботу [4]), задача про перерахування одноклiтинкових

двокольорових карт з n ребрами (одне з яких є помiченим), k бiлими та l чорними вершинами
тiсно пов’язана iз задачею про пiдрахунок числа топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу
Ck,l(Mg). Вiдомостi про карти можна знайти, наприклад, в оглядi [4] та роботi [1].

Так, наприклад, з урахуванням результатiв роботи [1], для довiльного роду g ≥ 0 та натураль-
них k i l, при яких n = 2g + k + l − 1 є простим числом, в [10] наведено точнi формули для
пiдрахунку числа O-топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу Ck,l(Mg).

Для двовимiрного тору T 2 = M1 задачi про пiдрахунок числа O-топологiчно та топологiчно
нееквiвалентних функцiй повнiстю розв’язанi лише на класах C1,l(T

2) (Ck,1(T
2)) в роботi [9] та

C2,l(T
2) (Ck,2(T

2)) в роботi [11].
В загальному випадку — для фiксованих натуральних k i l — задача про пiдрахунок числа

топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу Ck,l(T
2) також залишається нерозв’язаною.

Якщо ж розглянути (бiльш ємний) клас функцiй Cn(T
2), то, з урахуванням результатiв робiт

[1], [5] i [3], можна встановити справедливiсть наступного твердження
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Теорема 1 (основна). Число O-топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу Cn(T
2) можна

обчислити за формулою
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де n ≥ 3, u(p) = (2p)!
p!p! = Cp

2p,

a(2p+ 1) = 0, a(2p) = p(p−1)
6 · Cp

2p =
p(p−1)

6 · u(p);
c(2p+ 1) = 0, c(2p) = p · Cp

2p = p · u(p);
d(2p+ 1) = 0, d(2p) = p · Cp

2p = p · u(p);
b(2p+ 1) = 0, b(2p) = (2p− 1) · Cp−1

2(p−1) = (2p− 1) · u(p− 1).

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
t∗(n) 1 4 14 76 330 1 522 6 680 29 256 125 970 539 292 2 288 132 9 659 416

Таблиця 1.1. Початковi значення числа O-топологiчно нееквiвалентних функцiй
з класу Cn(T

2)

На думку автора, цiлком досяжним є одержання точних формул для пiдрахунку й числа то-
пологiчно нееквiвалентних функцiй з класу Cn(T

2).
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