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Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêèé èçãèáàåìûé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ òàêæå è íåæåñòêèì îòíîñèòåëüíî
áåñêîíå÷íî ìàëûõ (á.ì.) èçãèáàíèé, ïðè÷åì á.ì. èçãèáàíèå, ïîðîæäåííîå èçãèáàíèåì, îáëàäàåò
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âàðèàöèÿ îáúåìà ìíîãîãðàííèêà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íó-
ëþ. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò íåæåñòêèå ìíîãîãðàííèêè, äëÿ á.ì. èçãèáàíèé êîòîðûõ
âàðèàöèÿ îáúåìà îòëè÷íà îò íóëÿ, è ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî òàêèå á.ì. èçãèáàíèÿ ìíî-
ãîãðàííèêà íåëüçÿ ïðîäîëæèòü â åãî èçãèáàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà íóëþ âà-
ðèàöèè îáúåìà ðàçáèâàåò âñå á.ì. èçãèáàíèÿ íà äâà êëàññà: òå, êîòîðûå çàâåäîìî íå ïðîäîëæèìû
â èçãèáàíèÿ, è äðóãèå, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå (â âèäå ðàâåíñòâà íóëþ ñîîò-
âåòñòâóþùåé âàðèàöèè îáúåìà) èõ ïðîäîëæèìîñòè â èçãèáàíèÿ. Ïðîäîëæàÿ ýòó êëàññèôèêàöèþ
ñ òðåáîâàíèåì ðàâåíñòâà íóëþ ïåðâîé, âòîðîé è n-é âàðèàöèè îáúåìà, ìû ïîëó÷àåì òàêæå êëàññû
äåôîðìàöèé ðàçíûõ ïîðÿäêîâ, ïðîìåæóòî÷íûõ ìåæäó á.ì. èçãèáàíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è èç-
ãèáàíèÿìè. Ïî-âèäèìîìó, òå ìíîãîãðàííèêè, êîòîðûå À.Ä. Ìèëêà íàçâàë â [1] è [2] ôëåêñîðàìè,
êàê ðàç è îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ íåæåñòêèõ ìíîãîãðàííèêîâ è îò èçãèáàåìûõ ìíîãîãðàííêîâ
ïîðÿäêîì íóëåâîé âàðèàöèè îáúåìà (êñòàòè, ïîñêîëüêó äëÿ èçãèáàíèé âàðèàöèè îáúåìà âñåõ ïî-
ðÿäêîâ ðàâíû íóëþ, òî íåìåäëåííî âñòàåò îáðàòíûé âîïðîñ - êàêîâà ïðèðîäà òåõ àíàëèòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé ìíîãîãðàííèêà, äëÿ êîòîðûõ âàðèàöèè îáúåìà âñåõ ïîðÿäêîâ ðàâíû íóëþ?).
Ôîðìàëüíî îïèñàòü íåæåñòêèå ìíîãîãðàííèêè ñ íóëåâîé âàðèàöèåé îáúåìà î÷åíü ëåãêî, äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ê îáû÷íûì óðàâíåíèÿì á.ì. èçãèáàíèé åùå îäíî óðàâíåíèå δV = 0.
Ìû æå õîòèì âûÿñíèòü ïðèðîäó òåõ ìíîãîãðàííèêîâ è èõ á.ì. èçãèáàíèé, äëÿ êîòîðûõ áëèç-
êèå ê íèì íåæåñòêèå ìíîãîãðàííèêè òîæå èìåþò íóëåâóþ âàðèàöèþ îáúåìà. Ïóñòü íåæåñò-
êèé ñèìïëèöèàëüíûé ìíîãîãðàííèê P0 èìååò n âåðøèí Mi ñ êîîðäèíàòàìè (xi, yi, zi), 1 ≤ n è
ïóñòü {ξi, ηi, ζi} Òîãäà îáúåì V (ε) äåôîðìèðîâàííîãî ìíîãîãðàííèêà ñ êîîðäèíàòàìè âåðøèí
Mi(ε) = (xi + εξ, yi+ εηi, zi + εζi) èìååò ïðåäñòàâëåíèå

V (ε) = V0 + εV1 + ε2V2 + ε3V3,

ãäå V0 - îáúåì èñõîäíîãî ìíîãîãðàííèêà, à V1 - ïåðâàÿ âàðèàöèÿ îáúåìà. Ðàññìàòðèâàÿ îáú-
åì ìíîãîãðàííèêà êàê ñóììó îáúåìîâ òåòðàýäðîâ ñ îáùåé âåðøèíîé è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ
àôôèííî ïðåîáðàçîâàííûõ ìíîãîãðàííèêîâ (à îíè, êàê èçâåñòíî, òîæå íåæåñòêèå) âàðèàöèè îáú-
åìà òîæå íóëåâûå, ïîëó÷àåì, ÷òî òàêîå âîçìîæíî, òîëüêî åñëè á.ì. èçãèáàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
ìíîãîãðàííèêà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì∑

<i,j,k>

det

 ξi yi zi
ξj yj zj
ξk yk zk

 = 0,

∑
<i,j,k>

det

 xi ηi zi
xj ηj zj
xk ηk zk

 = 0,

∑
<i,j,k>

det

 xi yi ζi
xj yj ζj
xk yk ζk

 = 0

1



2

ñ ñóììèðîâàíèåì ïî ñîãëàñîâàííî îðèåíòèðîâàííûì ãðàíÿì. Äàëåå, äëÿ á.ì. èçãèáàíèé àôôèííî
ïðåîáðàçîâàííûõ ìíîãîãðàíèêîâ òîæå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà, ÷òî ïðèâî-
äèò ê ñëåäóþùèì íîâûì óñëîâèÿì íà á.ì.èçãèáàíèÿ èñõîäíîãî ìíîãîãðàííèêà∑

<i,j,k>

(det

 xi yi ηi
xj yj ηj
xk yk ηk

− det

 xi zi ζi
xj zj ζj
xk zk ζk

) = 0

∑
<i,j,k>

(det

 xi yi ξi
xj yj ξj
xk yk ξk

− det

 zi yi ζi
zj yj ζj
zk yk ζk

) = 0

∑
<i,j,k>

(det

 yi zi ηi
yj zj ηj
yk zk ηk

− det

 xi zi ξi
xj zj ξj
xk zk ξk

) = 0.

Îêàçûâàåòñÿ, òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ ýòèõ íîâûõ óñëîâèé äëÿ á.ì. èçãèáàíèé àôôèíî ïðåáðà-
çîâàííûõ ìíîãîãðàííèêîâ óæå íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äðóãèõ íîâûõ óñëîâèé, ò.å. ïîÿâëÿåòñÿ
êàêîé-òî íåèññëåäîâàííûé åùå àíàëîã âåíêà Äàðáó ñ îáðûâîì èëè çàìûêàíèåì öåïî÷êè òàêèõ
êîíñòðóêöèé.
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