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Ó ìàòåìàòèöi òà ¨¨ ðiçíîìàíiòíèõ çàñòîñóâàííÿõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ áàãàòî ðiçíèõ äâîñèìâîëüíèõ
ñèñòåì çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ÿêi ãðóíòóþòüñÿ íà ðîçêëàäàõ ÷èñåë â ðÿäè, ëàíöþãîâi äðîáè, íåñêií÷åííi
äîáóòêè òîùî. Òàêi ñèñòåìè êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë íàçèâàþòüñÿ àíàëiòè÷íèìè. Ðÿäè, ÿêi
âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ÿêîñòi ìîäåëåé äiéñíèõ ÷èñåë â ïåðåâàæíié áiëüøîñòi ¹ àáî äîäàòíèìè,
àáî ïî÷åðåæíèìè. Ìè ïðîïîíó¹ìî íîâó ñèñòåìó, çàëåæíó âiä äâîõ ïàðàìåòðiâ, îäèí ç ÿêèõ ¹
äîäàòíèì, à iíøèé � âiä'¹ìíèì. Ïðîäóêòèâíiñòü íîâîãî çîáðàæåííÿ iëþñòðó¹òüñÿ çàñòîñóâàííÿìè.
Äàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ: As = {0, 1, ..., s−1} � àëôàâiò s-êîâî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ;

Ls = As ×As × ...×As × ... � ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé àëôàâiòó.
Íåõàé g = (g0; g1), äå 0 < g0 < 1, g0 − g1 = 1, g0 > −g1, δ0 ≡ 0, δ1 ≡ g0.

Lemma 1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (αn) ∈ L2 ðÿä

δα1 +
∞∑
k=2

(δαk

k−1∏
j=1

gαj ) =
∞∑
k=1

uk (1)

¹ çáiæíèì i éîãî ñóìà íàëåæèòü âiäðiçêó [0; g0].

Çàóâàæèìî, ùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå î÷åâèäíå òâåðäæåííÿ: çíà÷åííÿ âèðàçó

δαn+1

n−1∏
j=1

gαj = un+1

¹ íóëåì, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè αn+1 = 0;
äîäàòíèì ÷èñëî, ÿêùî αn+1 = 1 i êiëüêiñòü îäèíèöü ñåðåä ÷èñåë α1, α2, ..., αn ¹ ïàðíèì ÷èñëîì;
âiä'¹ìíèì ÷èñëîì, ÿêùî αn+1 = 1 i êiëüêiñòü îäèíèöü ñåðåä ÷èñåë α1, α2, ..., αn ¹ íåïàðíèì

÷èñëîì. Òîìó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü (αn) ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü 1, òî ðÿä (1) ìiñòèòü
íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ÿê äîäàòíèõ, òàê i âiä'¹ìíèõ ÷ëåíiâ. Ïiñëÿ âèëó÷åííÿ íóëüîâèõ ÷ëåíiâ
ðÿäó (1) âií ñòàíå çíàêîçìiííèì (ïî÷åðåæíèì), ïðè÷îìó ÷ëåíè ç íåïàðíèìè íîìåðàìè äîäàòíi, à
ç ïàðíèìè � âiä'¹ìíi.

Theorem 2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà x ∈ [0; q0] iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (αk) òàêà, ùî

x = δα1 +

∞∑
k=2

(δαk

k−1∏
j=1

gαj ) ≡ ∆α1α2...αk.... (2)

Ñêîðî÷åíèé çàïèñ ∆α1α2...αk... ðÿäó (2) i éîãî ñóìè x íàçèâà¹òüñÿ ¨õ ∆-çîáðàæåííÿì. Ïðè öüîìó
÷èñëî αn = αn(x) íàçèâà¹òüñÿ n-îþ öèôðîþ öüîãî çîáðàæåííÿ.
Ïåðåâàæíà áiëüøiñòü ÷èñåë âiäðiçêà [0; g0] ìà¹ ¹äèíå ∆-çîáðàæåííÿ, çëi÷åííà ìíîæèíà ÷èñåë

ìà¹ ¨õ äâà, à ñàìå: ∆01(0) = ∆11(0), ∆α1α2...αk−1αk11(0) = ∆α1α2...αk−1αk01(0).

Ãåîìåòðiþ çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë (òîïîëîãi÷íi, ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi) â
çíà÷íié ìiði ðîçêðèâàþòü âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ òà õâîñòîâèõ ìíîæèí, åðãîäè÷íi âëàñòèâîñòi
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îïåðàòîðà çñóâó öèôð, ìåòðè÷íà íåçàëåæíiñòü öèôð òà ìíîæèí, ÷àñòîòíi õàðàêòåðèñòèêè, çîêðåìà,
ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ öèôð çîáðàæåííÿ òîùî.

De�nition 3. Öèëiíäðîì ðàíãó m ç îñíîâîþ c1c2 . . . cm äëÿ ∆-çîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

∆c1c2...cm ≡ {x : αi(x) = ci, i = 1,m}.

ßêùî σm = c1 + c2 + ... + cm ¹ ïàðíèì ÷èñëîì, òî öèëiíäð ∆c1...cm1(0) ¹ âiäðiçêîì ç êiíöÿìè
a = ∆c1c2...cm1(0) i b = ∆c1c2...cm(0), ÿêùî æ σm � ÷èñëî íåïàðíå, òî

∆c1...cm = [b; a].

Òîäi |∆c1...cm | = |b− a| = −g1
m∏
j=1

gcj , |∆c1...cmi| = |gi||∆c1...cm |.

ßêùî σm = 2k, òî sup ∆c1...cm0 = inf ∆c1...cm1.
ßêùî σm = 2k − 1, òî sup ∆c1...cm = inf ∆c1...cm0.
Ìiðà Ëåáåãà ¹ iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ îïåðàòîðà ëiâîñòîðîííüîãî çñóâó öèôð ∆-çîáðàæåííÿ, îçíà÷åíîãî

ðiâíiñòþ:

ω(∆α1α2...αk...) = ∆α2α3...αk....

Öÿ ôóíêöiÿ ¹ êóñêîâî-ëiíiéíîþ i ìà¹ âèðàç ω(x) = 1
gα1(x)

x− δα1(x)
gα1(x)

. ßêùî Ni(x, n) � öå êiëüêiñòü

öèôð i ñåðåä ïåðøèõ n öèôð ∆-çîáðàæåííÿ ÷èñëà x, òî ãðàíèöÿ (ÿêùî âîíà iñíó¹) lim
n→∞

Ni(x,n)
n =

νi(x), i ∈ {0; 1}, íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòîòîþ öèôðè i ó ∆-çîáðàæåííi ÷èñëà x.

Theorem 4. Äëÿ ìàéæå âñiõ (ó ðîçóìiííi ìiðè Ëåáåãà) ÷èñåë x âiäðiçêà [0; g0] ìàþòü ìiñöå
ðiâíîñòi:

ν0(x) = g0, ν1(x) = −g1.

Theorem 5. Ïðè τ0 6= g0 ìíîæèíà M [τ0, τ1] = {x : ν0(x) = τ0, ν1(x) = τ1} ¹ ôðàêòàëüíîþ i ¨¨
ðîçìiðíiñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

α0(M [τ0, τ1]) =
ln τ τ00 τ

τ1
1

ln gτ00 |g1|τ1
.

Theorem 6. Íåõàé g = (g0, g1, g2), äå g0,−g1, g2 ∈ (0; 1), g0 > 0 < g2, q0 + q1 + q2 = 1. Íåïåðåðâíà
íiäå íå ìîíîòîííà ôóíêöiÿ f , îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

y = f(x) = f(∆3
α1α2...αn...) = δα1(x) +

∞∑
k=2

(δαk(x)

k−1∏
j=1

gαj(x)) = ∆G
α1α2...αn...,

δ0 = 0, δ1 = g0, δ2 = g0 + g1, ∆3
α1α2...αn... =

∞∑
n=1

3−4αn âñòàíîâëþ¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ

ìíîæèíè êàíòîðiâñüêîãî òèïó C[∆3, {0, 1}] ç ôðàêòàëüíîþ ðîçìiðíiñòþ Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à
log3 2 íà âiäðiçîê [0; g0].

Ó äîïîâiäi ïðîïîíóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè i iíøèõ òîïîëîãî-ìåòðè÷íèõ òà éìîâiðíiñíèõ çàäà÷, ùî
ñòîñóþòüñÿ öüîãî íîâîãî çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë
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