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Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê êà÷åñòâåííîìó èçó÷åíèþ äèíàìèêè ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñî-
áûõ òðàåêòîðèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ íà îáëàñòè ñ
ïðåäñêàçóåìûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé � ÿ÷ååê. Òàêîé âçãëÿä íà íåïðåðûâíûå äèíàìè÷åñêèå ñè-
ñòåìû âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêîé ðàáîòå À. À. Àíäðîíîâà è Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà [1], îïóáëèêîâàííîé
â 1937 ãîäó. Â ýòîé ñòàòüå îíè ðàññìîòðåëè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = v(x), (1)

ãäå v(x) ýòî C1-âåêòîðíîå ïîëå íà 2-äèñêå, îãðàíè÷åííîì êðèâîé áåç êîíòàêòà íà ïëîñêîñòè, è
íàøëè êðèòåðèé ãðóáîñòè ñèñòåìû (1).
Áîëåå îáùèé êëàññ ïîòîêîâ íà 2-ñôåðå ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ Å. À. Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâîé

è À. Ã. Ìàéåðà [5, 6], ãäå òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ïîòîêîâ òîæå áûëà îñíîâàíà íà
ðàçáèåíèè íà ÿ÷åéêè, ïîñêîëüêó îïèñàíèå èõ òèïîâ è âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ (ñõåìà Ëåîíòîâè÷-
Ìàéåðà) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò êà÷åñòâåííîå ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà òðàåêòîðèè.
Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ â îáîáùåíèè ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ îðèåíòèðóåìûõ
ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íîâîãî òèïà äâèæåíèÿ � íåçàìêíóòàÿ
ðåêóððåíòíàÿ òðàåêòîðèÿ. Îòñóòñòâèå òàêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ãðóáûõ ïîòîêîâ áåç îñîáåííîñòåé íà
2-òîðå áûëà äîêàçàíà À.Ã. Ìàéåðîì [7] â 1939 ãîäó è ïîçæå M. Ïåéøîòî [10, 11] äëÿ ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ëþáîãî ðîäà. Â 1971 â ðàáîòå [12] Ì. Ïåéøîòî îáîáùèë
ñõåìó Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ
è ïîëó÷èë òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ïîòîêîâ, îïÿòü-òàêè èçó÷èâ âñå äîïóñòèìûå
ÿ÷åéêè äëÿ íèõ è ââåäÿ êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, îáîáùàþùèé ñõåìó
Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà.
Â 1976 ãîäó Ä. Íåéìàíîì è Ò. Î'Áðàéåíîì [8] íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ áûëè ðàññìîòðå-

íû òàê íàçûâàåìûå ðåãóëÿðíûå ïîòîêè � ïîòîêè áåç íåòðèâèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé,
êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ îïèñàííûå âûøå ïîòîêè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Îíè ââåëè ïîëíûé òîïî-
ëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ ðåãóëÿðíûõ ïîòîêîâ � îðáèòàëüíûé êîìïëåêñ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
èç ñåáÿ ïðîñòðàíñòâî îðáèò ïîòîêà, îñíàùåííîå íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé. Â 1998
ãîäó À.À. Îøåìêîâ è Â.Â. Øàðêî [9] ââåëè íîâûé èíâàðèàíò äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà íà ïîâåðõíîñòÿõ
� òðåõöâåòíûé ãðàô. Â òîé æå ðàáîòå îíè ïîëó÷èëè ïîëíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ
ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ â òåðìèíàõ àòîìîâ è ìîëåêóë, ââåä¼íûõ â ðàáîòå À.Â.
Áîëñèíîâà, Ñ.Â. Ìàòâååâà, À.Ò. Ôîìåíêî [2].
Ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå (ãðóáûå) ïîòîêè íà ïîâåðõíîñòÿõ èìåþò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî îñî-

áûõ òî÷åê è êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãèïåðáîëè÷íà; êðîìå
òîãî òàêèå ïîòîêè íå èìåþò òðàåêòîðèé, ñîåäèíÿþùèõ ñ¼äëà. Íàðóøåíèå ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ
ïðèâîäèò ê Ω-óñòîé÷èâûì ïîòîêàì íà ïîâåðõíîñòÿõ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-
âûìè. Îäíàêî, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ïîòîêîâ òàêæå ñâîäèòñÿ ê êîìáèíàòîðíîìó
ðåøåíèþ. Ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèãðàô.
Íåñóùàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà òàê íàçûâàåìûå ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè óäàëåíèåì èç ïî-

âåðõíîñòè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîæåñòâà è åñòü ýëåìåí-
òàðíàÿ îáëàñòü. Îáëàñòè ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà òèïû â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ, ñåäëîâûõ òî÷åê è ýëåìåíòîâ íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà â öåëîì. Çàòåì êàæäîé
îáëàñòè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíà ãðàôà, à ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè � ðåáðî, íàïðàâëåííîå
â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ òðàåêòîðèé ÷åðåç ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Âåðøèíà,
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ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòè, ñîäåðæàùåé ñåäëîâûå òî÷êè, îñíàùàåòñÿ ÷åòûð¼õöâåòíûì ìóëüòè-

ãðàôîì, ÿâëÿþùèìñÿ îáîáùåíèåì òð¼õöâåòíîãî ãðàôà Îøåìêîâà-Øàðêî [9], à âåðøèíà, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ îáëàñòè, íå ñîäåðæàùåé ýëåìåíòîâ íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, îñíàùàåòñÿ âåñîì

�+� èëè �−� â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîé îðèåíòàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â îáëàñòÿõ, ïðèëåãàþ-
ùèõ ê ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Äàëåå, ð¼áðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè
ñ ñåäëîâûìè òî÷êàìè, îñíàùàþòñÿ ñïåöèàëüíûìè îðèåíòèðîâàííûìè öèêëàìè ÷åòûð¼õöâåòíî-
ãî ìóëüòèãðàôà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñìîæåì ïîòîì ðàñïîçíàòü îðèåíòàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ
ïîòîêà (ñì. Ðèñóíîê 0.1).

Ðèñ. 0.1. Ïîñòðîåíèå ãðàô îìåãà-óñòîé÷èâîãî ïîòîêà

Òåîðåìà 1. Êëàññ èçîìîðôíîñòè îñíàùåííîãî ãðàôà îìåãà-óñòîé÷èâîãî ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Êàæäûé êëàññà èçîìîðôíîñòè äîïóñòèìîãî îñíàùåííîãî

ãðàôà ðåàëèçóåòñÿ îìåãà-óñòîé÷èâûì ïîòîêîì íà ïîâåðõíîñòè.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôíîñòè ãðàôîâ (â êàêîì-
íèáóäü êëàññå ãðàôîâ) ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè âðåìÿ åãî ðàáîòû îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì
ïîëèíîìîì îò äëèíû çàäàíèÿ âõîäíîé èíôîðìàöèè. Òàêîå îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíîé ðàçðåøè-
ìîñòè âîñõîäèò ê À. Êîáõýìó [3]. Ñòàíäàðòîì òðóäíîðåøàåìîñòè ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîòà çàäà÷è
[4]. Ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà ãðàôîâ íå èçâåñòåí äî ñèõ ïîð,
ò.å. â êëàññå âñåõ ãðàôîâ äëÿ ýòîé çàäà÷è íå äîêàçàíà íè ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, íè
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NP-ïîëíîòà. À.À. Îøåìêîâ è Â.Â. Øàðêî [9] îïèñàëè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôíîñòè
ãðàôîâ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, êîòîðûé, îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, òî åñòü âðåìÿ åãî
ðàáîòû íå îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò äëèíû çàäàíèÿ âõîäíîé èíôîðìàöèè. Âìåñòå ñ
òåì, ìíîãîöâåòíûå ãðàôû íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè îáùåãî âèäà, ïîñêîëüêó îíè âëîæèìû â íåñóùóþ
ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì îìåãà-óñòîé÷èâûå ïîòîêè. Èñïîëüçóÿ ýòîò
ôàêò, äëÿ îìåãà-óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ óäàëîñü ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì.

Òåîðåìà 2. Èçîìîðôèçì îñíàù¼ííûõ ãðàôîâ îìåãà-óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ ìîæåò áûòü ðàñïî-

çíàí çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îðèåíòèðóåìîñòü íåñóùåé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü ïðîâå-

ðåíà çà ëèíåéíîå âðåìÿ è ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà çà

êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ñîàâòîðñòâå ñ Â.Å. Êðóãëîâûì è Ä.Ñ. Ìàëûøå-
âûì ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 17-11-01041).
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