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Ãåîìåòðè÷íi çàñîáè äîïîìàãàþòü âèâ÷àòè çáiæíi òà ðîçáiæíi ÷èñëîâi ðÿäè, ¨õ øâèäêiñòü çáiæíî-
ñòi i "ðîçïîäië"ñóì ïiäðÿäiâ íà ÷èñëîâié ïðÿìié. À öå äîçâîëÿ¹ âëàñòèâîñòi ðÿäiâ iíòåïðåòóâàòè
ó òîïîëîãî-ìåòðè÷íèõ òåðìiíàõ, , à òàêîæ â òåðìiíàõ òåîði¨ ôðàêòàëiâ (ôðàêòàëüíî¨ ãåîìåòði¨
òà ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó). Ïî÷àòêîì äîñëiäæåíü â ãàëóçi ãåîìåòði¨ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ ¹ ðîáîòà Êà-
êåÿ [1]. Ç öèõ ïið òåîðiÿ ñóòò¹âî çáàãàòèëàñü i ñüîãîäíi ìàãiñòðàëüíèìè íàïðÿìàìè ¨¨ ðîçâèòêó
ñëiä ââàæàòè:

1) ïîøóê êðèòåði¨â íiäå íå ùiëüíîñòi, íóëü-ìiðíîñòi òà êàíòîðâàëüíîñòi [4];
2) âñòàíîâëåííÿ ôðàêòàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ìíîæèí ïiäñóì àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ [2, 5];
3) âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé àðèôìåòè÷íèõ ñóì (ñêií÷åííèõ òà íåñêií÷åííèõ) ÷èñëîâèõ ìíî-

æèí [2], à òàêîæ
4) çíàõîäæåííÿ çàñòîñóâàíü òîïîëîãî-ìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ðÿäiâ i òåîði¨ ðîçïîäiëiâ âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí (íåñêií÷åííi çãîðòêè Áåðíóëëi) òà éìîâiðíiñíié òåîði¨ ÷èñåë [4].

Îçíà÷åííÿ 1. Íåïîâíîþ ñóìîþ (ïiäñóìîþ) çàäàíîãî çáiæíîãî ÷èñëîâîãî ðÿäó
∞∑
n=1

un = u1 + u2 + ...+ un + ... . (1)

çàëåæíîþ âiä ìíîæèíè M ⊂ N, íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

x = x(M) =
∑

n∈M⊂N
un =

∞∑
n=1

unεn, äå εn =

{
1, ÿêùî n ∈M,
0, ÿêùî n /∈M.

Îçíà÷åííÿ 2. Ìíîæèíîþ (âñiõ) íåïîâíèõ ñóì (ìíîæèíîþ ïiäñóì) ðÿäó (1) íàçèâà¹òüñÿ ìíî-
æèíà

E(un) =

{
x : x =

∞∑
n=1

εnun, (εn) ∈ A∞, A = {0, 1}

}
.

Äîáðå âiäîìî, ùî ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì ðÿäó ¹ êîíòèíóàëüíîþ, äîñêîíàëîþ ìíîæèíîþ îäíîãî
ç íàñòóïíèõ òîïîëîãi÷íèõ òèïiâ:

1) ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ;
2) ãîìåîìîðôíîþ ìíîæèíi Êàíòîðà (äîäàòíî¨ àáî íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà);
3) êàíòîðâàëîì � ìíîæèíîþ ãîìåîìîðôíîþ ìíîæèíi íåïîâíèõ ñóì ðÿäó
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ÿêà ¹ ñïåöèôi÷íèì îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ i íiäå íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè. Íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè
íàëåæíîñòi êîæíîìó ç äâîõ îñòàííiõ òèïiâ ñüîãîäíi íåâiäîìi, õî÷à âiäîìi äåÿêi äîñòàòíi óìîâè.
Äëÿ îêðåìèõ âóçüêèõ êëàñiâ ðÿäiâ êðèòåði¨ òàêîæ ¹ âiäîìèìè.

Çàóâàæèìî, ùî ðÿä (2) ¹ ðåçóëüòàòîì äîäàâàííÿ äâîõ ðÿäiâ, ÿêi ¹ ñóìàìè âñiõ ÷ëåíiâ íåñêií÷åí-
íî ñïàäíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ïðîãðåñié. �õ ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ïðîñòî âèðàæàþòüñÿ ó òåðìiíàõ
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÷åòâiðêîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë, à ñàìå:

E′
(

3

4n

)
= {x : x =

∞∑
n=1

αn
4n
≡ ∆4

α1α2...αn..., αn ∈ {0, 3}},

E′′
(

2

4n

)
= {x : x =

∞∑
n=1

αn
4n
≡ ∆4

α1α2...αn..., αn ∈ {0, 2}}.

Äëÿ àðèôìåòè÷íî¨ ñóìè öèõ ìíîæèí âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

E′
(

3

4n

)
⊕ E′′

(
2

4n

)
= E

(
3

42k−1
+

2

42k

)
.

Îá'¹êòîì íàøîãî ðîçãëÿäó ¹ ñòðóêòóðíi òà òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè íåïîâíèõ
ñóì ðÿäó (2) i ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ξ =
3η1
4

+
2η2
4

+
3η3
42

+
2η4
42

+ ...+
3η2k−1

4k
+

2η2k
4k

+ ... =

∞∑
n=1

τn
4k
, (3)

äå (ηk) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü 0 òà 1 ç éìî-
âiðíîñòÿìè p

′
0k òà p

′
1k âiäïîâiäíî. Òîäi (τk) � ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi íàáóâàþòü

çíà÷åíü 0, 2, 3, 5 âiäïîâiäíî ç éìîâiðíîñòÿìè:

p0k = p
′
0,2k−1 · p

′
0,2k, p2k = p

′
0,2k−1 · p

′
1,2k, p3k = p

′
1,2k−1 · p

′
0,2k, p5k = p

′
1,2k−1 · p

′
1,2k.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàëåæèòü äî êëàñó íåñêií÷åííèõ çãîðòîê Áåð-
íóëëi, âèâ÷åííÿ ÿêèõ âåäåòüñÿ áiëüøå ñòà ðîêiâ i ÷èìàëî ïðîáëåì, ç íèìè ïîâ'ÿçàíèõ, äî öèõ ïið
÷åêàþòü íà ñâî¹ âèðiøåííÿ [4].

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ çà ôîðìîþ ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷íîþ, ïðåäñòàâ-
ëåíîþ ÷åòâiðêîâèì ðîçêëàäîì (â ÷åòâiðêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ) ç íåñòàíäàðòíèì íàáîðîì öèôð
{0, 2, 3, 5} ≡ A∗, ÿêi ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè.

Ñèìåòði¨ àëôàâiòó A∗ â çíà÷íié ìiði iíäóêóþòü ñòðóêòóðíi âëàñòèâîñòi ñïåêòðà Sξ (ìíîæèíè
òî÷îê ðîñòó ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Fξ, ùî ðiâíîñèëüíî ìiíiìàëüíîãî çàìêíåíîãî íîñiÿ ðîçïîäiëó).

Ïðîïîíóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ëåáåãiâñüêî¨ ñòðóêòóðè ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
ξ (âìiñò äèñêðåòíî¨, àáñîëþòíî íåïåðåðâíî¨ òà ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíî¨ êîìïîíåíò); àâòîìîäåëü-
íèõ âëàñòèâîñòåé ñïåêòðà ðîçïîäiëó; ïîâåäiíêè ìîäóëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨, òîáòî çíà÷åííÿ

Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)|, äå fξ(t) = Meitξ =

∞∏
n=1

(p0n + p2ne
it2
4n + p3ne

it3
4n + p5ne

it5
4n );

àâòîçãîðòîê ðîçïîäiëó òîùî.

Òåîðåìà 3. Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ìà¹ ÷èñòèé ëåáåãiâñüêèé òèï, ïðè÷îìó ¹
1) ÷èñòî äèñêðåòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

M =
∞∏
n=1

max
i∈A∗
{pin} > 0; (4)

2) ÷èñòî ñèíãóëÿðíèì, ÿêùî M = 0 i p2n · p3n = 0 ∀n ∈ N;
3) àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî p0n = p2n = p3n = p5n = 1

4 ∀n ∈ N.

Êðiì âêàçàíèõ îá'¹êòiâ äîñëiäæåííÿ ó äîïîâiäi ðîçãëÿäà¹òüñÿ iíøi ÷èñëîâi ðÿäè, ùî âîëîäiþòü
ïåâíèìè âëàñòèâîñòÿìè îäíîðiäíîñòi, ¨õ ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì òà ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ ïiäñóì
íåçàëåæíèìè äîäàíêàìè àáî æ òàêèìè, ùî ìàþòü ìàðêîâñüêó çàëåæíiñòü.
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