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Áóäåìî ðîçãëÿäàòè n-âèìiðíèé ãiïåðêîìïëåêñíèé ïðîñòið Hn, n = 1, 2, . . . , ùî ¹ ïðÿìèì äîáó-
òêîì n êîïié òiëà êâàòåðíiîíiâ H (H1 := H).

Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiÿ f : Hn → H íàçèâà¹òüñÿ áàãàòîçíà÷íîþ, ÿêùî îáðàçîì òî÷êè x ∈ Hn ¹
ìíîæèíà f(x) ∈ H.

Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç

Ef := {x ∈ Hn : iñíó¹ y ∈ H, y = f(x)}.

Îçíà÷åííÿ 2. Áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ f : Ef → H íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî îïóêëîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëü-
íî¨ ïàðè òî÷îê (x0, y0) ∈ Hn+1 \ Γ(f) iñíó¹ àôiííà ôóíêöiÿ l, òàêà, ùî y0 = l(x0) i l(x)

⋂
f(x) = ∅

äëÿ âñiõ x ∈ Hn, äå ÷åðåç Γ(f) ïîçíà÷åíî ãðàôiê ôóíêöi¨ f .

Îçíà÷åííÿ 3. Ëiíiéíî óãíóòîþ ôóíêöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ òàêà áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ f , äëÿ ÿêî¨
ôóíêöiÿ ϕ = H \ f �ëiíiéíî îïóêëà.

Îçíà÷åííÿ 4. Áàãàòîçíà÷íîþ àôiííîþ ôóíêöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, ëiíiéíî îïóêëà i ëiíiéíî
óãíóòà îäíî÷àñíî, äëÿ ÿêî¨ çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà x ∈ Hn, â ÿêié êîæíà ç ìíîæèí
f(x) ∩H, (f(x) \H) ¹ íåïîðîæíüîþ.

Îçíà÷åííÿ 5. Ôóíêöi¹þ, ñïðÿæåíîþ ç f , íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

f∗(y) = Ho \
⋃
x

(〈x, y〉 − f(x)). (1)

Çíàéäåìî ôóíêöiþ, ñïðÿæåíó äî ôóíêöié f∗(x).

f∗∗(x) = (f∗)∗(x) = Ho \
⋃
y

(〈x, y〉 − f∗(y)).

Ïðèêëàä 6. Ñïðÿæåíîþ ç áàãàòîçíà÷íîþ àôiííîþ ôóíêöi¹þ f(x) = 〈x, y0〉 + f(Θ), äå f(Θ)�
ìíîæèíà, ¹ ôóíêöiÿ

f∗(y) = Ho \
⋃
x

(〈x, y〉 − 〈x, y0〉 − f(Θ)) = Ho \
⋃
x

(〈x, y − y0〉 − f(Θ)) =

=

{
Ho \ (−f(Θ)), ÿêùî y = y0,

∞, ÿêùî y 6= y0.

Òåîðåìà 7. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f : Hn → H ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ f ⊂ f∗∗.

Îçíà÷åííÿ 8. Áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ f : Hn → H íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ (âiäïîâiäíî, çàìêíåíîþ
÷è êîìïàêòíîþ), êîëè ¨¨ ãðàôiê ¹ âiäêðèòîþ (âiäïîâiäíî, çàìêíåíîþ ÷è êîìïàêòíîþ) ìíîæèíîþ
â Hn+1.

Òåîðåìà 9. Ôóíêöiÿ, ñïðÿæåíà äî âiäêðèòî¨ ôóíêöi¨, áóäå çàìêíåíîþ òà ëiíiéíî îïóêëîþ.

Îçíà÷åííÿ 10. Ëiíiéíî îïóêëà ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ âëàñíîþ, ÿêùî õî÷à á äëÿ îäíîãî x âèêî-
íó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ: f(x)

⋂
H 6= ∅ i äëÿ âñiõ x ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü: H \ f(x) 6= ∅.
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Òåîðåìà 11. Íåõàé f � âëàñíà ëiíiéíî îïóêëà ôóíêöiÿ. Òîäi f∗� âëàñíà ôóíêöiÿ.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ãiïåðêîìïëåêñíèèì àíàëîãîì òåîðåìè Ôåíõåëÿ-Ìîðî.

Òåîðåìà 12. Íåõàé áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ f : Hn → H òàêà, ùî H \ f(x) 6= ∅ äëÿ âñiõ x ∈ Hn.
Òîäi f∗∗ = f òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f ¹ ëiíiéíî îïóêëîþ.

Îçíà÷åííÿ 13. Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ, ÿêùî f(λx) = λf(x) äëÿ âñiõ ñêàëÿðiâ
λ ∈ H \ 0.

Îçíà÷åííÿ 14. Ôóíêöiÿ

WE(y) = Ho \
⋃
x∈E
〈x, y〉

íàçèâà¹òüñÿ îïîðíîþ ôóíêöi¹þ ìíîæèíè E ⊂ Hn.

Òåîðåìà 15. Íåõàé f : Hn \Θ → H ¹ âëàñíîþ ëiíiéíîþ îïóêëîþ îäíîðiäíîþ ôóíêöi¹þ i f(Θ) =
Ho \ 0. Òîäi f ¹ îïîðíîþ ôóíêöi¹þ äåÿêî¨ ìíîæèíè.

Íàñëiäîê 16. ßêùî îäíîðiäíà ëiíiéíî îïóêëà ôóíêöiÿ f : Hn \ Θ → H ¹ âiäìiííîþ âiä àôiííî¨,
òî

f∗(y) = δ(y|Ef∗).

Òåîðåìà 17. ßêùî f : Hn \Θ→ H� îäíîðiäíà ëiíiéíî îïóêëà ôóíêöiÿ, âiäìiííà âiä àôiííî¨, òî

f(x) = Ho \
⋃

y∈Ef∗

〈x, y〉.

Îçíà÷åííÿ 18. Íåõàé fα : Hn → H, α ∈ A, ¹ áàãàòîçíà÷íèìè ôóíêöiÿìè. Ôóíêöiþ

(
⋃
α

fα)(x) :=
⋃
α

fα(x)

íàçâåìî îá'¹äíàííÿì ôóíêöié fα, à

(
⋂
α

fα)(x) :=
⋂
α

fα(x)

� ¨õ ïåðåòèíîì.

Äëÿ ñïðÿæåíèõ ôóíêöié ìà¹ ìiñöå òåîðåìà äâî¨ñòîñòi.

Òåîðåìà 19. Íåõàé fα : Hn → H, α ∈ A, ¹ áàãàòîçíà÷íèìè ôóíêöiÿìè. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü (⋃

α

fα

)∗
=
⋂
α

f∗α.
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