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Ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ĥ3 ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî íà ãè-
ïåðñôåðå âåùåñòâåííîãî ðàäèóñà ñ îòîæäåñòâëåííûìè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷-
êàìè â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R4

1. Íî áîëüøèé èíòåðåñ, íà íàø âçãëÿä, ïðåäñòàâëÿåò

èíòåðïðåòàöèÿ ïðîñòðàíñòâà Ĥ3 â ïðîåêòèâíîé ñõåìå Êýëè-Êëåéíà, ïîñêîëüêó îíà ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìíûõ ÷àñòèö [1]. Â ïðîåêòèâíîé ìîäåëè ïðîñòðàí-

ñòâî Ĥ3 ðåàëèçîâàíî íà èäåàëüíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî Λ3. Ïðîñòðàíñòâà Ĥ3 è Λ3

ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè ðàñøèðåííîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà H3, ïîíèìàåìî-
ãî êàê ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P3 ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îâàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ, íàçûâàåìîé

àáñîëþòîì ïðîñòðàíñòâ Ĥ3, Λ3 è H3 [2]. Íàïîìíèì, ÷òî îâàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà P3 íàçûâàþò íåâûðîæäåííóþ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû 2, [3]. Ïðî-

ñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî ðåàëèçóåòñÿ íà âíóòðåííåé, à ïðîñòðàíñòâî Ĥ3 �íà âíåøíåé îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà P3 îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà.

Âñå ïðÿìûå ïðîñòðàíñòâà Ĥ3 â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà è ïðèðîäû îáùèõ ñ àáñîëþòîì òî-
÷åê îáðàçóþò òðè òèïà [4]. Ýëëèïòè÷åñêèå (ãèïåðáîëè÷åñêèå) ïðÿìûå ïåðåñåêàþò àáñîëþò â äâóõ
ìíèìî ñîïðÿæåííûõ (âåùåñòâåííûõ) òî÷êàõ. Ïàðàáîëè÷åñêèå ïðÿìûå êàñàþòñÿ àáñîëþòà è ÿâ-

ëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè â ïðîñòðàíñòâå Ĥ3. Âñå ïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâà Ĥ3 â çàâèñèìîñòè îò òèïà
ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ñ àáñîëþòîì îáðàçóþò òàêæå òðè òèïà [4]. Ýëëèïòè÷åñêèå ïëîñêîñòè ïåðåñå-
êàþò àáñîëþòíóþ ïîâåðõíîñòü ïî íóëåâîé ëèíèè [3]. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè ïîëîæèòåëüíîé

êðèâèçíû (ñì., íàïðèìåð, [5], [6]) èìåþò ñ àáñîëþòîì îáùóþ îâàëüíóþ ëèíèþ è ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé âíåøíèå îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà êîìïîíåíòû ðàñøèðåííûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé.
Êîåâêëèäîâû ïëîñêîñòè (ñì., íàïðèìåð, [7], [8]) ïåðåñåêàþò àáñîëþò ïî âûðîæäåííîé ëèíèè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà� ïàðå ìíèìî ñîïðÿæåííûõ ïðÿìûõ.

Ïðèìåíÿÿ ñõåìó ðàáîòû [9], îïðåäåëÿåì â ïðîñòðàíñòâå Ĥ3 ïîíÿòèå îáúåìà ôèãóðû ÷åðåç ïðî-

åêòèâíûå èíâàðèàíòû ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, îáùåé äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ĥ3,

Λ3 è H3. Ðàññìàòðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå Ĥ3 ðàçëè÷íûå îðòîãîíàëüíûå êðèâîëèíåéíûå ñèñòåìû
êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì ýëåìåíòû îáúåìà è ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìîâ òåòðàýäðîâ, ãðàíè
êîòîðûõ íå ëåæàò â êîåâêëèäîâûõ ïëîñêîñòÿõ, è ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõ-
íîñòÿìè. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ôîðìóëû äëÿ òðåõ èç èññëåäîâàííûõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì.

Ñèñòåìà êîîðäèíàò C1 ïåðâîãî òèïà îïðåäåëåíà ïîëíûì ôëàãîì ïðîñòðàíñòâà Ĥ3 ñ ýëëèïòè÷å-
ñêîé îñüþ è ýëëèïòè÷åñêîé áàçîâîé ïëîñêîñòüþ. Ïàðàìåòðèçàöèÿ â ñèñòåìå C1 çàäàíà ôîðìóëàìè

x̄1 = ρ cosu cos v coshw, x̄2 = ρ sinu cos v coshw, x̄3 = ρ sin v coshw, x̄4 = ρ sinhw,

ãäå |u| ∈ [0, π), |v| ∈ [0, π), |w| ∈ R+,

óñòàíàâëèâàþùèìè çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò (x̄1 : x̄2 : x̄3) òî÷åê ïðî-

ñòðàíñòâà Ĥ3 â ïðèñîåäèíåííîì êàíîíè÷åñêîì ðåïåðå R∗ ïåðâîãî òèïà îò êðèâîëèíåéíûõ êî-
îðäèíàò (u, v, w) òî÷åê â ñèñòåìå C1. Ýëåìåíò îáúåìà â ñèñòåìå C1 çàäàí ôîðìóëîé

dV = ρ3 cos v cosh2w dudv dw.

Ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò C2,E è C2,H âòîðîãî òèïà â ïðîñòðàíñòâå

Ĥ3 îïðåäåëåíû ïîëíûìè ôëàãàìè ñ ýëëèïòè÷åñêîé îñüþ è ãèïåðáîëè÷åñêîé áàçîâîé ïëîñêîñòüþ.
Ñèñòåìà C2,E çàäàåò ïàðàìåòðèçàöèþ âíóòðè, à ñèñòåìà C2,H � âíå ñâåòîâîãî êîíóñà ñ âåðøèíîé â
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ïîëþñå áàçîâîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà. Ôîðìóëû ïàðàìåòðèçàöèè è ýëåìåíòû îáúåìà
â ñèñòåìàõ C2,E è C2,H èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä:

C2,E : x̄1 = ρ cosu cosh v cosw, x̄2 = ρ sinu cosh v cosw, x̄3 = ρ sinw, x̄4 = ρ sinh v cosw,

ãäå |u| ∈ [0, π), |v| ∈ R+, |w| ∈ [0, π);

C2,H : x̄1 = ρ cosu sinh v sinhw, x̄2 = ρ sinu sinh v sinhw, x̄3 = ρ coshw, x̄4 = ρ cosh v sinhw,

ãäå |u| ∈ [0, π), |v| ∈ R+, |w| ∈ R+;

C2,E : dV = ρ3 cosh v cos2w dudv dw; C2,H : dV = ρ3 sinh v sinh2w dudv dw.

Êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè â ñèñòåìàõ C1, C2,E è C2,H ñëåäóþùèå: ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-
íèè êîîðäèíàòû u� ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèå ïðÿìóþ, ïîëÿðíóþ ê áàçîâîé îñè
ñèñòåìû îòíîñòåëüíî àáñîëþòà; ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè êîîðäèíàòû v�êðóãîâûå êîíóñû
ñ âåðøèíîé â àáñîëþòíîì ïîëþñå áàçîâîé ïëîñêîñòè; ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè êîîðäèíàòû

w� ñôåðû ïðîñòðàíñòâà Ĥ3 ñ öåíòðîì â àáñîëþòíîì ïîëþñå áàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåìû, ïðè÷åì
â ñèñòåìå C1 òàêèå êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè� ãèïåðñôåðû (èõ öåíòðû ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå
Ëîáà÷åâñêîãî), â ñèñòåìàõ C2,E , C2,H � ñîîòâåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ñôåðû.

Â îòëè÷èå îò ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, ïðîñòðàíñòâî Ĥ3 ñîäåðæèò êîíå÷íûå áèîðòîãîíàëü-
íûå òåòðàýäðû (îðòîñõåìû), ñîäåðæàùèå äâà ðåáðà íà âçàèìíî ïîëÿðíûõ îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà
ïðÿìûõ. Òàêèå òåòðàýäðû ìû íàçûâàåì ìîíîïîëÿðíûìè. Ôîðìóëà îáúåìà äëÿ ìîíîïîëÿðíîãî
òåòðàýäðà ïðèíèìàåò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä è àíàëîãè÷íà èçâåñòíîé ôîðìóëå ýëëèïòè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè:

V =
1

2
ρab,

ãäå ρ�ðàäèóñ êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà Ĥ3; a, b�äëèíû áàçèñíûõ ðåáåð, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþ-
ùèõ ìîíîïîëÿðíûé òåòðàýäð.
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