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Ïóñòü íàì äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà m

∆(x, u(m)) = 0 (1)

îò n íåçàâèñèìûõ îò x = (x1, x2, ..., xn) è q çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ u = (u1, u2, ..., uq), ñîäåðæàùåå
ïðîèçâîäíûå îò u ïî x äî ïîðÿäêà m, ãäå x = (x1, x2, ..., xn) ∈ X = Rn, u = (u1, u2, ..., uq) ∈ Rq.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðóïïà G ïðåîáðàçîâàíèé, äåéñòâóþùàÿ íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå M ïðî-
ñòðàíñòâà íåçàâèñèìûõ è çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ
ãðóïïîé ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (1) , åñëè äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ u = f(x) óðàâíåíèÿ (1) è äëÿ
g ∈ G òàêîãî, ÷òî îïðåäåëåíî g ◦G , òî ôóíêöèÿ ũ = g ◦G òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.

Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ çíàíèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â
òîì, ÷òî åñëè íàì èçâåñòíî ðåøåíèå u = f(x), òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ôóíêöèÿ ũ = g◦f
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G, òàê ÷òî ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü
ïîñòðîèòü öåëîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé, ïîäâåðãàÿ èçâåñòíîå ðåøåíèå äåéñòâèþ âñåâîçìîæíûõ ýëå-
ìåíòîâ ãðóïïû.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé "ïðîäîëæèì"îñíîâíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëÿþùåå

íåçàâèñèìûå è çàâèñèìûå ïåðåìåííûå, äî ïðîñòðàíñòâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî òàêæå âñå ðàçëè÷-
íûå ÷àñòíûå ïðîèç-âîäíûå, âñòðå÷àþùèåñÿ â óðàâíåíèè. Äëÿ äàííîé ãëàäêîé ôóíêöèè u = f(x),
èìååòñÿ èíäóöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ um = prmf(x), íàçûâàåìàÿ −m ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f(x),
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè uαj = ∂jf

α(x), ãäå ∂jf
α(x) ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà α ôóíêöèè

u = f(x) .

Òåïåðü ìû ìîæåì çàìåíèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ∆(x, u(m)) = 0 àëãåáðàè÷åñêèì óðàâ-
íåíèåì, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ îáðàùåíèåì â íóëü ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ
óðàâíåíèÿ ∆(x, u(m)) = 0, îïðåäåëåííîé íà X ×Um . Ãëàäêîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ ∆(x, u(m)) = 0 - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ u = f(x) òàêàÿ, ÷òî ∆(x, pr(m)u) = 0 . Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ôóíêöèÿ u = f(x) è åå ïðîèçâîäíûå uαj = ∂jf

α äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü àëãåáðàè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ

F (x, t, pr(m)u(x)) = 0 (2)

Ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ èíôèíèòåçèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû ñèììåòðèé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé îïèñàíà â ðàáîòå [5].Ýòî ïðîöåäóðà èñïîëüçóåò ïðîäîëæåíèÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû
ñèììåòðèé íà ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî. Èíôèíèòåçèìàëüíûå îáðàçóþùèå ïðîäîëæåíèÿ äåé-
ñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè èíôèíèòåçèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû
ñèììåòðèé îñíîâíîãî ïðîñòðàíòñâà. Ýòó ñõåìó èñïîëüçóåì äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé
îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîäíîñòè.
Ðàññìîòðèì êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì íåëèíåéíîñòè k(u),

êîòîðîå îïèñûâàåò ïðîöåññ ïåðåíîñà òåïëà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé è
äîïîëíèòåëüíûå èñòî÷íèêè èëè ñòîêè ýíåðãèè â ñðåäå îòñóòñòâóþò:

ut = (k(u)ux)x (3)
1



2

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àé,êîãäà êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè k(u) ÿâ-
ëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû u. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò,÷òî êîýôôèöèåíò òåï-
ëîïðîâîäíîñòè â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü îïèñàí ñòå-
ïåííîé ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû ( [1]-[6]), ò. å. èìååò âèä k = uσ .
Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé k(u) = u.

Òåîðåìà 2. Àëãåáðà Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû ñèììåòðèé óðàâíåèÿ (1.3)
ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíîé àëãåáðîé Ëè,ïîðîæäåííîé âåêòîðíûìè ïîëÿìè:

X1 =
∂

∂t
,X2 =

∂

∂x
,X3 = 2t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå (ñëó÷àé a = 0 )

X = d
∂

∂t
+ b

∂

∂x
.

Ýòî âåêòîðíîå ïîëå ïîðîæäàåò ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

(t, x, u)→ (t+ ds, x+ bs, u).

Ôóíêöèÿ F (t, x) = bt−dx ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé â ñèëó òîãî, ÷òî X(F ) = 0.
Ïîýòîìó åñëè ξ = bt − dx, b = d2,òî ôóíêöèÿ u(t, x) = v(ξ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.3),
ãäå v(ξ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

vv′′ + v′2 − v′ = 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a 6= 0.Òàê êàê X(ξ) = 0, ôóíêöèÿ

ξ =
x√
t

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæäåííûõ âåêòîðíûì ïîëåì

X = 2at
∂

∂t
+ ax

∂

∂x
.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå èùåì â âèäå:
u(t, x) = v(ξ)

ãäå ôóíöèÿ v(ξ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

vv′′ + v′2 +
ξ

2
v′ = 0. (4)
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