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Ó ðîáîòi Â. Ô. Êàãàíà [1, ðîçäië XIX] äåòàëüíî âèâ÷à¹òüñÿ ïîíÿòòÿ �ïðÿìîëiíiéíî¨ ðîçìiùå-
íîñòi�, àáî �ïðÿìîëiíiéíîãî îáðàçó� òî÷îê äîâiëüíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó [2, ñ. 527]. Ó ïðî-
äîâæåííÿ öèõ äîñëiäæåíü ïðîïîíó¹òüñÿ ââåñòè ïîíÿòòÿ �ïëîñêî¨ ðîçìiùåíîñòi� ìíîæèíè òî÷îê
ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ÿê àíàëîãà ïëîùèíè ó ãåîìåòði¨ Åâêëiäà. Ó àêñiîìàòèöi Ä. Ãiëüáåðòà òðè
ðiçíi òî÷êè âèçíà÷àþòü ¹äèíó ïëîùèíó [3 ñ. 3]. Äëÿ òîãî ùîá óíèêíóòè íåîáõiäíîñòi ââåäåííÿ
àêñiîì ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði, çà îçíàêó ïëîñêî¨ ðîçìiùåíîñòi ÷îòèðüîõ ðiçíèõ òî÷îê ïðîñòîðó
ìîæíà âèáðàòè óìîâó ðiâíîñòi íîëþ îá'¹ìó òåòðàåäðà, âåðøèíàìè ÿêîãî ¹ öi òî÷êè. Ïðè öüîìó
ëîãi÷íî âèêîðèñòàòè âiäîìó ôîðìóëó Þíãióñà îá'¹ìó òåòðàåäðà çà äîâæèíîþ óñiõ éîãî ðåáåð [4,
ñ. 99, 100]. Îäíàê, âèêîðèñòàííÿ öi¹¨ ôîðìóëè ïîâÿçàíå çi çíà÷íèìè àíàëiòè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿ-
ìè. Ó ðîáîòi [5] îòðèìàíî àíàëîã ôîðìóëè Þíãióñà, ó ÿêîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ îá'¹ìó òåòðàåäðà
âèêîðèñòîâóþòüñÿ êóòè ïðè îäíié iç éîãî âåðøèí. Iç öüîãî àíàëîãà ìîæíà îòðèìàòè äîñòàòíüî
ïðîñòó àíàëiòè÷íó óìîâó ïëîñêî¨ ðîçìiùåíîñòi òî÷îê. Ó ðàçi ïîòðåáè ïåðåâiðèòè iñíóâàííÿ òåòðà-
åäðà iç çàäàíèìè äîâæèíàìè ðåáåð, ìîæíà âèêîðèñòàòè ñïåöiàëüíèé êàëüêóëÿòîð, ðîçìiùåíèé
çà àäðåñîþ http://ksuonline.ksu.ks.ua/mod/resource/view.php?id=2645

Äëÿ ðåàëiçàöi¨ âêàçàíîãî âèùå ïiäõîäó ïîòðiáíî ââåñòè ïîíÿòòÿ êóòà ó äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði, ÿê óïîðÿäêîâàíî¨ òðiéêè åëåìåíòiâ öüîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé a, b i c - äîâiëüíi òî÷êè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, ρ). Óïîðÿäêîâàíó òðiéêó
(a, b, c) öèõ òî÷îê áóäåìî íàçèâàòè êóòîì ç âåðøèíîþ ó òî÷öi b, i ïîçíà÷àòè: ∠(a, b, c). Ïàðè òî÷îê
(a, b) i (b, c), ïðè öüîìó, áóäåìî íàçèâàòè ñòîðîíàìè êóòà.

Ó ÿêîñòi ÷èñëîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè êóòà ìîæíà âèáðàòè çíà÷åííÿ éîãî êîñèíóñà ó ãåîìåòði¨
Åâêëiäà, ÿê öå ïðîïîíóâàâ Î. Ä. Àëåêñàíäðîâ [6, ñ. 36].

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé a, b i c - äîâiëüíi òî÷êè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, ρ). Õàðàêòåðèñòèêîþ êóòà
∠(a, b, c), àáî êóòîâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ, áóäåìî íàçèâàòè äiéñíå ÷èñëî ϕ(a, b, c), ùî çíàõîäèòüñÿ
çà ôîðìóëîþ:

ϕ(a, b, c) =
ρ
2
(a, b) + ρ2(b, c)− ρ2(a, c)

2ρ(a, b)ρ(b, c)
. (1)

Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, ρ), ó ÿêîìó ââåäåíî ïîíÿòòÿ êóòà çà îçíà÷åííÿì 1, i éîãî õàðàêòåðè-
ñòèêó çà ôîðìóëîþ (1), áóäåìî ïîçíà÷àòè Π.
Iç îçíà÷åííÿ 2 ëåãêî îòðèìàòè îçíà÷åííÿ ïðÿìîëiíiéíî¨ ðîçìiùåíîñòi òðüîõ òî÷îê ïðîñòîðó Π.
Áóäåìî êàçàòè, ùî òî÷êè a, b, c ïðîñòîðó Π ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi, ÿêùî ϕ(a, b, c) = ±1. Ïðè

ϕ(a, b, c) = 1 êóò ∠(a, b, c) áóäåìî íàçèâàòè íóëüîâèì, à ïðè ϕ(a, b, c) = −1 - ðîçãîðíóòèì. ßêùî
æ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ϕ(a, b, c) = 0, òî êóò ∠(a, b, c) ïðèðîäíî íàçâàòè ïðÿìèì.
Äëÿ ðîçãîðíóòîãî êóòà ∠(a, b, c) ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ñóìiæíèõ êóòiâ.

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé òî÷êè a, b, c ïðîñòîðó Π ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi, ïðè÷îìó, êóò ∠(a, b, c) ¹
ðîçãîðíóòèì, à òî÷êà d öüîãî ïðîñòîðó òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ϕ(a, b, d) = −ϕ(c, b, d). Òîäi
êóòè ∠(a, b, d) i ∠(c, b, d) áóäåìî íàçèâàòè ñóìiæíèìè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çãàäàíó âèùå ôîðìóëó, îòðèìàíó ó ðîáîòi [5], ìîæíà äàòè íàñòóïíå îçíà÷åííÿ
ïëîñêî¨ ðîçìiùåíîñòi ÷îòèðüîõ òî÷îê ïðîñòîðó Π.
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Îçíà÷åííÿ 4. Áóäåìî êàçàòè, ùî òî÷êè a, b, c, d ïðîñòîðóΠ ïëîñêî ðîçìiùåíi, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü ∣∣∣∣∣∣

1 ϕ(a, b, c) ϕ(a, b, d)
ϕ(a, b, c) 1 ϕ(c, b, d)
ϕ(a, b, d) ϕ(c, b, d) 1

∣∣∣∣∣∣ = 0. (2)

Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè òî÷îê ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ïðèðîäíî äàòè íàñòóïíå îçíà÷åííÿ ¨¨ ïëî-
ñêî¨ ðîçìiùåíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 5. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà A òî÷îê ïðîñòîðó Π ïëîñêî ðîçìiùåíà, ÿêùî áóäü-
ÿêi ÷îòèðè ¨¨ òî÷êè ïëîñêî ðîçìiùåíi.

Iç îçíà÷åííÿ 4 ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíèé êðèòåðié ïëîñêî¨ ðîçìiùåíîñòi òî÷îê.

Òåîðåìà 6. Äëÿ òîãî ùîá òî÷êè a, b, c, d ïðîñòîðó Π áóëè ïëîñêî ðîçìiùåíi, íåîáõiäíî i äî-

ñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü

ϕ(a, b, c) = ϕ(a, b, d)ϕ(c, b, d)±
√

(1− ϕ2(a, b, d))(1− ϕ2(c, b, d)). (3)

Ó ãåîìåòði¨ Åâêëiäà ðiâíiñòü (3) ìà¹ ïðîñòå ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ: îäíà iç âåðøèíà òåòðàåäðà
çíàõîäèòüñÿ ó ïëîùèíi îñíîâè, ùî óòâîðåíà òðüîìà iíøèìè éîãî âåðøèíàìè. Ó öüîìó ëåãêî
âïåâíèòèñü ïîìiòèâøè, ùî ðiâíiñòü (3) ¹ àíàëîãîì ôîðìóë êîñèíóñà ñóìè àáî ðiçíèöi äâóõ êóòiâ.
Iç îçíà÷åííÿ 4 îòðèìó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ çðó÷íî áóäóâàòè ó ïðîñòîði

Π ïëîñêî ðîçìiùåíi ìíîæèíè òî÷îê.

Òåîðåìà 7. Íåõàé òî÷êè a, b, c ïðîñòîðó Π ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi, ïðè÷îìó, êóò ∠(a, b, c) ¹
ðîçãîðíóòèì.

Äëÿ òîãî, ùîá òî÷êè a, b, c, d öüîãî ïðîñòîðó áóëè ïëîñêî ðîçìiùåíi, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá êóòè ∠(a, b, d) i ∠(c, b, d) áóëè ñóìiæíèìè.

Iç îçíà÷åííÿ 4 îòðèìó¹òüñÿ òàêîæ íàñòóïíà òåîðåìà, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ ìîæíà ó äîâiëüíîìó
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði âñòàíîâèòè ñèñòåìó êîîðäèíàò ïî âiäíîøåííþ äî òðüîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê
öüîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 8. Íåõàé ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Π êóò ∠(a, b, c) ¹ ïðÿìèì. Äëÿ òîãî ùîá òî÷êè

a, b, c, d áóëè ïëîñêî ðîçìiùåíi ó öüîìó ïðîñòîði, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâ-

íiñòü ϕ2(a, b, d) + ϕ2(c, b, d) = 1.

Òàêèé ïiäõiä äîïóñêà¹ îêðåìi åëåìåíòè íååâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨ ó ïðîñòîði Π, ùî ïiäòâåðäæó¹-
òüñÿ êîíêðåòíèìè ïðèêëàäàìè.
Ó ïîäàëüøîìó ðîáîòó ñëiä ïðîäîâæèòè ó íàïðÿìi âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòi ïàðàëåëüíîãî ðîçìi-

ùåííÿ ìíîæèí òî÷îê äîâiëüíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, òà âñòàíîâëåííÿ ñïiââiäíîøåíü ìiæ ïî-
íÿòòÿìè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi i ïàðàëåëüíîñòi ìíîæèí òî÷îê ïðîñòîðó, àíàëîãi÷íèõ êëàñè÷íèì
ñïiââiäíîøåííÿì.

Ëiòåðàòóðà

[1] Â. Ô. Êàãàí. Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè. ×àñòü 2. Ì.-Ë.: Ãîñòåõèçäàò, 1956.
[2] Â. Ô. Êàãàí. Î÷åðêè ïî ãåîìåòðèè. Èçäàòåëüñòâî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, 1963.
[3] Äàâèä Ãèëüáåðò. Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè. Ïåòðîãðàä: Ñåÿòåëü, 1923.
[4] ß. Ï. Ïîíàðèí. Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ. ×àñòü 2. Ìîñêâà: ÌÖÍÌÎ, 2006.
[5] Â. I. Êóçüìè÷, Þ. Â. Êóçüìè÷. Àíàëîãè ôîðìóëèÞíãióñà îá'¹ìó òåòðàåäðà. Âiñíèê ×åðêàñüêîãî óíiâåðñèòåòó.

Ñåðiÿ: Ïåäàãîãi÷íi íàóêè, 36(249):55-64, 2012.
[6] À. Ä. Àëåêñàíäðîâ. Âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé. Ì.-Ë.: Ãîñòåõèçäàò, 1948.


