Lista 6

Espacos com produto interno

1. Sejamu = (1,2) e v = (—1, 1) no R2. Considerando neste espago o produto interno usual, determine
os vetores w € R? tais que (u, w) = —1 e (u,w) = —1.
2. Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano tais que ||v|| = ||u|| = 1 e ||u — v|| = 2. Ache (u,v).

3. Seja V um espago euclidiano e a norma ||u|| = \/(u, u). Mostre que ||u|| = ||v|| & (u+v,u—v) = 0.

4. Sejam u = (u1,uz) € v = (vy,vy) vetores em R?. Mostre que (u,v) = 4ujv; + 3ugvy define um
produto interno sobre R?. Calcule a norma de u = (1,2) em relagdo ao produto interno definido
nesse exercicio.

5. Sejam u = (z1,72) € v = (y1,y2) vetores em R? Para que valores de ¢ € R a fungio (u,v) =
2191 + tToys é um produto interno sobre R2.

6. Mostre que (A, B) = tr(BT A) define um produto interno sobre M(R). Calcule (A, B), ||Al], || B]|
se
01 10
=[] e leo)
Obs. Para A = (a;;) € M, (R), o trago de A ¢ definido por t7(A) := a1 + - - - + Gpp.

7. Encontre a distancia de u e v nos seguintes casos:

a) V = R* com o produto interno usual, u = (1,1,1,1), v = (0,0, 1, 1).
b) V = P»(R) com o produto interno (p(t), g(t)) = folp(t)g(t)dt,

u=1—t, wv=t>—t
¢) V = M,(R) com produto interno (A, B) = tr(AT B),
u:(l 2) U:(l 2)'
4 5 )7 2 3
Obs.: A distancia entre dois vetores u,v € V' é dada pela formula
d(u,v) :==|lu—v|.

8. Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz no R? (produto interno usual) para mostrar que, dados
ndmeros reais positivos ay, as, as, temos
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9.* Sejam a, b, c nimeros reais positivos satisfazendo a + b + ¢ = 1, mostre que
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Sejam a, b, c nimeros reais positivos, mostre que

1 1 1 9
2 + - >
a+b b+c c+a a+b+c
Dado o produto interno (u, v) no espago vetorial V', prove que
lw+ vl + [lu = v]l* = 2([Jul|* + [|v]|*)

para quaisquer u,v € V.

Ortogonalidade

Sejam V' = R3 com produto interno usual e

3 4 4 3
- 220 =(=,-,0 = (0,0,1).
U1 ( 5757 )7 V2 (5757 )7 U3 (7 ; )

Mostre que o conjunto S = {wvy,vs,v3} € ortonormal. Depois, obtenha as coordenadas de u em
relacdo a base S nos seguintes casos:

a) u=(1,-1,2).
b) u=(3,-7,4).
) u=(1/7,-3/7,5/7).

Seja V' = R? com o produto interno usual. Determinar um vetor u € V = R? ortogonal aos vetores
v1=(1,1,2),v5 = (5,1,3) e vg = (2, -2, —3).

Em cada um dos casos abaixo determine os valores de m para os quais u € v sdo ortogonais em V':

a) u=(I,m—2,m),v=(m—2,m,m+1)emV = R3 com o produto interno usual.

b) u(t) = mt? — 1, v(t) = t em V = P5(R), com o produto interno em 7) b).

Sejam u, v vetores de um espaco euclidiano. Sendo ||u|| = 3 e ||v|| = 5, determine m € R tal que
(u +muv,u —muv) = 0.

Sejam u, v vetores de um espacgo euclidiano. Entdo u e v sdo ortogonais se e somente se

|u+v]]* = |Jull®* + ||v|? (Teorema de Pitdgoras).

Processo de Gram-Schmidt. Projecao ortogonal

Consideremos as seguintes bases de R? e de R3:
a) B ={(3,4),(1,2)}.
b) B=1{(1,0,0),(0,1,1),(0,1,2)}.
¢) B= {(1’ 0, 1)7 (17 0, _1)7 (O’ 374)}
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Ortonormalizar essas bases pelo processo de Gram-Schmidt, segundo o produto interno usual de cada
espago.

Em relagdo ao produto interno usual, determinar uma base ortonormal dos seguintes subespacos
vetoriais de R:

a) §={(z,y,2) eR?|y — 22 =0}
b) S={(v,y,2) eR® |z +y+2z=0}

Seja V' = M,(R) com produto interno (A, B) = tr(BT A). Determine uma base ortonormal para

_ Ty SV
W—{(z t)‘x—l—y z O}CV.

Seja S = {(z,y, 2, —2x + 4y +52) | z,y, 2 € R} subespago de R* com o produto interno usual. Seja
A={(1,2,-1,1),(2,—1,2,2)} C S.

a) Ortonormalizar o conjunto A.

b) Completar o conjunto A de modo a transforma-lo numa base ortogonal de S.
Seja R3 munido do produto interno usual e B = {(1,2, —3), (2, —4,2)}. Determinar:

a) O subespago S gerado por B.
b) O subespago S+.

Seja R? munido do produto interno usual. Dados os subespacos:

Sy ={(z,y,2) ER*|x =2y +32 =0}, So={t(2,1,-1)|t € R}.
Determinar Si- e S
Determine a proje¢do ortogonal de u = (1, 1) sobre o sub-espago V' = [(1, 3)] do R?.

Determine a projecéo ortogonal de f(t) = 2t — 1 € P,(R) sobre o sub-espaco U = [t|, em relagdo
ao produto interno em 7) b).

Respostas

Espacos com produto interno

1.
2.

~ W

= o

w = (1/3,-2/3).
(u,v) = —1.

. Observe que (1 + v, u — v) = (u,u) — (u,v) + (v, ) — (v,0) = (u,u) — (u,u).
Nl = 4.

Lt>0

{4, B) =0, A = VL, ||B|| = 1.

@) d(u,v) = V2.



(b) d(u,v) = +/8/15.

(c) d(u,v) = 28.

8. Aplique a desigualdade de Cauchy—Schwarz para os vetores

uZ(\/a_lj\/a_%\/@)v U:(

9.

10. Aplique a desigualdade de Cauchy—Schwarz para os vetores

u=(a+bVb+c,Veta), v=(

11.
Ortogonalidade
12. (a) [u]s = (—7/5,1/5,2).
(b) [U}S = <_37/5’ _9/574)'
(C) [U}S = <_3/77 _1/77 5/7)

13. u=a(1,7,—4), a € R.

14. (a) m=1loum= —1.
(b) m = 2.

15. m =3/50um = —3/5.

16.

Processo de Gram-Schmidt. Projecao ortogonal

17. () {(3/5,4/5),(—4/5,3/5)}.
(b) {(17070)7(071/\/571/\/§)><07_1/\/§71/\/§)}
(©) {(1/\/57071/\/5)7(1/\/5707_1/\/5)7(07170)}'
18. (a) {(1,0,0), (0, 2/\/57 1/\/5)}
(b) {(1/\/57_1/\/57 0)7(_1/\/6’_1/\/67 2/\/6)}

19. A base ortonormal é {uy, ug, uz}, onde

(1) ()

20. (a) {F=(1,2,-1,1), =(2,-1,2,2)}.
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(b) Umadela: {(1,2,—1,1),(2,—-1,2,2),(44,4,5, —47)}.

21. (@) S={(z,9,2) eR® |z +y+2z=0}
(b) St ={(z,y,2) eR3} |z =y = 2}.

22. (a) S{ = {(x,—2x,3z) |z € R}.
(b) Sy ={(z,y,2) eR* |22 +y — 2 =0},

23. pro(u) = %(1,3).

24. pry(f(t)) = gt.



