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APPROXIMATION OF CAUCHY TYPE INTEGRALS

Approximation of analytical functions represented by Cauchy type integrals

in Jordan domain of complex plane is investigated. In this paper results

given in [1-3] have got their following development, modernization and

completeness. Importance of investigation of approximation by Taylor's

sums of functions analytical in disc is emphasized. In particular, asymptotic

equalities for upper bounds of deviation of Taylor's sums of on classes of ψ �

integrals of functions analytical in unit disc and continuous in its closing are

obtained. This equalities have become a generalization of well-known results

of S. B. Stechkin [4] on approximation of analytical in unit disc functions

with bounded r-th (r-natural) derivatives.

On the basis of results obtained for disc, point-by-point estimates of

deviations of partial sums of Faber's series on classes of ψ � integrals of

functions analytical in domains with rectifiable Jordan boundary are found.

It has been shown that this estimates in closed domain are sharp in the

meaning of order and sharp in the meaning of constants by main terms if

and only if when domain is Faber's domain.

Äîñëiäæóþòüñÿ íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, çàäàíèõ iíòåãðàëàìè

òèïó Êîøi â æîðäàíîâèõ îáëàñòÿõ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Â öié ðîáîòi



2

ðåçóëüòàòè, âèêëàäåíi â [1 � 3] çàçíàþòü ñâîãî ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó i

ìîäåðíiçàöi¨ òà íàáóâàþòü â ïåâíîìó ðîçóìiííi çàâåðøåíîñòi. Âàæëèâå

çíà÷åííÿ â ðîáîòi íàäà¹òüñÿ äîñëiäæåííþ íàáëèæåíü ñóìàìè Òåéëîðà

ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â êðóçi. Çîêðåìà, çíàõîäÿòüñÿ àñèìïòîòè÷íi ðiâ-

íîñòi äëÿ âåðõíiõ ãðàíåé âiäõèëåíü ñóì Òåéëîðà íà êëàñàõ ψ � iíòåãðàëiâ

ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi òà íåïåðåðâíèõ â éîãî çàìè-

êàííi. Öi ðiâíîñòi ñòàëè óçàãàëüíåííÿì âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ Ñ. Á. Ñò¹÷-

êiíà [4] ïðî íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi ôóíêöié ç îá-

ìåæåíèìè r-òèìè (r � íàòóðàëüíå) ïîõiäíèìè.

Íà îñíîâi ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ äëÿ êðóãà, çíàõîäÿòüñÿ ïîòî÷êîâi

îöiíêè âiäõèëåíü ÷àñòèííèõ ñóì ðÿäiâ Ôàáåðà íà êëàñàõ ψ � iíòåãðàëiâ

ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòÿõ çi ñïðÿìëþâàíèìè æîðäàíîâèìè ìåæà-

ìè. Ïîêàçàíî, ùî öi îöiíêè â çàìêíåíié îáëàñòi ¹ òî÷íèìè çà ïîðÿäêîì

i òî÷íèìè â ðîçóìiííi êîíñòàíò ïðè ãîëîâíèõ ÷ëåíàõ òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè îáëàñòü ¹ ôàáåðîâîþ.
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Îñíîâîé äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ èñëåäîâàíèÿ àâòîðîâ, èçëîæåííûå â

ðàáîòàõ [1 � 3]. Â ýòîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå íàõîäÿò

äàëüíåéøåå ðàçâèòèå è ìîäåðíèçàöèþ è ïðèîáðåòàþò â èçâåñòíîé ìå-

ðå çàêîí÷åííîñòü. Îäíèì èç ýëåìåíòîâ ìåòîäà, èñïîëüçîâàíîãî â ðàáî-

òàõ [1 � 3] è â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèÿ çàäà÷è î ïðèáëèæåíèè

ôóíêöèé, çàäàíûõ â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà-

÷å î ïðèáëèæåíèÿõ â åäèíè÷íîì êðóãå. Ïîýòîìó âàæíîå ìåñòî â ýòèõ

èññëåäîâàíèÿõ îòâîäèòñÿ èññëåäîâàíèþ ïðèáëèæåíèé ñóììàìè Òåéëîðà

ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå.

Çäåñü íàõîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà äëÿ âåðõíèõ ãðàíåé îò-

êëîíåíèé ñóìì Òåéëîðà íà êëàññàõ ψ � èíòåãðàëîâ ôóíêöèé, àíàëèòè÷å-

ñêèõ â êðóãå è íåïðåðûâíûõ â çàìêíóòîì êðóãå, îáîáùàþùèå èçâåñòíûå

ðåçóëüòàòû Ñ. Á. Ñòå÷êèíà [4], äëÿ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûìè r � òûìè

(r � íàòóðàëüíîå) ïðîèçâîäíûìè íà îêðóæíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå

òàêèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â [2,3].

Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ êðóãà, íàõîäÿòñÿ îöåí-

êè îòêëîíåíèé ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäîâ Ôàáåðà íà êëàññàõ ψ � èíòåãðà-

ëîâ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòÿõ ñî ñïðÿìëÿåìûìè æîðäàíîâûìè

ãðàíèöàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàìêíóòûõ îáëàñòåé ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ

òî÷íûìè ïî ïîðÿäêó è òî÷íûìè â ñìûñëå êîíñòàíò ó ãëàâíûõ ÷ëåíîâ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äàííàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ôàáåðîâîé. Â ñâÿçè

ñ ýòèì îòìåòèì, ÷òî íàì íå èçâåñòíî î ñóùåñòâîâàíèè æîðäàíîâûõ îáëà-

ñòåé ñî ñïðÿìëÿåìûìè ãðàíèöàìè, êîòîðûå íå áûëè áû ôàáåðîâûìè.

1. Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü Ω � îäíî-

ñâÿçíàÿ îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ãðàíèöà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ñïðÿìëÿåìîé æîðäàíîâîé çàìêíóòîé êðèâîé Γ (ïðè ýòîì èíîãäà áóäåì

ïèñàòü Γ = ∂Ω), Ω = Ω ∪ Γ � çàìûêàíèå îáëàñòè Ω, Ω∞ = Ĉ \ Ω �
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âíåøíîñòü êðèâîé Γ (äîïîëíåíèå îáëàñòè Ω ê ðàñøèðåííîé êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè Ĉ = C ∪ {∞}) è D∞ = {w ∈ Ĉ : |w| > 1} � âíåøíîñòü

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T = {w ∈ C : |w| = 1}.
Âñëåäñòâèå òåîðåìû Ðèìàíà, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìåðîìîðôíàÿ

â îáëàñòè D∞ ôóíêöèÿ Ψ(w) ðàçëàãàåìàÿ â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäà-

ëåííîé òî÷êè w =∞ â ðÿä Ëîðàíà

Ψ(w) = γw + α0 +
∞∑
k=1

αkw
−k, γ > 0,

êîòîðàÿ êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D∞ íà îáëàñòü

Ω∞, è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îáðàòíàÿ ê Ψ(w) ôóíêöèÿ w = Φ(z)

ñ ëîðàíîâñêèì ðàçëîæåíèåì â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè

z =∞ âèäà

Φ(z) =
1

γ
z + β0 +

∞∑
k=1

βkz
−k,

êîòîðàÿ êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò îáëàñòü Ω∞ íà îáëàñòü

D∞.

×èñëî γ íàçûâàåòñÿ òðàíñôèíèòíûì äèàìåòðîì îáëàñòè Ω. Â äàëü-

íåéøåì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì, γ = 1.

Ìíîãî÷ëåíîì Ôàáåðà n-ãî ïîðÿäêà äëÿ îáëàñòè Ω íàçûâàåòñÿ àëãåáðà-

è÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Fn(z), êîòîðûé ñîñòîèò èç ñóììû ÷ëåíîâ ñ íåîòðè-

öàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè â ëîðàíîâñêîì ðàçëîæåíèè ôóíêöèè [Φ(z)]n (ò.å.

ïðàâèëüíàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàçëîæåíèÿ):

[Φ(z)]n =

[
z + β0 +

∞∑
k=1

βkz
−k

]n
=

= zn +
n−1∑
k=0

cn,kz
k +

−1∑
k=−∞

cn,kz
k,



3

òàê, ÷òî

Fn(z) = zn +
n−1∑
k=0

cn,kz
k.

Ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ Ôàáåðà {Fk} äëÿ îáëàñòè Ω ìîæíî îïðåäåëèòü

òàêæå êàê êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè

Kz(w) =
Ψ′(w)

Ψ(w)− z

â îêðåñòíîñòè òî÷êè w =∞ â ðÿä Ëîðàíà :

Kz(w) =
∞∑
k=0

Fk(z)w−k−1, |w| > 1. (1)

Ïóñòü, êàê îáû÷íî, Hp, 0 < p < ∞, îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî Õàðäè

ôóíêöèé f , êàæäàÿ èç êîòîðûõ àíàëèòè÷íà â êðóãå D è óäîâëåòâîðÿåò

ïðè çàäàíîì p ∈ (0,∞) óñëîâèþ

‖f‖Hp

df
= sup

0<ρ<1

( 1

2π

2π∫
0

|f(ρeit)|pdt
)1/p

<∞.

×åðåç H∞ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ â

êðóãå D ôóíêöèé f ñ íîðìîé

‖f‖H∞
df
= sup

z∈D
|f(z)|.

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé f , àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè D∞, äëÿ êîòîðûõ

ôóíêöèÿ g(w) = f(w−1), w ∈ D, ïðèíàäëåæèò ê Hp, p ∈ (0,∞), îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Hp(D∞).

Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Hp (f ∈ Hp(D∞)), p > 0 èìååò ïî÷òè âñþäó íà

îêðóæíîñòè T îïðåäåëåííûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïî íåêàñàòåëüíûì ïó-

òÿì, îáðàçóþùèå ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

f(eit).
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Õîðîøî èçâåñòíî [5, ñ. 405], ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Ψ îäíîëèñòíî îòîáðà-

æàåò îáëàñòü D∞ íà äîïîëíåíèå Ω∞ = Ĉ \Ω îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííîé

çàìêíóòîé ñïðÿìëÿåìîé æîðäàíîâîé êðèâîé , òî :

1) Ψ íåïðåðûâíà â D∞ è àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îêðóæíî-

ñòè T,

2) Ψ′ ∈ H1(D∞),

3) dΨ(eit)
dt = ieitΨ′(eit) ïî÷òè âñþäó íà îêðóæíîñòè T,

4) äëèíà s(t1, t2) äóãè , çàäàííîé óðàâíåíèåì z = Ψ(eit), t ∈
[t1, t2], îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

s(t1, t2) =

t2∫
t1

|Ψ′(eit)|dt.

Èç ï. 2) ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû Ô. Ðèññà (ñì., íàïðèìåð [5,

ñ. 390]), ñ ó÷åòîì (1) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî z ∈ Ω

ôóíêöèÿ Kz(w) èìååò ïî÷òè âñþäó íà îêðóæíîñòè T = {w ∈ C :

|w| = 1} îïðåäåëåííûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïî íåêàñàòåëüíûì ïóòÿì

â îáëàñòè D∞, îáðàçóþùèå íà îêðóæíîñòè T ñóììèðóåìóþ ãðàíè÷íóþ

ôóíêöèþ

Kz(e
it) = K(eit, z) =

Ψ′(eit)

Ψ(eit)− z
,

ðÿä Ôóðüå êîòîðîé èìååò âèä

S[Kz(e
it)]

df
=
∞∑
k=0

Fk(z)e−i(k+1)t. (2)

Ïóñòü C(Γ) è Lp(Γ), 1 ≤ p < ∞, � ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàíñòâà

íåïðåðûâíûõ è ñóììèðóåìûõ â p-îé ñòåïåíè ôóíêöèé ϕ íà êðèâîé Γ, ñ

íîðìàìè

‖ϕ‖C(Γ) = max
ζ∈Γ
|ϕ(ζ)|,
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è

‖ϕ‖Lp(Γ) =
( 1

|Γ|

∫
Γ

|ϕ(ζ)|p|dζ|
)1/p

,

ãäå |Γ| � äëèíà êðèâîé Γ è L∞(Γ) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ϕ, ñóùåñòâåí-

íî îãðàíè÷åííûõ íà Γ ñ íîðìîé

‖ϕ‖L∞(Γ) = ess sup
ζ∈Γ

|ϕ(ζ)|.

Âåçäå â äàëüíåéøåì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî äëèíà êðèâîé

Γ, îãðàíè÷èâàþùåé îáëàñòü Ω, ðàâíà 2π.

Ïóñòü, äàëåå, Lp(Γ,Φ′), 1 ≤ p < ∞ � ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ ∈
L1(Γ), ñóììèðóåìûõ â p-òîé ñòåïåíè ñ âåñîì Φ′ :

Lp(Γ,Φ
′) = {ϕ ∈ L1(Γ) : ϕ · (Φ′)1/p ∈ Lp(Γ)},

è

‖ϕ‖Lp(Γ,Φ′) =
( 1

2π

∫
Γ

|ϕ(ζ)|p|Φ′(ζ)||dζ|
)1/p

.

Ïðîñòðàíñòâî Lp(Γ,Φ
′) ïðè p = ∞ îòîæäåñòâèì ñ ïðîñòðàíñòâîì

L∞(Γ).

Çàìåòèì, ÷òî âêëþ÷åíèå ϕ ∈ Lp(Γ,Φ′), 1 ≤ p ≤ ∞, âîçìîæíî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ◦Ψ ∈ Lp(T), è êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖ϕ‖Lp(Γ,Φ′) = ‖ϕ ◦Ψ‖Lp(T).

Ïóñòü ϕ ∈ Lq(Γ,Φ′), 1 ≤ q ≤ ∞. Ïîëîæèì

ϕ̃ = ˜(ϕ ◦Ψ) ◦ Φ,

ãäå ϕ̃ � ôóíêöèÿ, òðèãîíîìåòðè÷åñêè ñîïðÿæåííàÿ ê ϕ;

ϕ+ =
ϕ0

2
+

1

2
(ϕ+ iϕ̃)



6

è

ϕ− = −ϕ0

2
+

1

2
(ϕ− iϕ̃),

ãäå

ϕ0 =
1

2π

2π∫
0

(ϕ ◦Ψ)(eit)dt.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ f , ïðåäñòàâèìàÿ èíòåãðàëîì òèïà Êî-

øè

f(z) = Kϕ(z)
df
=

1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ,

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè C \ Γ è åñëè z ∈ Ω, òî f(z)

ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ìíîãî÷ëåíàì Ôàáåðà

f(z) ∼
∞∑
k=0

fkFk(z),

â êîòîðîì

fk
df
=

1

2π

2π∫
0

(ϕ ◦Ψ)(eit)e−iktdt, k = 0, 1, 2, . . . .

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà fk ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè

ϕ ◦Ψ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè.

Â âîïðîñàõ ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëîâ Kϕ(z) âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ

îáëàñòè Ω âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò òàêîå óòâåðæäåíèå [1].

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé Ψ′ ∈ Hp(D∞),

1 ≤ p ≤ ∞ è ϕ ∈ Lq(Γ,Φ
′),Γ = ∂Ω, p−1 + q−1 = 1. Òîãäà, åñëè ϕ̃ ∈

Lq(Γ,Φ
′), òî â êàæäîé òî÷êå z ∈ Ω

Kϕ(z) = Kϕ+(z). (5)
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Ïóñòü òåïåðü L1(Γ,Φ
′)+ � ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ ∈ L1(Γ,Φ

′), êîòî-

ðûå ïîðîæäàþò íà îêðóæíîñòè T ôóíêöèè ϕ◦Ψ, ïðèíàäëåæàùèå L1(T)

è èìåþùèå ðÿäû Ôóðüå ñòåïåííîãî òèïà, ò.å.

L1(Γ,Φ
′)+ = {ϕ ∈ L1(Γ,Φ

′) : S[ϕ ◦Ψ] =
∞∑
k=0

̂(ϕ ◦Ψ)(k)eikt}.

Ïîëîæèì

Lp(Γ,Φ
′)+ = L1(Γ,Φ

′)+ ∩ Lp(Γ,Φ′), 1 < p ≤ ∞,

Kp(Ω) = {Kϕ(z), z ∈ Ω : ϕ ∈ Lp(Γ,Φ′)},

Kp(Ω)+ = {Kϕ(z), z ∈ Ω : ϕ ∈ Lp(Γ,Φ′)+},

è

CK(Ω)+ = {Kϕ(z), z ∈ Ω : ϕ ∈ C(Γ) ∩ L1(Γ,Φ
′)+}

è äîêàæåì ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü 1 < p < ∞ è îáëàñòü Ω òàêàÿ , ÷òî Ψ′ ∈
Hq(D∞), q = p/(p− 1). Òîãäà

Kp(Ω) = Kp(Ω)+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå Kp(Ω) ⊃ Kp(Ω)+ î÷åâèäíî. Äîêàæåì

ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü f ∈ Kp(Ω), òîãäà

f(z) = Kϕ(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)dζ

ζ − z
, z ∈ Ω,

ãäå ϕ ∈ Lp(Γ,Φ
′). Ïîñêîëüêó ϕ ◦ Ψ ∈ Lp(T), 1 < p < ∞, òî â ñèëó

òåîðåìû Ì. Ðèññà, è ϕ̃ ◦Ψ ∈ Lp(T). Ïîýòîìó ϕ̃ ∈ Lp(Γ,Φ
′) è ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 1

f(z) = Kϕ(z) = Kϕ+(z). (6)
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Íî ïîñêîëüêó ϕ+ ∈ Lp(Γ,Φ
′)+, òî èç ðàâåíñòâà (6) ñëåäóåò, ÷òî f ∈

Kp(Ω). Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, Kp(Ω) ⊂ Kp(Ω)+.

Ïðåäëîæåíèÿ 1 è 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ϕ ∈
Lp(Γ,Φ

′), ïðè p ∈ [1,∞], äëÿ êîòîðîé ϕ̃ ∈ Lp(Γ,Φ′) è òåì áîëåå äëÿ âñåõ

ôóíêöèé ϕ ∈ Lp(Γ,Φ
′), 1 < p < ∞, íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ Lp(Γ,Φ

′)+

òàêàÿ, ÷òî Kϕ(z) = Kf(z) ∀z ∈ Ω. Ïîýòîìó, ïðè èññëåäîâàíèè èíòåãðà-

ëîâ òèïà Êîøè Kϕ ó êîòîðûõ ϕ, ϕ̃ ∈ Lp(Γ,Φ′), 1 ≤ p ≤ ∞, äîñòàòî÷íî

îãðàíè÷èòñÿ èçó÷åíèåì èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè Kf ó êîòîðûõ ïëîòíîñòè

f ïðèíàäëåæàò Lp(Γ,Φ′)+.

Â äàëüíåéøåì âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùàÿ êîíêðåòèçàöèÿ ìíî-

æåñòâ Kp(Ω)+ â ñëó÷àå, êîãäà Ω = D.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞. Òîãäà

Kp(D)+ = Hp,

è

CK(D)+ = A(D),

ãäå A(D) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå D è íåïðå-

ðûâíûõ â çàìêíóòîì êðóãå D, ñíàáæåííîå íîðìîé ‖f‖A(D) = max
z∈D
|f(z)|.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåñëîæíûì óïðàæíè-

íèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì îñíîâíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé èç Hp è ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïóñòü Hp(T) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Lp(T), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

íåêàñàòåëüíûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé èç Hp.

Çàìå÷àíèå 1. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 è òåîðåìû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî

Lp(T)+ = Hp(T), îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî Kp(Ω)+ ñîâïàäàåò
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ñ ìíîæåñòâîì èíòåãðàëîâ

1

2π

2π∫
0

f(eit)
Ψ′(eit)eit

Ψ(eit)− z
dt, z ∈ Ω,

â êîòîðûõ f ∈ Hp(T).

2. Ìíîæåñòâà ψ � èíòåãðàëîâ.

Ìíîæåñòâî Kp(Ω)+ ìîæíî ðàçáèòü íà êëàññû Kψp (Ω)+ ïî ïðèíöèïó

ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Lp(T)+ íà êëàññû Lψp (T)+, êîòîðîå îñóùåñòâëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ψ = {ψk}∞k=0 (ψ0 = 1) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë, ôóíêöèÿ f ∈ L1(T)+ è

S[f ] =
∞∑
k=0

f̂(k)eikt

� åå ðÿä Ôóðüå. Åñëè ðÿä

∞∑
k=0

ψkf̂(k)eikt

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íåêîòîðîé ôóíêöèè g ∈ L1(T)+, òî åå íàçûâàþò

ψ � èíòåãðàëîì ôóíêöèè f è îáîçíà÷àþò J ψf . Ìíîæåñòâî ψ � èíòå-

ãðàëîâ âñåõ ôóíêöèé f ∈ L1(T)+ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Lψ(T)+; åñëè N �

íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî L1(T)+, òî LψN(T)+ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ψ �

èíòåãðàëîâ âñåõ ôóíêöèé èç N.

Åñëè äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè F ∈ Lψ(T)+ óêàçàíà ôóíêöèÿ f ∈ L1(T)+

òàêàÿ, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà T âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F (eit) = J ψf(eit),

òî ôóíêöèþ f åñòåñòâåííî íàçâàòü ψ � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè F . Ïðè

ýòîì ìû ïèøåì f = DψF = F ψ.
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Ïîëîæèì

Lψp (T)+ = LψLp(T)+ ∩ Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞.

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç M îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âûïóêëûõ óáûâàþùèõ

ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {ψk}∞k=1, ò.å. ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

ψk > 0, ψk → 0 (k → +∞),

ψk − 2ψk+1 + ψk+2 ≥ 0 (k = 1, 2, ...).

Ñíà÷àëà îòìåòèì ñëåäóþùèé ôàêò.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü ψ1 = Reψ, ψ2 = Imψ. Åñëè ψ1, ψ2 ∈ M,

òî äëÿ ëþáîãî p ∈ [1,∞]

LψLp(T)+ = Lψp (T)+.

Ïðè p =∞
LψL∞(T)+ ⊂ Cψ(T)+,

ãäå Cψ(T)+ = Lψ(T)+ ∩ C(T).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âêëþ÷åíèÿ

LψLp(T)+ ⊂ Lp(T)+, (7)

è

LψL∞(T)+ ⊂ C(T)+.

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ LψLp(T)+, òî f = J ψg, ãäå g = fψ ∈
Lp(T)+, ïðè÷åì

S[f ] =
∞∑
k=0

f̂(k)eikt =
∞∑
k=0

ψkĝ(k)eikt. (8)
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Òàê êàê ψj = {ψj,k}∞k=1 ∈ M, j = 1, 2, òî ψj,k ≤ ψj,1 è äëÿ êàæäîãî

ν ∈ N
2ν+1−1∑
k=2ν

|ψj,k − ψj,k+1| = ψj,2ν − ψj,2ν+1 ≤ 2ψj,1, j = 1, 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðå-

ìû Ìàðöèíêåâè÷à [6], â ñèëó êîòîðîé çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè ðÿä
∞∑
k=0

ĝ(k)eikt,

åñòü ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè èç Lp(T)+, p ∈ (1,∞), òî òàêèìè æå áóäóò

ðÿäû â (8), ò. å. âêëþ÷åíèå (7) èìååò ìåñòî äëÿ p ∈ (1,∞).

Ïðè óñëîâèÿõ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ, ðÿäû

2
∞∑
k=1

ψj,k cos kt =
∑

k∈Z\{0}

ψj,|k|e
ikt, j = 1, 2

ÿâëÿþòñÿ ðÿäàìè Ôóðüå ñóììèðóåìûõ ôóíêöèè χj. Ïîýòîìó, åñëè ïðî-

èçâîäíàÿ fψ ïðèíàäëåæèò ê L1(T)+ (L∞(T)+) è èìååò ðÿä Ôóðüå
∞∑
k=0

f̂(k)

ψk
eikt,

òî ñâåðòêà fψ ∗ χ, â êîòîðîé χ = χ1 + iχ2 ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé (íåïðå-

ðûâíîé) è

S[fψ ∗ χ] =
∞∑
k=1

f̂(k)eikt.

Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (7) è â ñëó÷àå,

êîãäà p = 1 è p =∞.

Ïåðåõîäÿ ê ðàñïðîñòðàíåíèþ ïîíÿòèé ψ � èíòåãðàëà è ψ � ïðîèç-

âîäíîé äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñïðÿìëÿåìûõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ,

ïîëîæèì

Lψp (Γ,Φ′)+ = {f ∈ Lp(Γ,Φ′)+ : f ◦Ψ ∈ Lψp (T)+}, 1 ≤ p ≤ ∞.



12

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü f ∈ Lp(Γ,Φ
′)+, 1 ≤ p ≤ ∞. Ôóíêöèÿ

g ∈ Lψ1 (Γ,Φ′), äëÿ êîòîðîé ïî÷òè âñþäó íà T âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(g ◦ Ψ)(w) = J ψ(f ◦ Ψ)(w), íàçûâàåòñÿ ψ � èíòåãðàëîì ôóíêöèè f è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç g = J ψf .

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü f ∈ Lψp (Γ,Φ′)+, 1 ≤ p ≤ ∞. Ôóíêöèÿ

h ∈ L1(Γ,Φ
′), äëÿ êîòîðîé ïî÷òè âñþäó íà T âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

J ψ(h ◦ Ψ)(w) = (f ◦ Ψ)(w), íàçûâàåòñÿ ψ � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç fψ.

Êëàññû èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

Kψp (Ω)+ = K(Lψp (Γ,Φ′)+) =

= {Kf(z) : z ∈ Ω, f ∈ Lψp (Γ,Φ′)+},

CKψ(Ω)+ = Kψ1 (Ω)+ ∩ CK(Ω)+.

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3 ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

Kψp (D)+ ⊂ Hp è CKψ(D)+ ⊂ A(D). Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà Ω = D, òàêèì

îáðàçîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Õàðäè è ïðîñòðàíñòâà

A(D) íà êëàññû Hψ
p

df
=Kψp (D)+ è Aψ(D)

df
=CKψ(D)+, ñîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð.

Ïóñòü

ψ0 = 1, ψk =
Γ(k + 1)

Γ(k + r + 1)
, r > 0, k = 1,∞,

ãäå Γ(·) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Òîãäà ìíîæåñòâà Hψ
p è Aψ(D) ÿâëÿþò-

ñÿ ìíîæåñòâàìè ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå D, äëÿ êîòîðûõ äðîá-

íûå ïðîèçâîäíûå â ñìûñëå Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ

f (r)(z) =
∞∑

k=[r]

Γ(k + r + 1)

Γ(k + 1)
fkz

k

ïðèíàäëåæàò ê Hp è ê A(D) ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü [r] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà

r.
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Åñëè f = Kϕ, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì

f(z〈eit〉) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ〈eit〉)
ζ − z

dζ,

J ψf(z〈eit〉) = K(J ψϕ ◦ ζ〈eit〉)(z) =
1

2πi

∫
Γ

J ψϕ(ζ〈eit〉)
ζ − z

dζ,

fψ(z〈eit〉) = K(ϕψ ◦ ζ〈eit〉)(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕψ(ζ〈eit〉)
ζ − z

dζ,

ãäå

ζ〈eit〉 = Ψ(Φ(ζ)eit), ζ ∈ Γ, t ∈ R.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé èç ìíî-

æåñòâ Kψp (Ω) ïðè ïîìîùè ñâåðòîê.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈M, f ∈ Kψp (Ω)+ (f =

Kϕ), 1 ≤ p ≤ ∞, è êðèâàÿ Γ òàêîâà, ÷òî Ψ′ ∈ Hq(D∞), q−1 + p−1 = 1.

Òîãäà â êàæäîé òî÷êå z ∈ Ω èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(z) =
1

2π

2π∫
0

Dψ(t)fψ(z〈eit〉)dt =

=
1

4π2i

2π∫
0

Dψ(t)

∫
Γ

ϕψ(ζ〈eit〉)
ζ − z

dζdt, (9)

ãäå

Dψ(t) = 1 + 2
∞∑
k=1

ψk cos kt = 1 + 2
∞∑
k=1

(ψ1,k + iψ2,k) cos kt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, ÷òî ïðè ψj ∈M, j = 1, 2,

ôóíêöèÿ Dψ ñóììèðóåìà.
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Ïîñêîëüêó ϕ ∈ Lψp (Γ,Φ′)+, òî ϕ = J ψg, ïðè÷åì ïî÷òè âñþäó íà Γ

g = ϕψ ∈ Lp(Γ,Φ′)+. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôèê-

ñèðîâàííîé òî÷êè z ∈ Ω ôóíêöèþ

fψ(z〈·〉) =
1

2πi

∫
Γ

ϕψ(ζ〈·〉)
ζ − z

dζ,

îïðåäåëåííóþ íà îêðóæíîñòè T.

Ïðîèçâîäÿ â èíòåãðàëå çàìåíó ζ = Ψ(eiθ), ïîëó÷èì

fψ(z〈eit〉) =
1

2πi

2π∫
0

(ϕψ ◦Ψ)(ei(θ+t))
Ψ′(eiθ)

Ψ(eiθ)− z
deiθ =

=
1

2πi

2π∫
0

(ϕψ ◦Ψ)(ei(θ+t))K(eiθ; z)deiθ.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì (2), ôóíêöèÿ fψ(z〈eit〉), êàê ñâåðòêà ôóíêöèé
èç Lp(T) è Lq(T), p−1 + q−1 = 1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ðàçëàãàåòñÿ â

ðÿä Ôóðüå

S[fψ(z〈·〉)] =
∞∑
k=0

1

ψk
̂(ϕ ◦Ψ)(k)Fk(z)eikt. (10)

Ïîýòîìó, íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ, èìååì

1

2π

2π∫
0

Dψ(t)fψ(z〈eit〉)dt ∼
∞∑
k=0

̂(ϕ ◦Ψ)(k)Fk(z).

Íî, äëÿ êàæäîãî z ∈ Ω

f(z) = Kϕ(z) ∼
∞∑
k=0

̂(ϕ ◦Ψ)(k)Fk(z).

Îòñþäà çàêëþ÷àåì î ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (9).

Ïðåäëîæåíèå 5 ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

Kψp (Ω)+ â êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå z ∈ Ω êàê çíà÷åíèå â òî÷êå
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x = 0 ñâåðòêè (h(z〈ei·〉) ∗Dψ)(x) 2π � ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé h(z〈ei·〉)
ñ ÿäðàìè Dψ.

Ðàçâèâàÿ ýòó èäåþ, äîêàæåì ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈M, f ∈ Kψp (Ω)+, 1 ≤
p ≤ ∞ è êðèâàÿ Γ òàêîâà, ÷òî Ψ′ ∈ Hq(D∞), q−1 + p−1 = 1. Òîãäà äëÿ

êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè z ∈ Ω ôóíêöèÿ f(z〈·〉) ïðèíàäëåæèò

Cψ(T)+, ïðè÷åì (f(z〈·〉))ψ = fψ(z〈·〉).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = Kϕ, ãäå ϕ ∈ Lψp (Γ,Φ′). Òîãäà f(z〈·〉) êàê

ñâåðòêà ôóíêöèé èç Lp(T) è Lq(T), p−1 +q−1 = 1, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

è ñîãëàñíî (2) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå

S[f(z〈·〉)] =
∞∑
k=0

̂(ϕ ◦Ψ)(k)Fk(z)eikt,

ò. å. f(z〈·〉) ∈ C(T)+.

Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
k=0

1

ψk
̂(ϕ ◦Ψ)(k)Fk(z)eikt.

Ñîãëàñíî (10) è òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ Ôóðüå, ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ

ðÿäîì Ôóðüå íåêîòîðîé ôóíêöèè h ∈ C(T)+, à èìåííî ψ � ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè f(z〈·〉), ò. å. (f(z〈·〉))ψ = h(·). Ñëåäîâàòåëüíî, f(z〈·〉) ∈ Cψ(T)+

è, ê òîìó æå, â ñèëó ðàâåíñòâà (10), (f(z〈·〉))ψ = fψ(z〈·〉).
Ïðåäëîæåíèå 6 ïîçâîëÿåò ðåäóöèðîâàòü çàäà÷ó î ïðèáëèæåíèè ôóíê-

öèé èç êëàññîâ Kψp (Ω)+ ê çàäà÷å î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèé èç êëàññîâ

Cψ(T)+, ïîñêîëüêó, åñëè f ∈ Kψp (Ω)+ è P (z) � íåêîòîðûé àëãåáðàè÷å-

ñêèé ìíîãî÷ëåí, òî äëÿ êàæäîãî z ∈ Ω ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(z)− P (z)| ≤ max
t
|f(z〈eit〉)− P (z〈eit〉)|,

ãäå f(z〈·〉) ∈ Cψ(T)+ è P (z〈·〉) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ, ñòàíîâèòñÿ öåëåñîîáðàçíûì áîëåå äåòàëüíî

ðàññìîòðåòü ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé èç êëàññîâ Cψ(T)+, ÷åìó è ïîñâÿùåí

ñëåäóþùèé ïóíêò.

3. Ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé èç êëàññîâ Cψ(T)+.

Ïóñòü Λ = ‖λ(n)
k ‖, n = 0,∞, k = 0, n � ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ òðå-

óãîëüíàÿ ìàòðèöà ÷èñåë . Êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Cψ(T)+ íà îñíîâàíèè åå

ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîãî÷ëåí Un(f ; eit; Λ)

âèäà

Un(f ; eit; Λ) =
n∑
k=0

λ
(n)
k f̂(k)eikt.

Áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò ïîëó÷åíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ

âåëè÷èíû

δn(f ; eit; Λ)
df
= f(eit)− Un(f ; eit; Λ)

íà êëàññàõ Cψ(T)+. Äëÿ ýòîãî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäå-

íèåì.

Ëåììà 1. Ïóñòü γ1 è γ2 � ôóíêöèè íåïðåðûâíûå íà ïîëóîñè R+

òàêèå, ÷òî èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

γ̂1+(t) =
1

π

∞∫
0

γ1(v) cos vtdv, γ̂2−(t) =
1

π

∞∫
0

γ2(v) sin vtdv

ñóììèðóåìû íà îñè R. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ Cψ(T)+ ñâåðòêà

(ϕ ∗ γ̂)(eix) =

∞∫
−∞

ϕ(ei(x+t))γ̂(t)dt, (11)

â êîòîðîé

γ̂(t) = γ̂1+(t)− iγ̂2−(t),
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ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà îêðóæíîñòè T è

S[ϕ ∗ γ̂] =
∞∑
k=0

(γ1(k) + γ2(k))ϕ̂(k)eikt. (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü ñâåðòêè ϕ ∗ γ̂ åñòü ñëåäñòâèåì òî-

ãî ôàêòà, ÷òî ϕ ∈ C(T)+ è

∞∫
−∞

|γ̂(t)|dt < ∞. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïîêà-

çàòü ñïðàâåäëèâîñòü (12). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

ôóíêöèè (11). Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå ϕ(ei(x+t))γ̂(t) ñóììèðóåìî â ïî-

ëîñå {(x, t) : x ∈ [0, 2π], t ∈ R}, òî ïî òåîðåìå Ôóáèíè èìååì

ϕ̂ ∗ γ̂(k) =
1

2π

2π∫
0

(

∞∫
−∞

ϕ(ei(x+t))γ̂(t)dt)e−ikxdx =

=
1

2π

∞∫
−∞

γ̂(t)

2π∫
0

ϕ(ei(x+t))e−ikxdxdt = ϕ̂(k)

∞∫
−∞

γ̂(t)eiktdt.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíûå ôîðìóëû î ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ôóðüå,

ïîëó÷èì

ϕ̂ ∗ γ̂(k) = ϕ̂(k)

∞∫
−∞

γ̂(t)eiktdt =

= ϕ̂(k)

∞∫
−∞

(γ̂1+(t)− iγ̂2−(t))(cos kt+ i sin kt)dt =

= (γ1(k) + γ2(k))ϕ̂(k),

îòêóäà è ñëåäóåò ðàâåíñòâî (12).

Â äàëüíåéøåì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ = {ψk}∞k=0, îïðåäåëÿþùóþ

êëàññ Cψ(T)+, áóäåì ñ÷èòàòü çíà÷åíèÿìè íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé íà ïî-

ëóîñè R+ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè ψ(·) ïðè íàòóðàëüíîì àðãóìåíòå.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü Λ = ‖λ(n)
k ‖, n = 0,∞, k = 0, n � ôèêñèðîâàííàÿ

áåñêîíå÷íàÿ òðåóãîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà, {ψk}∞k=0 (ψ0 = 1, |ψk| > 0)

� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, λ(·) è ψ(·) =

ψ1(·)+iψ2(·) � ôóíêöèè íåïðåðûâíûå íà ïîëóîñè R+, òàêèå, ÷òî λn(k) =

λ
(n)
k è ψ(k) = ψk. Òîãäà :

1) åñëè êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè τ(v) = (1 −
λn(v))ψ(v) ñóììèðóåìî íà îñè R (τ̂+ ∈ L(R)), òî äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ Cψ(T)+ â êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè T

δn(f ; eit; Λ) =

∞∫
−∞

τ̂n(θ)f
ψ(ei(t+θ))dθ, (13)

ãäå

τ̂n(θ) = τ̂+(θ) =
1

π

∞∫
0

τ(v) cos vθdv;

2) åñëè êîñèíóñ è ñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè τ(v) =

(1− λn(v))ψ(v) ñóììèðóåìû íà îñè R (τ̂+, τ̂− ∈ L(R)), òî äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Cψ(T)+ â êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè T

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (13),è â ñëó÷àå, êîãäà

τ̂n(θ) =
1

2
[τ̂+(θ)− iτ̂−(θ)] =

1

2π

∞∫
0

τ(v)e−ivθdv.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîëîæèòü â ëåììå 1 γ1(v) = τ(v), γ2(v) =

0, òî ñîãëàñíî (12), ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ïîëó÷èì

ðàâåíñòâî (13). Åñëè æå ïîëîæèòü γ1(v) = γ2(v) = τ(v)/2, òî ïîëó÷èì

(13) è â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå.

Ðóêîâîäñòâóÿñü òåîðåìîé 1 ïîëó÷èì èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
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âåëè÷èí

rn(f ; eit)
df
= f(eit)−

n−1∑
k=0

f̂(k)eikt = f(eit)− Sn−1(f ; eit)

� óêëîíåíèé ñóìì Ôóðüå íà êëàññàõ Cψ(T)+.

Ñ ýòîé öåëüþ ïîëîæèì

λn(v) =


1, v ∈ [0;n− 1],

n− v, v ∈ [n− 1;n],

0, v ∈ [n;∞).

(14)

Ïóñòü, êàê îáû÷íî, M � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà ïîëóîñè R+ ïî-

ëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé ψ, âûïóêëûõ âíèç è óáûâàþùèõ ê íóëþ íà áåñ-

êîíå÷íîñòè è M′ � ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé ψ(·) èç M, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ
∞∫

1

ψ(t)

t
dt <∞.

Åñëè ψ ∈M, òî ñîãëàñíî ëåììå 5.1 èç [7, ñ. 64] êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå ôóíêöèè τ(n− 1; ·) = (1−λn(·))ψ(·) ñóììèðóåìî íà îñè R (τ(n−
1; ·)+ ∈ L(R)), à åñëè ψ ∈M′, òî ñîãëàñíî ëåììå 4.1 èç [7, ñ. 58] è ñèíóñ

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå òàêæå ñóììèðóåìî íà R (τ(n − 1; ·)− ∈ L(R)).

Ó÷èòûâàÿ ýòè ôàêòû, ïðèäåì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n ∈ N , λn(v) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (14). Òîãäà:

1) åñëè ψ = ψ1 + iψ2 è ψ1, ψ2 ∈ M, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ Cψ(T)+ â êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè T

rn(f ; eit) =

∞∫
−∞

τ̂n(θ)f
ψ(ei(t+θ))dθ (15)

ãäå

τ̂n(t) =
1

π

∞∫
0

(1− λn(v))(ψ1(v) + iψ2(v)) cos vtdv. (16)
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2) åñëè ψ = ψ1 + iψ2 è ψ1 ∈M, à ψ2 ∈M′, òî äëÿ ëþáîé ôóíê-

öèè f ∈ Cψ(T)+ â êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè T âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî (15) è â ñëó÷àå, êîãäà

τ̂n(t) =
1

π

∞∫
0

(1− λn(v))(ψ1(v) + iψ2(v))e−ivtdv. (17)

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû .

Ïóñòü Tn � ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ âèäà

Tn(e
it) =

n∑
k=0

cke
ikt.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà Tn−1 ∈ Tn−1 â êàæäîé òî÷êå eit

îêðóæíîñòè T âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∞∫
−∞

τ̂n(θ)Tn−1(e
i(t+θ))dθ = 0. (18)

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Ïîëîæèì

δ(f ; eit) = f(eit)− Tn−1(e
it), Tn−1 ∈ Tn−1.

Òîãäà ðàâåíñòâî (15), ñ ó÷åòîì (18), ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ñëåäóþùåå

rn(f ; eit) =

∞∫
−∞

τ̂n(θ)δ(f
ψ; ei(t+θ))dθ. (19)

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (14),

(1− λn(v))ψ(v) =


0, v ∈ [0;n− 1],

(v − n+ 1)ψ(n), v ∈ [n− 1;n],

ψ(v), v ∈ [n,∞),
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òî ôîðìóëó (16) ìîæíî çàïèñàòü òàêèì îáðàçîì

τ̂n(θ) =
1

π

∞∫
0

(1− λn(v))ψ(v) cos vθdv =

=
ψ(n)

π

n∫
n−1

(v − n+ 1) cos vθdv +
1

π

∞∫
n

ψ(v) cos vθdv =

=
ψ(n)

π
(
θ − sin θ

θ2 sinnθ +
1− cos θ

θ2 cosnθ) +
1

π

∞∫
n

ψ(v) cos vθdv. (20)

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî, ôîðìóëó (17) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

τ̂n(θ) =
ψ(n)

2π
e−inθ(

1− cos θ

θ2 + i
θ − sin θ

θ2 ) +
1

2π

∞∫
n

ψ(v)e−ivθdv. (21)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (t) = δ(fψ; eit).

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû 2 ôóíêöèÿ F (·) ÿâëÿåòñÿ 2π � ïåðèîäè÷åñêîé è

íåïðåðûâíîé íà îñè R. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 1.1 èç [7, ñ. 43] ñïðàâåä-

ëèâû ðàâåíñòâà
∞∫

−∞

F (t) sinnt
t− sin t

t2
dt = 0, (22)

∞∫
−∞

F (t) cosnt
1− cos t

t2
dt =

1

2

π∫
−π

F (t) cosntdt =
π

2

f̂(n)

ψ(n)
, (23)

à òàêæå ðàâåíñòâà
∞∫

−∞

F (t)e−int
t− sin t

t2
dt = 0, (24)

∞∫
−∞

F (t)e−int
1− cos t

t2
dt =

1

2

π∫
π

F (t)e−intdt = π
f̂(n)

ψ(n)
. (25)
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Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (20) è (21) â (19) è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (22)�

(25), ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n ∈ N , ∆(fψ; eit) îáîçíà÷àåò ëèáî fψ(eit), ëèáî

δ(fψ; eit). Òîãäà :

1) åñëè ψ = ψ1 + iψ2, ãäå ψ1, ψ2 ∈ M, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ Cψ(T)+ â êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè T

rn(f ; eit) =

∞∫
−∞

∆(fψ; ei(t+θ))J (ψ;n; θ)dθ +
1

2
f̂(n)eint, (26)

ãäå

J (ψ;n; θ) = J2(ψ;n; θ)0 =
1

π

∞∫
n

ψ(v) cos vθdv, (27)

2) åñëè ψ = ψ1 + iψ2, ãäå ψ1 ∈M, ψ2 ∈M′, òî äëÿ ëþáîé ôóíê-

öèè f ∈ Cψ(T)+ â êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè T âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî (26) è â òîì ñëó÷àå, êîãäà

J (ψ;n; θ) =
1

2π

∞∫
n

ψ(v)e−ivθdv. (28)

Âàæíîé õàðàêòåðèñòêîé ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà M ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

µ(t) = µ(ψ; t) =
t

η(t)− t
,

â êîòîðîé

η(t) = η(ψ; t) = ψ−1(ψ(t)/2).

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ äâóõ âåëè÷èí èç ìíîæåñòâà M âûäåëèì äâà ïîäìíî-

æåñòâà M0 è F . Êî ìíîæåñòâó M0 îòíîñÿòñÿ âñå ôóíêöèè ψ ∈ M, äëÿ

êîòîðûõ 0 < µ(ψ; t) ≤ const, à êî ìíîæåñòâó F � âñå ôóíêöèè ψ ∈ M,

äëÿ êîòîðûõ

η′(t) = η′(ψ; t) =
ψ′(t)

2ψ′(η(t))
≤ const, t ≥ 1,
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η′(t)
df
= η′(t+ 0).

Îòìåòèì, ÷òî åñòåñòâåííûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ìíîæåñòâà M0 ÿâëÿ-

þòñÿ ôóíêöèè ψ(t) = t−r (r > 0), ψ(t) = Γ(t + 1)/Γ(t + r + 1) (r >

0), ψ(t) = t−r lnε(t + e) (r ≥ 0) è äð.. Ìíîæåñòâó F ïðèíàäëåæàò ôóíê-

öèè ψ(t) = exp(−αtr) ïðè ëþáûõ α > 0 è r > 0.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ψ = ψ1 + iψ2 è ψ1, ψ2 ∈ M0. Òîãäà äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ Cψ(T)+ è ëþáîãî ïîëèíîìà Tn−1 ∈ Tn−1 â êàæäîé òî÷êå

îêðóæíîñòè T ïðè n ∈ N

rn(f ; eit) = −ψ(n)Sn−1(f
ψ − Tn−1; e

it) +O(1)|ψ(n)|‖fψ − Tn−1‖C(T), (29)

ãäå O(1) � âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïî n è ïî f .

Ýòà òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ïîâåäåíèåì îñòàòêà ðÿäà Ôó-

ðüå ôóíêöèè f è ïîâåäåíèåì ÷àñòíîé ñóììû ðÿäà Ôóðüå åå ψ � ïðîèç-

âîäíîé. Â ÷àñòíîñòè, èç íåå âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ψ = ψ1 + iψ2 è ψ1, ψ2 ∈ M0. Òîãäà äëÿ ëþ-

áîé ôóíêöèè f ∈ Cψ(T)+ è ëþáîãî ïîëèíîìà Tn−1 ∈ Tn−1 ïðè n ∈ N

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

‖rn(f ; ·)‖C(T) = |ψ(n)|‖Sn−1(f
ψ − Tn−1; ·)‖C(T)+

+O(1)|ψ(n)|‖fψ(·)− Tn−1(·)‖C(T).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðà-

âåíñòâî

‖rn(f ; ·)‖C(T) = O(1)|ψ(n)|En(f
ψ), n ∈ N,

ãäå

En(ϕ) = inf
Tn−1

‖ϕ− Tn−1‖C(T),
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

‖Sn−1(f
ψ; ·)‖C(T) = O(1).

Â ñëó÷àå, êîãäà ψ = Γ(k + 1)/Γ(k + r + 1) òåîðåìà 3 è ñëåäñòâèå 3

äîêàçàíû Ñ. Á. Ñòå÷êèíûì [4].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

rn(f ; eit) =

∞∫
−∞

∆(fψ; ei(t+θ))J2(ψ;n; θ)0dθ +
1

2
f̂(n)eint,

â êîòîðîì J2(ψ;n; θ)0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (27).

Ïîñêîëüêó

J2(ψ;n; θ)0 =
1

π

∞∫
n

ψ(v) cos vθdv =

= −ψ(n)

π

sinnθ

θ
− 1

πθ

∞∫
n

ψ′(v) sin vθdv =

= −ψ(n)

π
· sinnθ

θ
− 1

π
J3(ψ;n; θ)0,

òî

rn(f ; eit) = −ψ(n)
1

π

∞∫
−∞

∆(fψ; ei(t+θ))
sinnθ

θ
dθ−

−1

π

∞∫
−∞

∆(fψ; ei(t+θ))J3(ψ;n; θ)0dθ +
1

2
f̂(n)eint. (30)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñåé äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

∆(fψ; eit) = fψ(eit), ïîñêîëüêó â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå îíî àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü 0 < ρ < 1. Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî
∞∫

−∞

fψ(ρei(t+θ))
sinnθ

θ
dθ =
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=

∞∫
−∞

∞∑
k=0

f̂(k)

ψ(k)
ρkei(t+θ)

sinnθ

θ
dθ =

∞∑
k=0

f̂(k)

ψ(k)
ρkeikt

∞∫
−∞

eikθ
sinnθ

θ
dθ,

â êîòîðîì

fψ(ρeit)
df
=Kfψ(ρeit).

Ïîñêîëüêó

∞∫
−∞

eikθ
sinnθ

θ
dθ =

∞∫
−∞

cos kθ
sinnθ

θ
dθ + i

∞∫
−∞

sin kθ
sinnθ

θ
dθ =

=

∞∫
−∞

cos kθ
sinnθ

θ
dθ =


π, k = 0, n− 1,
π

2
, k = n,

0, k = n+ 1,∞
è, êðîìå òîãî, â êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè T

lim
ρ→1−0

∞∑
k=0

f̂(k)

ψ(k)
ρkeikt = fψ(eit),

òî
1

π

∞∫
−∞

fψ(ei(t+θ))
sinnθ

θ
dθ = lim

ρ→1−0

1

π

∞∫
−∞

fψ(ρei(t+θ))
sinnθ

θ
dθ =

=
n−1∑
k=0

f̂(k)

ψ(k)
eikt +

f̂(n)

2ψ(n)
eint = Sn−1(f

ψ; eit) +
f̂(n)

2ψ(n)
eint.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (30), ïîëó÷èì

rn(f ; eit) = −ψ(n)Sn−1(f
ψ; eit)− 1

π

∞∫
−∞

fψ(ei(t+θ))J3(ψ;n; θ)0dθ.

Íî, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (10.9) èç [7, ñ. 133] äëÿ ψj ∈M0

∞∫
−∞

|J3(ψj;n; θ)0|dθ ≤ O(1)ψj(n), j = 1, 2,
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ïîýòîìó â êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè T

|rn(f ; eit) + ψ(n)Sn−1(f
ψ; eit)| ≤ O(1)|ψ(n)|,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 3.

Îòïðàâëÿÿñü îò ñëåäñòâèÿ 2, äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 2. Ïóñòü ψ = ψ1 + iψ2 è ψ1, ψ2 ∈ M′; a = {a(n)}∞0 �

ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòî-

ðîé na(n) ≥ a0 > 0 ∀n ∈ N . Òîãäà, åñëè f ∈ Cψ(T)+, òî â êàæäîé

òî÷êå îêðóæíîñòè T âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

rn(f ; eit) = ψ(n)
1

2πi

∫
|θ|≥a(n)

fψ(ei(t+θ))
e−inθ

θ
dθ + bψn(a; f ; eit), (31)

ãäå

‖bψn(a; f ; ·)‖C(T) ≤ O(1) max
j=1,2

(ψj(n) +Qψj
n (a)). (31′)

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà Tn−1 ∈ Tn−1 â êàæäîé òî÷êå

îêðóæíîñòè T

rn(f ; eit) = ψ(n)
1

2πi

∫
|θ|≥a(n)

δ(fψ; ei(t+θ))
e−inθ

θ
dθ + b̄ψn(a; f ; eit), (32)

ãäå δ(fψ; eiτ) = fψ(eiτ)− Tn−1(e
iτ) è

‖b̄ψn(a; f ; ·)‖C(T) ≤ O(1) max
j=1,2

(ψj(n) +Qψj
n (a))‖δ(fψ; ·)‖C(T) (32′)

Âåëè÷èíû Q
ψj
n (a) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

Qψj
n (a) =

∞∫
1/a(n)

ψj(θ + n)

θ
dθ +

∞∫
a(n)

ψj(n)− ψj(n+ 1/θ)

θ
dθ, j = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëåììû 3 è ñëåäñòâèÿ

2 èç [8] è åå äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïîâòîðåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
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ìåñò èç ðàññóæäåíèé, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ áûëà óñòàíîâëåíû ëåììà 3

è ñëåäñòâèÿ 2 èç [8] ñ èõ ìîäèôèêàöèåé äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ.

Ïðåæäå âñåãî, â ñèëó ðàâåíñòâà (26), â êîòîðîì âåëè÷èíà J (ψ;n; θ)

âûáðàíà ñîãëàñíî (28), èìååì

rn(f ; eit) =
( ∫
|θ|≥a(n)

+

∫
|θ|≤a(n)

)
∆(fψ; ei(t+θ))J (ψ;n; θ)dθ +

1

2
f̂(n)eint,

Ïîñêîëüêó

J (ψ;n; θ) =
1

2π

∞∫
n

ψ(v)e−ivθdv =
ψ(n)

2πi

e−inθ

θ
+

1

2πiθ

∞∫
n

ψ′(v)e−ivθdv =

df
=
ψ(n)

2πi

e−inθ

θ
+

1

2πi
J3(ψ;n; θ),

òî

rn(f ; eit) = ψ(n)
1

2πi

∫
|θ|≥a(n)

∆(fψ; ei(t+θ))
e−inθ

θ
dθ+

+Bn(a; fψ; eit) + Pn(a; fψ; eit) +
1

2
f̂(n)eint,

ãäå

Bn(a; fψ; eit) =
1

2πi

∫
|θ|≥a(n)

∆(fψ; ei(t+θ))J3(ψ;n; θ)dθ, (33)

Pn(a; fψ; eit) =

∫
|θ|≤a(n)

∆(fψ; ei(t+θ))J (ψ;n; θ)dθ. (34)

Ïîñêîëüêó

J3(ψ;n; θ) =
1

θ

∞∫
n

ψ′(v) cos vθdv − i

θ

∞∫
n

ψ′(v) sin vθdv

è

J (ψ;n; θ) =
1

2π

∞∫
n

ψ(v) cos vθdv − i

2π

∞∫
n

ψ(v) sin vθdv,
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òî, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ

J3(ψ;n; θ)β =
1

θ

∞∫
n

ψ′(v) cos(vθ − βπ
2

)dv, β ∈ R,

J2(ψ;n; θ)β =

∞∫
n

ψ(v) cos(vθ − βπ
2

)dv, β ∈ R,

èìååì

J3(ψ;n; θ) = J3(ψ1;n; θ)0 − iJ3(ψ1;n; θ)1+

+J3(ψ2;n; θ)1 + iJ3(ψ2;n; θ)0

è

J (ψ;n; θ) =
1

2π
[J2(ψ1;n; θ)0 − iJ2(ψ1;n; θ)1+

+J2(ψ2;n; θ)1 + iJ2(ψ2;n; θ)0]

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (33) è (34), âèäèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî

ïåðâîé ÷àñòè ëåììû ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ïîëó÷åíèþ îöåíîê äëÿ âå-

ëè÷èí, àíàëîãè÷íûõ âåëè÷èíàì Rψ
n(a; f ;x) è P ψ

n (a; f ;x) èç ñîîòíîøåíèÿ

(6.13) [7, ñ. 99] Ïðîèçâîäÿ íåîáõîäèìûå îöåíêè, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

(31) è (31'). Ñîîòíîøåíèÿ (32) è (32′) ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî.

4. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ ðàâåíñòâ äëÿ âåëè÷èí

‖rn(f ; ·)‖C(T) = ‖f − Sn−1(f)‖C(T)

íà êëàññàõ Cψ(T)+ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëü-

òàò Å. Ëàíäàó [9] î íîðìå ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäîâ Òåéëîðà ôóíêöèé, àíàëè-

òè÷åñêèõ â êðóãå D.
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Òåîðåìà À. Ïóñòü B � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â

êðóãå D òàêèõ, ÷òî ‖f‖H∞ = supz∈D |f(z)| ≤ 1. Òîãäà äëÿ êàæäîãî

n ∈ N ∪ {0}
sup
f∈B

max
z∈D
|Sn(f ; z)| = Gn,

ãäå

G0 = 1, Gn = 1 +
n∑
k=1

[(2k − 1)!!

(2k)!!

]2
, n = 1,∞.

Ïðè ýòîì

Gn =
1

π
ln(n+ 1) +O(1), n ∈ N.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3 è ëåììû 2 íàõîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðà-

âåíñòâà äëÿ âåëè÷èí

Rn(C
ψ
∞(T)+) = sup

f∈Cψ∞(T)+

‖f(·)− Sn−1(f ; ·)‖C(T),

ãäå

Cψ
∞(T)+ = {f ∈ Cψ(T)+ : ‖fψ‖L∞(T) ≤ 1}.

Â ñëó÷àå, êîãäà ψi ∈M0, i = 1, 2, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ψ = ψ1 + iψ2 è ψ1, ψ2 ∈ M0. Òîãäà ïðè n → ∞
âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

Rn(C
ψ
∞(T)+) =

1

π
|ψ(n)| lnn+O(1)|ψ(n)|, (35)

ãäå O(1) � âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïî n.

Â ñëó÷àå, êîãäà ψ(t) = Γ(t+ 1)/Γ(t+ r + 1) òåîðåìà 4 äîêàçàíà Ñ. Á.

Ñòå÷êèíûì [4].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3

Rn(C
ψ
∞(T)+) = |ψ(n)| sup

f∈Cψ∞(T)+

‖Sn−1(f
ψ; ·)‖C(T) +O(1)|ψ(n)| (36).
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Åñëè f ∈ Cψ
∞(T)+, òî fψ(ρeit) = Kfψ(ρeit) ∈ B, ïðè÷åì ïî÷òè âñþäó íà

îêðóæíîñòè T

lim
ρ→1−0

fψ(ρeit) = fψ(eit).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ B â êëàññå Cψ
∞(T)+ íàéäåò-

ñÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé fψ ïî÷òè âñþäó íà îêðóæíîñòè T ñîâïàäàåò

ñ óãëîâûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè g.

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå À ïðè n→∞

sup
f∈Cψ∞(T)+

‖Sn−1(f
ψ; ·)‖L∞(T) = sup

f∈B
max
z∈D
|Sn−1(f ; z)| = Gn =

1

π
lnn+O(1).

(37)

Îáúåäèíÿÿ (36), (37), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (35).

Îòïðàâëÿÿñü îò ëåììû 2, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ F è, êðîìå òîãî, âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ

0 < K1 ≤
η(ψ1; t)− t
η(ψ2; t)− t

≤ K2 <∞ ∀t ≥ 1. (38)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

Rn(C
ψ
∞(T)+) =

1

π
|ψ(n)| ln+(η(n)− n) +O(1)|ψ(n)|, (39)

â êîòîðîì η(n) åñòü ëèáî η(ψ1; t) = ψ−1
1 (1

2ψ1(n)), ëèáî η(ψ2; t) =

ψ−1
2 (1

2ψ2(n)) è O(1) � âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [10, ñ.112] äîêàçàíî âêëþ÷åíèå F ⊂ M′. Êðîìå

òîãî, â [10, ñ.112] ïîêàçàíî, ÷òî

µ(ψ; t) ≥ K1 > 0 ∀t ≥ 1,

à â [11, ñ.134] ïîêàçàíî, ÷òî

Qψ
n(γ) ≤ K2|ψ(n)| ∀ψ ∈ F,
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γ = γ(n) = (η(ψ;n)− n)−1, n = 1, 2, . . . ,

ãäå Qψ
n(γ) � âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (31′′), à K1, K2 � íåêî-

òîðûå ïîñòîÿííûå.

Ïîýòîìó, âûáåðàÿ âåëè÷èíó a(n) â (31) ñîãëàñíî ðàâåíñòâó a(n) =

γ(n), ñ ó÷åòîì (38) áóäåì èìåòü

‖bψn(a; f ; ·)‖C(T) ≤ O(1)|ψ(n)|.

Òàêèì îáðàçîì, èç (31) íàõîäèì

Rn(C
ψ
∞(T)+) = |ψ(n)| 1

2π
sup

f∈Cψ∞(T)+

max
t∈[0,2π]

∣∣∣ ∫
|θ|≥a(n)

fψ(ei(t+θ))
e−inθ

θ
dθ
∣∣∣+

+O(1)|ψ(n)|. (40)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Cψ
∞(T)+ íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ

g ∈ L∞(T)+ òàêàÿ, ÷òî ‖g‖L∞(T) ≤ 1 è fψ = g ïî÷òè âñþäó íà T. Ïîýòîìó,

ó÷èòûâàÿ åùå è èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà L∞(T) îòíîñèòåëüíî ñäâèãà

àðãóìåíòà, çàêëþ÷àåì, ÷òî

sup
f∈Cψ∞(T)+

max
t∈[0,2π]

∣∣∣ ∫
|θ|≥a(n)

fψ(ei(t+θ))
e−inθ

θ
dθ
∣∣∣ =

= sup
ϕ∈L∞(T)+:‖ϕ‖L∞(T)≤1

∣∣∣ ∫
|θ|≥a(n)

ϕ(eiθ)
e−inθ

θ
dθ
∣∣∣ =Mn.

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì p ∈ (0, 1] ñïðàâåäëèâà îöåíêà (ñì. ñîîòíî-

øåíèå (7.11) èç [7]):∣∣∣ ∞∫
pπ

ϕ(eiθ)
e−inθ

θ
dθ
∣∣∣ = O(1)‖ϕ‖L∞(T), n→∞.

Ïîýòîìó

Mn = sup
ϕ∈L∞(T)+:‖ϕ‖L∞(T)≤1

∣∣∣ ∫
a(n)≤|θ|≤pπ

ϕ(eiθ)
e−inθ

θ
dθ
∣∣∣+O(1) (41)
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

Mn ≤ 2 ln+ pπ

a(n)
+O(1) = 2 ln+(η(n)− n) +O(1), n→∞. (42)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (40) è (41) ñëåäóåò íóæíàÿ îöåíêà ñâåð-

õó âåëè÷èíû Rn(C
ψ
∞(T)+) è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâåíñòâà (38) îñòàåòñÿ ïîêà-

çàòü, ÷òî â (42) ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà áûòü íå ìîæåò.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

Ln(z) = zn
ln(1/z)

ln(z)
, n = 1, 2, . . . ,

ãäå

ln(z) = 1 +
n∑
k=1

(2k − 1)!!

(2k)!!
zk.

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ln(z) ïîëîæèòåëüíû è, êðîìå òî-

ãî,

1 >
1

2
> . . . >

(2n− 1)!!

(2n)!!
,

òî ïî òåîðåìå Êàêåéÿ (ñì., íàïðèìåð [12]) âñå íóëè ln(z) ëåæàò âíå

îêðóæíîñòè T. Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèè Ln(z), n ∈ N àíàëèòè÷íû â

çàìêíóòîì êðóãå D è

|Ln(ζ)| =
∣∣∣ln(ζ̄)

ln(ζ)

∣∣∣ = 1 ∀ζ ∈ T,

ò. å. Ln ∈ B.
Ïîýòîìó äëÿ âåëè÷èíû Mn, ñ ó÷åòîì (41), èìååì îöåíêó ñíèçó

Mn ≥
∣∣∣ ∫
a(n)≤|θ|≤pπ

Ln(e
iθ)
e−inθ

θ
dθ
∣∣∣+O(1) =

=
∣∣∣ ∫
a(n)≤|θ|≤pπ

ln(e
−iθ)

ln(eiθ)
· dθ
θ

∣∣∣+O(1) n→∞, (43)

äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà p ≤ 1/2.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî çàìåíèì èíòåãðàë â (43) èíòåãðàëîì∫
a(n)≤|θ|≤pπ

ln(e
−iθ)

ln(eiθ)
· ie

iθdθ

eiθ − 1
.

Ïîãðåøíîñòü ïðè ýòîì ðàâíà âåëè÷èíå

qn =
∣∣∣ ∫
a(n)≤|θ|≤pπ

ln(e
−iθ)

ln(eiθ)

(1

θ
− i eiθ

eiθ − 1

)
dθ
∣∣∣

è äëÿ åå îöåíêè âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâàìè

1

eiθ − 1
=

2

ei2θ − 1
+

1

eiθ + 1
=

e−iθ

i sin θ
+

1

eiθ + 1
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî θ − sin θ ≤ θ sin θ (θ ∈ [0, π/2]), ïîëó÷àåì

qn ≤
∣∣∣ ∫
a(n)≤|θ|≤pπ

ln(e
−iθ)

ln(eiθ)

(1

θ
− 1

sin θ

)
dθ
∣∣∣+

+
∣∣∣ ∫
a(n)≤|θ|≤pπ

ln(e
−iθ)

ln(eiθ)
· eiθ

eiθ + 1
dθ
∣∣∣ ≤

≤
∫

a(n)≤|θ|≤pπ

|θ − sin θ|
θ sin θ

dθ +

∫
a(n)≤|θ|≤pπ

dθ

|eiθ + 1|
≤

≤ 2(pπ − a(n))
(

1 +
1√
2

)
< 2π ∀n ∈ N.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (43), èìååì

Mn ≥
∣∣∣ ∫
a(n)≤|θ|≤pπ

ln(e
−iθ)

ln(eiθ)
· e

iθdθ

eiθ − 1

∣∣∣+O(1) ≥

≥
∣∣∣Re

∫
a(n)≤|θ|≤pπ

ln(e
−iθ)

ln(eiθ)
· e

iθdθ

1− eiθ
∣∣∣+O(1). (44)

Íî, ïîñêîëüêó

ln(e
−iθ)

ln(eiθ)
· eiθ

1− eiθ
=
∣∣∣ln(e−iθ)
ln(eiθ)

· eiθ

1− eiθ
∣∣∣eiφ(θ) =

eiφ(θ)

|1− eiθ|
,
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ãäå

φ(θ) = θ − 2 arg ln(e
iθ)− arg(1− eiθ),

òî

Re

∫
a(n)≤|θ|≤pπ

ln(e
−iθ)

ln(eiθ)
· e

iθdθ

1− eiθ
=

∫
a(n)≤|θ|≤pπ

Re
eiφ(θ)

|1− eiθ|
dθ =

=

∫
a(n)≤|θ|≤pπ

cosφ(θ)

|1− eiθ|
dθ. (45)

Ñëåäîâàòåëüíî ñîîòíîøåíèå (44) ïðèîáðåòàåò âèä

Mn ≥
∣∣∣ ∫
a(n)≤|θ|≤pπ

cosφ(θ)

|1− eiθ|
dθ
∣∣∣+O(1).

Ïóñòü òåïåðü s � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, s > 1. Ïîñêîëü-

êó ∣∣∣ ∫
a(n)≤|θ|≤sa(n)|

cosφ(θ)

|1− eiθ|
dθ
∣∣∣ ≤ ∫

a(n)≤|θ|≤sa(n)|

dθ

|1− eiθ|
≤ 2

a(n)(s− 1)

|1− eia(n)|
=

=
a(n)(s− 1)

sin a(n)/2
= O(1), n→∞,

òî ñîãëàñíî (44) è (45)

Mn ≥
∣∣∣ ∫
sa(n)≤|θ|≤pπ

cosφ(θ)

|1− eiθ|
dθ
∣∣∣+O(1). (46)

Äàëåå, ïîëó÷èì îöåíêè çíà÷åíèé ôóíêöèè cosφ(θ) íà ïðîìåæóòêàõ

γn = {θ : sa(n) ≤ |θ| ≤ pπ}, n ∈ N .

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ

1√
1− z

=
∞∑
k=0

(2k − 1)!!

(2k)!!
zk, z ∈ D,

è
1

1− z sin2 x
=

∞∑
k=0

zk sin2k x, z ∈ D, x ∈ R,
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à òàêæå ôîðìóëó Âàëëèñà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîãî ðàçëîæåíèÿ

(2k − 1)!!

(2k)!!
=

2

π

π/2∫
0

sin2k xdx, (47)

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

1√
1− z

− ln(z) = zn+1 2

π

π/2∫
0

sin2(n+1) x

1− z sin2 x
dx ∀z ∈ D.

Îòñþäà, åñëè θ ∈ γn, òî, ó÷èòûâàÿ (47) è ñîîòíîøåíèå (ñì., íàïðèìåð,

[13, ñ. 280])

2

π

π/2∫
0

sin2k xdx =
1√
πn

(1 + o(1)) n→∞,

èìååì

∣∣∣ 1√
1− eiθ

− ln(eiθ)
∣∣∣ =

∣∣∣ lim
ρ→1−

2

π

π/2∫
0

sin2(n+1) x

1− ρeiθ sin2 x
dx
∣∣∣ =

=
∣∣∣2
π

π/2∫
0

sin2(n+1) x

1− eiθ sin2 x
dx
∣∣∣ ≤ 1

minx∈[0,π/2] |1− eiθ sin2 x|
2

π

π/2∫
0

sin2n xdx =

=
1

minx∈[0,π/2] |1− eiθ sin2 x|
· 1√

nπ
(1 + o(1)), n→∞. (48)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

min
x∈[0,π/2]

|1− eiθ sin2 x| = sin θ ∀θ ∈ [0, π/2].

Ïîýòîìó èç (48), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî na(n) > a0 > 0, n ∈ N è sin x ≥
2x/π ∀x ∈ [0, π/2], ñëåäóåò íåðàâåíñòâî∣∣∣1− ln(eiθ)√1− eiθ

∣∣∣ ≤ √|1− eiθ|| sin θ|
· 1√

πn
(1 + o(1)) =
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=

√
2| sin θ/2|
| sin θ|

· 1√
πn

(1 + o(1)) =

=
1

cos θ/2
· 1√

2| sin θ/2|
· 1√

πn
(1 + o(1)) ≤

≤ 1√
| sin θ/2|

· 1√
πn

(1 + o(1)) ≤

≤ 1√
|θ|n

(1 + o(1)) ≤ 1√
sna(n)

(1 + o(1)) <

<
1
√
sa0

(1 + o(1)) ∀θ ∈ γn, n→∞. (49)

Ïóñòü s > 4/a0. Òîãäà èç (49), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íîìåð n0 ∈
N òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ n0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣1− ln(eiθ)√1− eiθ

∣∣∣ < 2
√
sa0

< 1 ∀θ ∈ γn.

Îòñþäà, ïîëüçóÿñü ïðîñòûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, ïîëó-

÷àåì, ÷òî äëÿ θ ∈ γn ïðè n→∞∣∣∣ arg(ln(e
iθ)
√

1− eiθ)
∣∣∣ =

=
∣∣∣ arg ln(e

iθ) +
1

2
arg(1− eiθ)

∣∣∣ < arcsin
2
√
sa0

. (50)

Âûáåðåì ÷èñëî p ñîãëàñíî ðàâåíñòâó

p = p(s) =
1

π
arcsin

2
√
sa0

.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ (50), èìååì îöåíêó

|φ(θ)| = |θ − 2 arg ln(e
iθ)− arg(1− eiθ)| ≤

≤ |θ|+ 2| arg ln(e
iθ) +

1

2
arg(1− eiθ)| ≤

≤ pπ + 2 arcsin
2
√
sa0

= 3 arcsin
2
√
sa0

∀θ ∈ γn, n→∞.
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Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ïîäáåðåì s ñòîëü áîëüøèì, ÷òîáû

cosφ(θ) > 1− ε äëÿ âñåõ θ ∈ γn ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Òîãäà, ïðîäîëæàÿ îöåíêó (46), ïîëó÷èì

Mn ≥ (1− ε)
∫

sa(n)≤|θ|≤pπ

dθ

|1− eiθ|
+O(1) =

= (1− ε)
pπ∫

sa(n)

dθ

sin θ/2
+O(1) = 2(1− ε)

pπ∫
sa(n)

dθ

θ
+O(1) =

= 2(1− ε) ln
pπ

sa(n)
+O(1) = 2(1− ε) ln(η(n)− n) +O(1), n→∞. (51)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ó÷èòûâàÿ (42), (46) è (51),

èìååì

Mn = 2 ln+(η(n)− n) +O(1) n→∞.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû Mn â

(40), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (39).

6. Íåðàâåíñòâà Ëåáåãà � Ëàíäàó.

Ïóñòü f ∈ A(D), n ∈ N , òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå À

‖f − Sn−1(f)‖A(D) ≤ ‖f − P
∗
n−1‖A(D) + ‖Sn−1(f − P ∗n−1)‖A(D) ≤

≤ (Gn−1 + 1)En(f)A(D) =
(1

π
lnn+O(1)

)
En(f)A(D),

ãäå P ∗n−1 � àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ≤ n− 1 íàèëó÷øåãî ïðè-

áëèæåíèÿ ôóíêöèè f è

En(f)A(D) = inf
Pn−1

‖f − Pn−1‖A(D)

� âåëèè÷íà íàèëó÷øåãî ðàíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f ïîñðåä-

ñòâîì àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ n− 1.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ A(D) ïðè ëþáîì n ∈ N

‖f − Sn−1(f)‖A(D) ≤
(1

π
lnn+O(1)

)
En(f)A(D).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà

Ëåáåãà, óìåñòíî íàçâàòü íåðàâåíñòâîì Ëåáåãà � Ëàíäàó äëÿ ôóíêöèé,

àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå D.

Â ýòîì ïóíêòå ïîëó÷èì àíàëîãè íåðàâåíñòâà Ëåáåãà � Ëàíäàó äëÿ

êëàññîâ Cψ(T)+.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ψ = ψ1 + iψ2 è ψ1, ψ2 ∈ M0. Òîãäà äëÿ êàæäîé

ôóíêöèè f ∈ Cψ(T)+ ïðè ëþáîì n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖rn(f)‖C(T) ≤
(1

π
lnn+O(1)

)
|ψ(n)|En(f

ψ)C(T), (52)

â êîòîðîì O(1) � âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïî n.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Cψ(T)+ ïðè êàæäîì n ∈ N íàéäåòñÿ ôóíê-

öèÿ F (eit) = F (eit;n) òàêàÿ, ÷òî En(F
ψ)C(T) = En(f

ψ)C(T) è äëÿ íåå

ñîîòíîøåíèå (52) ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì.

Çàìå÷àíèå 2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6 îñòàåòñÿ â ñèëå è â ñëó÷àå,

êîãäà ψ ≡ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ∗n−1(e
it) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n− 1 íàèëó÷-

øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè fψ(eit). Òîãäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3

‖rn(f)‖C(T) = |ψ(n)|‖Sn−1(f
ψ − P ∗n−1)‖C(T) +O(1)|ψ(n)|En(f

ψ)C(T). (53)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ fψ − P ∗n−1 ÿâëÿåòñÿ íåêàñàòåëüíûì ãðàíè÷íûì

çíà÷åíèåì îãðàíè÷åííîé àíàëèòè÷åñêîé â êðóãå D ôóíêöèè fψ(z) −
P ∗n−1(z), òî ñîãëàñíî òåîðåìå À

‖Sn−1(f
ψ − P ∗n−1)‖C(T) ≤

(1

π
lnn+O(1)

)
En(f

ψ)C(T).

Ñ ó÷åòîì ýòîé îöåíêè èç ñîîòíîøåíèÿ (53) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (52).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû ïîñòðîèì ôóíêöèþ F (eit)

òàêóþ, ÷òî F ψ(eit) = En(f
ψ)C(T)Ln(e

it).

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ln(z) àíà-

ëèòè÷íà â D è, êðîìå òîãî, â êðóãå D èìååò ðîâíî n íóëåé. Ñëåäîâàòåëü-

íî, òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è ôóíêöèÿ F ψ(z) = KF ψ(z), z =

ρeit, 0 ≤ ρ < 1. Ó÷èòûâàÿ, åùå ÷òî ‖F ψ‖A(D) = En(f
ψ)C(T)‖Ln‖A(D) =

En(f
ψ)C(T)|Ln(eit)| = En(f

ψ)C(T) = |F ψ(eit)|, 0 ≤ t ≤ 2π, âèäèì, ÷òî

ôóíêöèÿ F ψ(z) óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì òåîðåìû 4′ èç [14], ñî-

ãëàñíî êîòîðîé En(F
ψ)C(T) = En(f

ψ)C(T).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè F (eit) = J ψF ψ(eit) = En(f
ψ)C(T)J ψLn(e

it)

ñîîòíîøåíèå (52) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî

|J ψLn(1)− Sn−1(J ψLn)(1)| ≥ |ψ(n)|
(1

π
lnn+O(1)

)
. (55)

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (29) äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà Pn−1(e
it) ñòåïåíè

≤ n− 1

|ψ(n)||Sn−1(Ln − Pn−1; 1)| ≤ |J ψLn(1)− Sn−1(J ψLn)(1)|+

+O(1)|ψ(n)|‖Ln − Pn−1‖C(T).

Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ïîëèíîìà Pn−1 ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

ôóíêöèè Ln è ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 4′ èç [14] ýòîò ïîëèíîì

òîæäåñòâåííî ðàâíÿåòñÿ íóëþ, ïîëó÷èì

|J ψLn(1)− Sn−1(J ψLn)(1)| ≥ |ψ(n)||Sn−1(Ln; 1)| −O(1)|ψ(n)|, n ∈ N.

Îòñþäà ñîãëàñíî òåîðåìå A, ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (55). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîäîáíî òîìó, êàê íà îñíîâàíèè ëåììû 2 áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà (42),

ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ F è, êðîìå òîãî, âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ (38). Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Cψ(T)+ ïðè ëþáîì
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n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖rn(f)‖C(T) ≤
(1

π
ln+(η(n)− n) +O(1)

)
|ψ(n)|En(f

ψ)C(T), (56)

â êîòîðîì O(1) � âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïî n, à η(n) èìå-

åò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â òåîðåìå 5.

7. Ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà î ïðèáëèæåíèè èíòåãðà-

ëîâ òèïà Êîøè èç êëàññîâ Kψp (Ω)+ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè Ω,

â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ Ψ′ îòîáðàæàþùåé ôóíêöèè ïðèíàäëåæèò

ê ïðîñòðàíñòâó Hq(D∞), q−1 + p−1 = 1 . Îòïðàâíîé òî÷êîé íà ýòîì

ïóòè ïîñëóæèò ïðåäëîæåíèå 6, ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ Kψp (Ω)+ (f = Kϕ) â ñëó÷àå, êîãäà Ψ′ ∈ Hq(D∞), ïðè êàæäîì ôèêñè-

ðîâàíîì z ∈ Ω èíòåãðàë òèïà Êîøè

f(z〈eit〉) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ〈eit〉)
ζ − z

dζ =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(Ψ(Φ(ζ)eit))

ζ − z
dζ,

êàê ôóíêöèÿ òî÷êè eit, çàäàííàÿ íà îêðóæíîñòè T, ïðèíàäëåæèò ê êëàñ-

ñó Cψ(T)+ è (f(z〈·〉))ψ = fψ(z〈·〉).
Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ èç íåðàâåíñòâ Ëåáåãà � Ëàíäàó (52) è

(56) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, Ψ′ ∈ Hq(D∞), p−1 + q−1 = 1, ψ =

ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ M0. Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Kψp (Ω)+ ïðè

ëþáûõ n ∈ N, z ∈ Ω ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(z)−
n−1∑
k=0

fkFk(z)| ≤ ‖f(z〈·〉)− Sn−1(f(z〈eit〉); ·)‖C(T) ≤

≤
(1

π
lnn+O(1)

)
|ψ(n)|En(f

ψ(z〈·〉))C(T), (57)
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â êîòîðîì

En(f
ψ(z〈·〉))C(T) = inf

Tn−1,z∈Tn−1

‖ 1

2πi

∫
Γ

ϕψ(ζ〈·〉)
ζ − z

dζ − Tn−1,z(·)‖C(T),

Tn−1 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé Tn−1,z âèäà

Tn−1,z(e
it) =

n−1∑
k=0

ck(z)eikt,

O(1) � âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïî n.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, Ψ′ ∈ Hq(D∞), p−1 + q−1 = 1, ψ =

ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ F è, êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (38). Òîãäà

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Kψp (Ω)+ ïðè ëþáûõ n ∈ N, z ∈ Ω ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

|f(z)−
n−1∑
k=0

fkFk(z)| ≤

≤
(1

π
ln+(η(n)− n) +O(1)

)
|ψ(n)|En(f

ψ(z〈·〉))C(T), (58)

ãäå η åñòü ëèáî η1(ψ1;n), ëèáî η2(ψ2;n) è O(1) � âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííàÿ ïî n.

Â íåðàâåíñòâàõ (57),(58) ôèãóðèðóþò âåëè÷èíû En(h(z〈·〉))C(T), êîòî-

ðûå çàâèñÿò îò òî÷êè z. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâíîìåðíûõ îöåíîê

â çàìêíóòîé îáëàñòè Ω öåëåñîîáðàçíî áîëåå äåòàëüíî èññëåäîâàòü ýòè

âåëè÷èíû.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â èíòåãðàëå òèïà Êîøè

Kϕ(z〈eit〉) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ〈eit〉)
ζ − z

dζ,

â ñëó÷àå, êîãäà ϕ ∈ Lp(Γ)+ ìîæíî ñóùåñòâåííî èçìåíèòü ÿäðî Êîøè,

íå èçìåíÿÿ çíà÷åíèé ñàìîãî èíòåãðàëà. Èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

ëåììà [1].
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Ëåììà 3. Ïóñòü Ψ′ ∈ H1(D∞), GΩ � ìíîæåñòâî ôóíêöèé

g(ζ, z), ζ ∈ Γ, z ∈ Ω, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ : ïðè êàæäîì z ∈ Ω

ôóíêöèÿ gz(·) = g(Ψ(·), z)Ψ′(·) ïðèíàäëåæèò ê L1(T)+. Òîãäà äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ L1(Γ,Φ
′)+ è ëþáîé ôóíêöèè g ∈ gΩ â êàæäîé òî÷êå z ∈ Ω

ïî÷òè âñþäó ïî ïåðåìåííîé w íà îêðóæíîñòè T ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Kf(z〈w〉) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ〈w〉)
( 1

ζ − z
+ g(ζ, z)

)
dζ. (59)

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈
K1(Ω)+ (h = Kϕ) â êàæäîé òî÷êå z ∈ Ω èìååì

En(h(z〈·〉))C(T) ≤

≤ inf
Tn−1,z∈Tn−1

‖ 1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ〈·〉)Q(ζ, z)dζ − Tn−1,z(·)‖L∞(T), (60)

ãäå

Q(ζ, z) =
1

ζ − z
+ g(ζ, z), g ∈ GΩ.

Ïóñòü τn−1(e
it) � ïðîèçâîëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà

n− 1 âèäà

τn−1(e
it) =

n−1∑
k=−(n−1)

τ̂ke
ikt, (61)

è

Tn−1,z(e
it) =

n−1∑
k=0

ck(z)eikt. (62)

Òîãäà ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì z ∈ Ω∫
T

(ϕ ◦Ψ)(weit)Tn−1,z(w̄)
dw

w
+

+

∫
T

τn−1(we
it)
(
Q(Ψ(w), z)Ψ′(w)w − Tn−1,z(w̄)

)dw
w

=
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=
n−1∑
k=0

ak(z)eikt ∈ Tn−1, (63)

ãäå ak(z) � íåêîòîðûå ôóíêöèè îò z è w̄ � ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ê w.

Ïîýòîìó, âñëåäñòâèå (60), (63) äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî z ∈ Ω

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

En(h(z〈·〉))C(T) ≤

≤ inf
∥∥∥ 1

2πi

∫
T

(
(ϕ ◦Ψ)(w·)− τn−1(w·)

)
×

×
(
Q(Ψ(w), z)Ψ′(w)w − Tn−1,z(w̄)

)dw
w

∥∥∥
L∞(T)

, (64)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìàì τn−1,

âñåì ôóíêöèÿì g ∈ GΩ è Tn−1,z ∈ Tn−1.

Ïîëîæèì

GΩ,p = {g ∈ GΩ : |gz(·)|p ∈ L1(T)}, p > 0.

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî h ∈ Kp(Ω)+ (h = Kϕ), 1 ≤ p ≤ ∞ è Ψ′ ∈
Hq(D∞), p−1 + q−1 = 1.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ê ïðàâîé ÷àñòè (64), ïðè êàæ-

äîì z ∈ Ω íàõîäèì

En(h(z〈·〉))C(T) ≤ inf
τn−1

‖ϕ ◦Ψ− τn−1‖Lp(T)×

× inf
gz∈G0

Ω,q, Tn−1,z∈Tn−1

‖K∗z (·) + gz(·)− Tn−1,z (̄·)‖Lq(T), (65)

ãäå

G0
Ω,q = {g ∈ GΩ,p :

∫
T

gz(w)dw = 0 ∀z ∈ Ω},

è

K∗z (w) = Kz(w)w =
Ψ′(w)w

Ψ(w)− z
.
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Îòñþäà, ïîëàãàÿ

Em(ϕ)p = inf
τk
‖(ϕ ◦Ψ)(·)−

∑
|k|≤m−1

τkek(·)‖Lp(T),

ãäå τk � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, ek(w) = wk, (òàêèì îáðàçîì, Em(ϕ)p �

âåëè÷èíà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ϕ◦Ψ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè

ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà m− 1 â ïðîñòðàíñòâå Lp(T)) è

E−m,∞(Ω, z)q = inf
g∈G0

Ω,q, Tm−1,z∈Tm−1

‖K∗z (·) + gz(·)− Tm−1,z (̄·)‖Lq(T),

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæåíèþ.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, Ψ′ ∈ Hq(D∞), p−1 + q−1 = 1. Òîãäà

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ Kp(Ω)+ (h = Kϕ) ïðè êàæäîì n ∈ N â êàæäîé

òî÷êå z ∈ Ω ñïðàâåäëèâà îöåíêà

En(h(z〈·〉))C(T) ≤ En(ϕ)pE−n,∞(Ω, z)q.

Â ëåììå 3 ïîêàçàíî, ÷òî â èíòåãðàëå òèïà Êîøè Kϕ(z〈eit〉) â ñëó÷àå,
êîãäà ϕ ∈ Lp(Γ)+, ìîæíî èçìåíÿòü ÿäðî Êîøè òàê, ÷òî çíà÷åíèå ñàìî-

ãî èíòåãðàëà îñòàåòñÿ ïðåæíèì. Íî â ýòîì èíòåãðàëå ìîæíî èçìåíÿòü è

ôóíêöèþ ϕ, íå èçìåíÿÿ ñàìîãî èíòåãðàëà. Èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäó-

þùàÿ ëåììà [1].

Ëåììà 4. Ïóñòü Ψ′, g ∈ H1(D∞), g(∞) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíê-

öèè ϕ ∈ L1(Γ,Φ
′)+ â êàæäîé òî÷êå z ∈ Ω, ïî÷òè âñþäó ïî w íà îêðóæ-

íîñòè T

Kϕ(z〈w〉) =
1

2πi

∫
Γ

(
ϕ(ζ〈w〉) + (g ◦ Φ)(ζ〈w〉)

) dζ

ζ − z
. (66)



45

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4, òî â ñèëó (66) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

h ∈ K1(Ω)+ (h = Kϕ) ïðè êàæäîì z ∈ Ω èìååì

En(h(z〈·〉))C(T) ≤

≤ inf
Tn−1,z∈Tn−1

‖ 1

2πi

∫
Γ

(
ϕ(ζ〈·〉) + (g ◦Φ)(ζ〈·〉)

) dζ

ζ − z
− Tn−1,z(·)‖L∞(T), (67)

ãäå g ∈ H0
1(D∞) = {g ∈ H1(D∞) : g(∞) = 0}.

Ïóñòü òåïåðü τn−1(e
it) è Tn−1,z(e

it) � ôóíêöèè âèäà (61), (62), ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî (ϕ ◦ Ψ)(·ω) ∈ Lp(T)+ äëÿ êàæäîãî

ω ∈ T, áóäåì èìåòü∫
T

(
(ϕ ◦Ψ)(weit) + g(weit)

)
Tn−1,z(w̄)

dw

w
+

+

∫
T

τn−1(we
it)
(
K∗z (w)− Tn−1,z(w̄)

)dw
w

=

=
n−1∑
k=0

ak(z)eikt ∈ Tn−1, (68)

ãäå ak(z) � íåêîòîðûå ôóíêöèè ïåðåìåííîãî z.

Òàêèì îáðàçîì, âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé (67),(68) äëÿ êàæäîãî ôèê-

ñèðîâàííîãî z ∈ Ω èìååì íåðàâåíñòâî

En(h(z〈·〉))C(T) ≤ inf
∥∥∥ 1

2πi

∫
T

(
(ϕ ◦Ψ)(w·) + g(w·)− τn−1(w·)

)
×

×
(
K∗z (w)− Tn−1,z(w̄)

)dw
w

∥∥∥
L∞(T)

, (69)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì g ∈ H0
1(D∞) è ïî âñåì

ïîëèíîìàì τn−1 è Tn−1,z âèäà (61) è (62), ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ϕ ∈ Lp(Γ,Φ′)+ ïðè íåêîòîðîì p ≥ 1 è

Ψ′ ∈ Hq(D∞), p−1+q−1 = 1, à ê ïðàâîé ÷àñòè (69) ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî
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Ãåëüäåðà, òî áóäåì èìåòü àíàëîã íåðàâåíñòâà (65) :

En(h(z〈·〉))C(T) ≤ inf
g∈H0

p (D∞), τn−1

‖ϕ ◦Ψ + g − τn−1‖Lp(T)×

× inf
Tn−1,z∈Tn−1,z

‖K∗z (·)− Tn−1,z (̄·)‖Lq(T).

Ïîëàãàÿ

em(ϕ)p = inf
g∈H0

p (D∞), τm−1

‖ϕ ◦Ψ + g − τm−1‖Lp(T),

è

E|m|,∞(Ω, z)q = inf
Tm−1,z∈Tm−1,z

‖K∗z (·)− Tm−1,z (̄·)‖Lq(T),

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 10.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, Ψ′ ∈ Hq(D∞), p−1 + q−1 = 1. Òîãäà

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ Kp(Ω)+ (h = Kϕ) ïðè êàæäîì n ∈ N â êàæäîé

òî÷êå z ∈ Ω ñïðàâåäëèâà îöåíêà

En(h(z〈·〉))C(T) ≤ en(ϕ)pE|n|,∞(Ω, z)q.

Îáúåäèíÿÿ òåîðåìû 8 � 11, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèÿì

Òåîðåìà 12. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, Ψ′ ∈ Hq(D∞), p−1 + q−1 = 1, ψ =

ψ1+iψ2 è ψ1, ψ2 ∈M0. Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Kψp (Ω)+ (f = Kϕ)

ïðè ëþáûõ n ∈ N, z ∈ Ω ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|f(z)−
n−1∑
k=0

fkFk(z)| ≤
(1

π
lnn+O(1)

)
|ψ(n)|En(ϕ)pE−n,∞(Ω, z)q, (70)

è

|f(z)−
n−1∑
k=0

fkFk(z)| ≤
(1

π
lnn+O(1)

)
|ψ(n)|en(ϕ)pE|n|,∞(Ω, z)q,

ãäå O(1) � âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïî n.
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Òåîðåìà 13. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, Ψ′ ∈ Hq(D∞), p−1 + q−1 = 1, ψ =

ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ F è, êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (38). Òîãäà

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Kψp (Ω)+ (f = Kϕ) ïðè ëþáûõ n ∈ N, z ∈ Ω

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|f(z)−
n−1∑
k=0

fkFk(z)| ≤

≤
(1

π
ln+(η(n)− n) +O(1)

)
|ψ(n)|En(ϕ)pE−n,∞(Ω, z)q, (71)

|f(z)−
n−1∑
k=0

fkFk(z)| ≤

≤
(1

π
ln+(η(n)− n) +O(1)

)
|ψ(n)|en(ϕ)pE|n|,∞(Ω, z)q,

ãäå η(n) åñòü ëèáî η1(ψ1;n), ëèáî η2(ψ2;n) è O(1) � âåëè÷èíà, ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïî n.

Íåðàâåíñòâà (70), (71) äîêàçàíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî z ∈ Ω, ò. å. îíè

ñïðàâåäëèâû íà ëþáîì çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå K òî÷åê îáëàñòè Ω. Íî

ëþáàÿ ôóíêöèÿ f èç êëàññà Kψp (Ω)+ âñåãäà àíàëèòè÷íà íà K. Ïîýòîìó

ïîÿâëåíèå ëîãàðèôìè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ â (70), (71), ïî âèäèìîìó, íå

âûçâàíî ñóùåñòâîì âîïðîñà. Áîëåå òîãî, åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî âåëè-

÷èíà E−n,∞(Ω, z)q ïðè n→∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñî ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ

÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Â ïîäòâåðæäåíèå ñêàçàííîãî, ïðèâåäåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü 1 ≤ q ≤ ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ D
ïðè êàæäîì n ∈ N

E−n,∞(D, z)q =
|z|n

(1− |z|2)1/p , p
−1 + q−1 = 1. (72)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (72) ïðèìåíèì ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè,

ñôîðìóëèðîâàííîå â ñëåäóþùåì âèäå.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Y � çàìêíó-

òîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X; X∗ è Y ∗ � ñîîòâåòñòâåííî èõ ñîïðÿæåííûå

ïðîñòðàíñòâà; Y ⊥ = {φ ∈ X∗ : φ(y) = 0, ∀y ∈ Y } � çàìêíóòîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî â X∗ (àíóëÿòîð ïðîñòàíñòâà Y ). Òîãäà :

a) ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî X∗/Y ⊥ èçîìåòðè÷íî èçîìîðôíî

ïðîñòðàíñòâó Y ∗ è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà

φ ∈ X∗ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

min
ψ∈Y ⊥

‖φ+ ψ‖ = sup
y∈Y, ‖y‖≤1

|φ(y)|; (73)

b) ïðîñòðàíñòâî (X/Y )∗ èçîìåòðè÷íî èçîìîðôíî ïðîñòðàí-

ñòâó Y ⊥ è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ X

inf
y∈Y
‖x+ y‖ = max

ψ∈Y ⊥, ‖ψ‖≤1
|ψ(x)|. (74)

Äîêàæåì ñíà÷àëà ðàâåíñòâî (72) ïðè q ∈ (1,∞]. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷å-

ñòâå ïðîñòðàíñòâà X âûáåðåì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Lp(T), 1 ≤ p <∞,

à â êà÷åñòâå Y � ïîäïðîñòðàíñòâî Hp,n(T), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f ,

îïðåäåëåííûõ íà îêðóæíîñòè T, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè ãðàíè÷-

íûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé èç Hp, äëÿ êîòîðûõ f(0) = f ′(0) = . . . =

f (n−1)(0) = 0.

Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê X èçîìåòðè÷íî èçîìîðôíî ïðîñòðàí-

ñòâó Lq(T), p−1 + q−1 = 1. Ïîýòîìó ïîëàãàåì X∗ = Lq(T). Â êà÷åñòâå

ýëåìåíòà φ ∈ Lq(T) áóäåò âûñòóïàòü ôóíêöèÿ eit/(eit − z).

Ïîëîæèì

Lp,n(T)+ = {g ∈ Lp(T) : ĝ(k) = 0, k = −n,−∞}, 0 < p ≤ ∞.
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Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Hp,n(T) ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ

â âèäå eintf(eit), f ∈ Hp(T) òî, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, Y ⊥ =

Lq,n(T)+, p
−1+q−1 = 1. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîíèìàåì â òîì ñìûñëå, ÷òî

ëþáàÿ ôóíêöèÿ g ∈ Lq,n(T)+ ïîðîæäàåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíê-

öèîíàë A � àíóëÿòîð ïîäïðîñòðàíñòâà Hp,n(T) ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ

A(f) =
1

2π

2π∫
0

f(eit)g(eit)dt = 0.

Â òàêîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî (73), ïðè 1 < q ≤ ∞ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ôèêñèðîâàííîãî z0 ∈ D

E−n,∞(D, z0)q = min
g∈Lq,n(T)+

{ 1

2π

2π∫
0

∣∣∣ eit

eit − z0
+ g(eit)

∣∣∣pdt}1/p
=

= sup
f∈Bp,n(T)

∣∣∣ 1

2π

2π∫
0

f(eit)
eit

eit − z0
dt
∣∣∣ =

= |z0|n sup
f∈Bp
|f(z0)| (p−1 + q−1 = 1), (75)

ãäå

Bp = {f ∈ Hp : ‖f‖Hp
≤ 1},

è

Bp,n = {f ∈ Bp : f(0) = f ′(0) = . . . = f (n−1)(0) = 0}.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå â (75) èñïîëüçîâàëàñü ôîðìóëà Êîøè (ñì. òå-

îðåìó Ô. è Ì. Ðèññà [5, ñ. 394]).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè p ∈ [1,∞)

sup
f∈Bp
|f(z0)| =

1

(1− |z0|2)1/p . (76)

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà p = 2.
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Ïðåäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ f èç B2 ïî ôîðìóëå Êîøè è ïðèìåíÿÿ íåðàâåí-

ñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî z0 ∈ D
èìååì

|f(z0)| =
∣∣∣ 1

2π

2π∫
0

f(eit)
dt

1− e−itz0

∣∣∣ ≤ { 1

2π

2π∫
0

dt

|1− e−itz0|2
}1/2

=

=

√
1

1− |z0|2
. (77)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f0(z) =

√
1− |z0|2

(1− z̄0z)2 ,

ãäå âçÿòà êàêàÿ íè áóäü âåòâü êîðíÿ, ïðèíàäëåæèò ê B2 è äëÿ íåå (77)

ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ÷òî è äîêàçûâàåò (76) ïðè p = 2.

Ïóñòü òåïåðü f ∈ Bp è p ≥ 1, p 6= 2. Ïî òåîðåìå Ô. Ðèññà (ñì,

íàïðèìåð, [5, ñ. 389]) ôóíêöèþ f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f = gBf , ãäå

Bf � ôóíêöèÿ Áëÿøêå , ïîñòðîåííàÿ ïî íóëÿì ôóíêöèè f (çäåñü âàæíî

ó÷åñòü, ÷òî |B(z)| ≤ 1 ∀z ∈ D), g ∈ Bp è g(z) 6= 0 ∀z ∈ D.
Òàê êàê ôóíêöèÿ gp/2 ∈ Bp, òî ñîãëàñíî (77)

|f(z0)|p/2 ≤ |g(z0)|p/2 ≤

√
1

1− |z0|2
,

ïðè÷åì äëÿ ôóíêöèè

f0(z) =
( 1− |z0|2

(1− z̄0z)2

)1/p

â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî.

Îáúåäèíÿÿ (75) è (76), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (72) äëÿ 1 < q ≤ ∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (72) â ñëó÷àå, êîãäà q = 1 âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíî-

øåíèåì (74), â êîòîðîì ïîëàãàåì X = L1(T), Y = L1,n(T)+. Ïðè ýòîì
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X∗ = L∞(T), Y ⊥ = H∞,n(T). Òàê êàê ëþáàÿ ôóíêöèÿ f èç H∞,n(T), äëÿ

êîòîðîé ‖f‖L∞(T) ≤ 1, ïðåäñòàâèìà â âèäå f(eit) = eintg(eit), ãäå çíà÷åíèÿ

g(eit) ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè íåêîòîðîé ôóíêöèè

g èç B∞, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî z0 ∈ D

E−n,∞(D, z0)1 = inf
g∈L1,n(T)+

1

2π

2π∫
0

∣∣∣ eit

eit − z0
+ g(eit)

∣∣∣dt =

= max
f∈B∞,n

∣∣∣ 1

2π

2π∫
0

f(eit)
eit

eit − z0
dt
∣∣∣ = |z0|n.

Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû, â ñëó÷àå, êîãäà Ω = D, íåðàâåíñòâà (70),

(71) òî÷íû â ñìûñëå ïîðÿäêà è â ñìûñëå êîíñòàíòû ó ãëàâíûõ çíà÷åíèé

ïðàâûõ ÷àñòåé äëÿ z ∈ T è p = ∞ (â ýòîì ñëó÷àå supz∈D E(D, z)1 = 1,

à â ëåâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ áåðåòñÿ ñóùåñòâåííûé ñóïðåìóì). Èç ðà-

âåíñòâà (72), ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ñ çàìêíóòîé

æîðäàíîâîé ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ïðè ëþáîì q ∈ (1,∞] âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

E−n,∞(Ω, q)
df
= sup

z∈Ω
E−n,∞(Ω, z)q =∞.

Â òîæå âðåìÿ âåëè÷èíà E−n,∞(Ω, 1) â ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ îãðà-

íè÷åííîé.

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ òàêèõ îáëàñòåé íåðàâåíñòâà (70) è (70) ïðè p = 1 áó-

äóò òî÷íû ïî ïîðÿäêó è â ñìûñëå êîíñòàíò ïðè âñåõ z ∈ Γ ñ íàäëåæàùèì

âèäîèçìåíåíèåì ëåâûõ ÷àñòåé.

Âûÿñíèì óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå îãðàíè÷åííîñòü âåëè÷èí

E−n,∞(Ω, 1).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî

Sn = {Ω $ C : sup
z∈Ω
E−n,∞(Ω, z)1 <∞}, n ∈ N
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ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì S1. Ïîýòîìó ïîëàãàåì S = S1 = Sn.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ âåëè÷èíû

E−1,∞(Ω, z)1 = inf
g∈GΩ

1

2π

2π∫
0

∣∣∣ Ψ′(eit)eit

Ψ(eit)− z
+ gz(e

it)
∣∣∣dt. (78)

Ïðè ôèêñèðîâàíîì z ∈ Ω ëþáàÿ ôóíêöèÿ g(z, w) ïîðîæäàåò ôóíêöèþ

gz(w) èç ïðîñòðàíñòâà H1. Ïîýòîìó íèæíÿÿ ãðàíü â (78) ñîâïàäàåò ñ

íèæíåé ãðàíüþ âçÿòîé ïî H1. Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè

(ñì. ñîîòíîøåíèå (74)), â êîòîðîì Y = H1 è Y ⊥ = H∞,1, èìååì

sup
z∈Ω
E−1,∞(Ω, z)1 = sup

z∈Ω
sup

f∈B∞,1

∣∣∣ 1

2π

2π∫
0

f(eit)
Ψ′(eit)eit

Ψ(eit)− z
dt
∣∣∣. (79)

Òåïåðü äàäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Îïåðàòîð T = TΩ, îïðåäåëåííûé íà H∞, êîòîðûé

äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

T (f)(z) = TΩ(f)(z) =
1

2π

2π∫
0

f(eit)
Ψ′(eit)eit

Ψ(eit)− z
dt

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ôàáåðà.

Êàê îáû÷íî, ïîä íîðìîé îïåðàòîðà T áóäåì ïîíèìàòü âåëè÷èíó

‖T‖ = ‖TΩ‖ = sup
f∈B∞

sup
z∈Ω
|T (f)(z)|. (80)

Îïðåäåëåíèå 4. Îáëàñòü Ω $ C íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ Ôàáåðà, åñëè

îïåðàòîð T îãðàíè÷åí, ò. å. ‖T‖ <∞.

Ìíîæåñòâî âñåõ îáëàñòåé Ôàáåðà îáîçíà÷èì ÷åðåç F .
Ñðàâíèâàÿ (79) ñ (80), óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî âåëè÷èíà E−1,∞(Ω, 1)

îãðàíè÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáëàñòü Ω � ôàáåðîâà. Ïðè

ýòîì ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

E−1,∞(Ω, 1) ≤ ‖T‖ ≤ E−1,∞(Ω, 1) + 1.
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Ïî ïîâîäó ñâîéñòâ îïåðàòîðà Ôàáåðà è îöåíîê åãî íîðìû ñì. áèáëèî-

ãðàôèþ â [15].
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