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Використовуючи новий пiдхiд, здiйснено вичерпний опис симетрiй Лi
для систем двох зачеплених нелiнiйних рiвнянь Лапласа з двома неза-
лежними змiнними. Знайдено низку випадкiв, коли нелiнiйнi системи
iнварiантнi вiдносно нескiнченновимiрних алгебр Лi, що мають стру-
ктури, аналогiчнi до алгебри iнварiантностi вiдомого рiвняння Лiувiля.

Using a new approach, Lie symmetries for nonlinear systems of two coupled
Laplace equations with two independent variables are described completely.
It is established that some nonlinear systems are invariant with respect
to the infinite-dimensional Lie algebras. Those algebras possess similar
structures to the Lie algebra of the well-known Liouville equation.

1. Вступ. В останнi два-три десятилiття iнтенсивно дослiджуються
cистеми рiвнянь реакцiї-дифузiї вигляду

λ1Ut = ∆U + F (U, V ),

λ2Vt = ∆V +G(U, V ),
(1)

де F i G — довiльно заданi дiйснi диференцiйовнi функцiї, λ1, λ2 —
довiльнi дiйснi сталi, U = U(t, x), V = V (t, x) — шуканi функцiї вiд
n+1 змiнних t, x = (x1, . . . , xn), a нижнi iндекси t бiля U i V означа-
ють диференцiювання за цiєю змiнною. Це пов’язано перш за все з
тим, що на них ґрунтуються математичнi моделi для опису рiзнома-
нiтних процесiв у фiзицi, хiмiї та бiологiї [1–3]. Велика кiлькiсть ста-
тей присвячена дослiдженню iснування, єдиностi та асимптотичнiй
поведiнцi розв’язкiв вiдповiдних крайових задач, у яких накладаю-
ться тi чи iншi обмеження на функцiї F i G та розмiрнiсть простору n
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(див. [3, 4] та цитовану там лiтературу). Порiвняно недавно розпо-
чалися спроби опису алгебр Лi, вiдносно яких системи вигляду (1) є
iнварiантними [5, 6]. У роботах [7, 8] здiйснено вичерпний опис всiх
можливих алгебр iнварiантностi еволюцiйних систем вигляду (1) в
залежностi вiд вигляду пари функцiй (F,G). Проте при λ1 = λ2 = 0
параболiчна система (1) вироджується у елiптичну, а це означає, що
її симетрiйнi властивостi (структура алгебр iнварiантностi) суттєво
змiнюються. Зокрема, виявляється, що випадок n = 2 є особливим
порiвняно з iншими. Отже, у цiй роботi розглядатимемо cистему елi-
птичних рiвнянь

∆u = F (u, v), ∆v = G(u, v), (2)

де u = u(x) та v = v(x) — шуканi функцiї вiд двох змiнних x =
(x1, x2).

Необхiдно дати коротке обґрунтування важливостi розгляду си-
стеми (2) щодо можливих застосувань. Скажiмо, (1+2)-вимiрними
системами вигляду (1) (при вiдповiдному виборi пари функцiй (F,G))
моделюють процеси формування забарвлення хутра у ссавцiв та крил
у комах [3]. Оскiльки цi процеси врештi-решт стабiлiзуються, то оста-
точна (тобто при t → ∞) просторова структура забарвлення зада-
ється функцiями, якi задовольняють вiдповiднi двовимiрнi системи
вигляду (2). Аналогiчна картина спостерiгається у випадку моделю-
вання конкуренцiї (спiвiснування) тварин чи рослин на певнiй тери-
торiї. Очевидно, що опис структури розв’язкiв за допомогою анзацiв
i сама побудова точних розв’язкiв для двовимiрних рiвнянь є суттєво
простiшою задачою, нiж для тривимiрних.

Окрiм того, деякi параболiчнi системи вигляду (1) за допомогою
анзацiв

U(t, x) = φ1(t)u(x), V (t, x) = φ2(t)v(x), (3)

де φ1, φ2 — вiдомi функцiї, вдається звести до вiдповiдних елiпти-
чних систем вигляду (2). Скажiмо, системи, iнварiантнi вiдносно ал-
гебри Ґалiлея AG(1.n) [5, 6], мiстять нелiнiйностi

F = Uf(ω), G = V g(ω), ω = Uλ2V −λ1 ,

де f, g — довiльнi диференцiйованi функцiї змiнної ω, лiївським ан-
зацом (3) при φk(t) = exp(αλkt), k = 1, 2, α ∈ R зводяться до елiпти-
чних систем (2) при

F = uf(ω)− αλ1u, G = ug(ω)− αλ2v, ω = uλ2v−λ1 .
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Низку iнших пар функцiй (φ1(t), φ2(t)) i вiдповiдних нелiнiйностей F
iG, якi зводять (1) до (2) за допомогою анзацу (3), можна побудувати
на пiдставi вислiдiв роботи [7]. Отже, важливiсть вичерпного опису
всiх можливих алгебр iнварiантностi систем вигляду (2) в залежностi
вiд вигляду пар функцiй (F,G) не повинна викликати сумнiвiв.

2. Визначальнi рiвняння та перетворення еквiвалентностi.
Вiдразу наголосимо, що хоч метод Лi детально розроблений [9–11],
проте добре вiдомо, що задача повного (вичерпного) опису всеможли-
вих cиметрiй Лi для рiвнянь, якi мiстять довiльнi функцiї, є дуже
складною. Якщо ж розглядуване диференцiальне рiвняння (систе-
ма рiвнянь) мiстить довiльну функцiю вiд декiлькох аргументiв, то
донедавна вважалося, що ця задача практично нерозв’язна. Проте
вiдразу пiсля розв’язання цiєї задачi для системи рiвнянь реакцiї-
дифузiї (1) вдалося зробити це i для cистеми (2), застосовуючи дещо
iнший пiдхiд до класифiкацiї.

Отже, вiдповiдно до класичної схеми Лi [9–11] розгляньмо iнфi-
нiтезимальний оператор перетворень iнварiантностi

Q = ξ1(x, u, v)∂1 + ξ2(x, u, v)∂2 + η1(x, u, v)∂u + η2(x, u, v)∂v,

коефiцiєнти-функцiї якого ξ1, ξ2, η1, η2 повиннi бути знайденi з так
званих визначальних рiвнянь, якi в нашому випадку породжує си-
стема (2). Оскiльки на теперiшнiй час процедура отримання визна-
чальних рiвнянь практично для будь-яких реальних математичних
моделей не викликає труднощiв, то ми їх вiдразу подаємо:

ξiu = ξiv = 0, ξ11 = ξ22 , ξ12 + ξ21 = 0,

ηiuu = ηiuv = ηivv = 0, ηiju = ηijv = 0,
(4)

η1Fu + η2Fv = η1
uF + η1

vG− 2ξ11F + ∆η1,

η1Gu + η2Gv = η2
uF + η2

vG− 2ξ11G+ ∆η2.
(5)

Тут i нижче iндекси i тa j приймають значення 1, 2, а нижнi iндекси
означають диференцiювання за змiнними x1, x2, u, v.

З рiвнянь (4) випливає, що

ξ1 = ξ1(x), η1 = h11u+ h12v + η10(x),

ξ2 = ξ2(x), η2 = h21u+ h22v + η20(x),
(6)
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дe hij = const. Пiдставляючи вирази (6) для коефiцiєнтiв iнфiнiте-
зимального оператора Q в рiвняння (5), врештi-решт отримуємо(

h11x1 + h12x2 + η10(x)
)
Fu +

(
h21x1 + h22x2 + η20(x)

)
Fv

= h11F + h12G− 2ξ11F + ∆η10,(
h11x1 + h12x2 + η10(x)

)
Gu +

(
h21x1 + h22x2 + η20(x)

)
Gv

= h21F + h22G− 2ξ11G+ ∆η20,

(7)

Рiвняння (7) є основою для пошуку всеможливих cиметрiй Лi,
якi можуть допускати системи вигляду (2). Методика цього пошуку
детально буде описана в однiй з наших наступних статей. Тут лише
зауважимо три важливi моменти, якi суттєво використовувалися.

По-перше, неважко помiтити, що будь-яка система вигляду (2) iн-
варiантна вiдносно тривимiрної алгебри Евклiда AE(2) з базисними
операторами

P1 = ∂1, P2 = ∂2, J = x1∂2 − x2∂1 (8)

Бiльше того, легко довести таке: якщо система вигляду (2) допускає
хоч один додатковий оператор iнварiантностi, то це автоматично на-
кладає обмеження на вигляд функцiй F i G. Нижче алгебру AE(2)
називатимемо тривiальною алгеброю симетрiй Лi системи (2) i вона
є ядром всеможливих алгебр Лi, якi допускає ця система при фiксо-
ваних (конкретних) функцiях F i G.

По-друге, необхiдно було знайти групу еквiвалентностi в класi си-
стем (2), тобто групу таких локальних перетворень, при яких вигляд
системи не змiнюється, попри те, що вигляд власне функцiй F i G
може змiнюватися. З цiєю метою ми застосували подiбний до викла-
деного в [12] пiдхiд i розглянули однопараметричнi групи локальних
симетрiй системи

∆u = F, ∆v = G, Fi = Gi = 0, (9)

для яких iнфiнiтезимальний оператор має вигляд

Q̂ = ξ̂1(x, u, v)∂1 + ξ̂2(x, u, v)∂2 + η̂1(x, u, v)∂u + η̂2(x, u, v)∂v

+ χ̂1(x, u, v, F,G)∂F + χ̂2(x, u, v, F,G)∂G.

Пошук коефiцiєнтiв оператора Q̂ вiдбувається за класичним крите-
рiєм iнварiантностi i легко доводиться до кiнця, оскiльки тут F i G
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розглядаються як залежнi змiннi. У пiдсумку отримуємо, що алге-
бра Лi групи еквiвалентностi Gequiv породжується такими базисними
операторами:

∂1, ∂2, J, x1∂1 + x2∂2 − 2F∂F − 2G∂G, ∂u, ∂v,

u∂u + F∂F , v∂u +G∂F , u∂v + F∂G, v∂v +G∂G.
(10)

Oтже, перетворення еквiвалентностi з Gequiv, якi нетривiальним чи-
ном дiють на F i G, мають вигляд

x̃ = δx, ũ = a11u+ a12v + b1, ṽ = a21u+ a22v + b2,

F̃ = δ−2(a11F + a12G), G̃ = δ−2(a21F + a22G),
(11)

дe δ, aij , bi = const, δ �= 0, det(aij)2i,j=1 �= 0.
По-третє, для деяких класiв систем вигляду (2) (тобто систем з

бiльш конкретизованими функцiями F i G) знайдено додатковi пе-
ретворення еквiвалентностi, що не мiстяться в Gequiv. Це дозволи-
ло суттєво спростити пошук i зменшити кiлькiсть нееквiвалентних
систем вигляду (2), якi допускають розширення тривiальної алге-
бри AE(2).

3. Основний результат класифiкацiї. Нехай Amax=Amax(F,G) —
максимальна (в сенсi Лi) алгебра iнварiантностi (MAI) системи (2)
з конкретно заданими функцiями F iG. Тодi iснує 51 нееквiвалентна
система вигляду (2), кожна з яких iнварiантна вiдносно Amax �=
AE(2). Всi цi випадки природним чином розбиваються на чотири
сiм’ї:

1. 6 випадкiв лiнiйних систем вигляду (2), якi наведено лише для
повноти результату;

2. 5 випадкiв нелiнiйних систем вигляду (2), iнварiантних вiднос-
но нескiнченновимiрних алгебр Лi, що мiстять пiдалгебри, iзо-
морфнi алгебрi iнварiантностi вiдомого рiвняння Лiувiля ∆u =
λ expu;

3. 26 випадкiв нелiнiйних систем вигляду (2), MAI яких нескiн-
ченновимiрнi i мiстять оператори R(χ) = χ(x)∂u, де функцiя
χ(x) — довiльний розв’язок рiвняння Пуасона ∆χ = βχ;

4. 14 випадкiв нелiнiйних систем вигляду (2) iз скiнченновимiр-
ними MAI, що є розширеннями тривiальної алгебри AE(2) шля-
хом додавання одного, двох або трьох додаткових операторiв
iнварiантностi.
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Ciм’я 1. ∆u = a11u+ a12v + b1, ∆v = a21u+ a22v + b2.

Тут aij , bi, i, j = 1, 2 — довiльнi дiйснi сталi. Ocкiльки система лiнiй-
на, то вона iнварiантна вiдносно операторiв

R̂(χ1, χ2) = χ1(x1, x2)∂x1 + χ2(x1, x2)∂x2 , I = u∂u + v∂v,

дe χ = (χ1, χ2) — довiльний розв’язок цiєї ж системи. В залежностi
вiд жорданової форми матрицi (aij)2i,j=1, отримуємо шiсть нееквiва-
лентних класiв таких систем, якi наводяться нижче разом з базисни-
ми операторами з розширень вiдповiдних МАI.

1.1. ∆u = 0, ∆v = 0:
R̂(χ1, χ2), ξ1(x1, x2)∂x1 + ξ2(x1, x2)∂x2 , u∂u, v∂v, v∂u, u∂v;

1.2. ∆u = v, ∆v = 0: R̂(χ1, χ2), I, x∂x − 2v∂v, v∂u;

1.3. ∆u = εu, ∆v = εv: R̂(χ1, χ2), u∂u, v∂v, v∂u, u∂v;

1.4. ∆u = εu, ∆v = γv, γ �= ε: R̂(χ1, χ2), u∂u, v∂v;

1.5. ∆u = γu+ v, ∆v = γv, γ �= 0: R̂(χ1, χ2), I, v∂u;

1.6. ∆u = γu− v, ∆v = u+ γv: R̂(χ1, χ2), I, u∂v − v∂u,

де ε = ±1, a у випадку 1.1 (ξ1, ξ2) — довiльний розв’язок системи
Кошi-Рiмана (ξ11 = ξ22 , ξ12 = −ξ21).

Ciм’я 2. ∆u = f(v)eu, ∆v = g(v)eu.

Тут f i g — довiльнi дiйснi диференцiйовнi функцiї, не рiвнi одно-
часно нулю, тобто (f, g) �≡ (0, 0). Системи такого вигляду завжди
iнварiантнi вiдносно оператора, характерного для рiвняння Лiувiля,
а саме:

L(ξ) = ξ1(x1, x2)∂x1 + ξ2(x1, x2)∂x2 − 2ξ11(x1, x2)∂u,

дe ξ = (ξ1, ξ2) — довiльний розв’язок системи Кошi–Рiмана ξ11 = ξ22 ,
ξ12 = −ξ21 .

В залежностi вiд вигляду функцiй f i g, отримуємо п’ять нееквi-
валентних класiв систем, якi наводяться нижче разом з базисними
операторами вiдповiдних МАI.

2.1. ∆u = 0, ∆v = eu: L(ξ), R′(χ), v∂v + ∂u, u∂v;
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2.2. ∆u = εeu, ∆v = 0: L(ξ), R′(χ), v∂v;

2.3. ∆u = C1e
uvµ, ∆v = C2e

uvµ+1, (µC1, C2) �= (0, 0):
L(ξ), v∂v − µ∂u;

2.4. ∆u = (C1 − 2εC2v)eu+εv2 , ∆v = C2e
u+εv2 , (C1, C2) �= (0, 0):

L(ξ), ∂v − 2εv∂u;

2.5. ∆u = f(v)eu, ∆v = g(v)eu у випадках, що не зводяться до
перерахованих вище: L(ξ).

Тут ε = ±1, R′(χ) = χ(x)∂v, де ∆χ = 0.

Ciм’я 3. ∆u = f(v) + βu, ∆v = g(v).

Тут f i g — довiльно заданi дiйснi диференцiйовнi функцiї, для яких
(f ′′, g′′) �= (0, 0) i система перетвореннями еквiвалентностi не зводи-
ться до випадкiв 2.1 або 2.2 (останнє, зокрема означає, що вектор-
функцiї (f, g) i (f ′, g′) — лiнiйно незaлeжнi). Системи такого вигляду
завжди допускають iнфiнiтезiмальний оператор

R(χ) = χ(x1, x2)∂u,

дe χ = χ(x) — довiльний розв’язок рiвняння Пуасона ∆χ = βχ. В за-
лежностi вiд вигляду функцiй f i g, отримуємо 26 нееквiвалентних
класiв систем, якi наводяться нижче разом з базисними операто-
рами з розширень вiдповiдних МАI (скрiзь нижче базовi оператори
тривiальної алгебри AE(2) нами опущенi; також введено позначення
x∂x ≡ x1∂x1 + x2∂x2).

3.1. ∆u = vµ, ∆v = 0, µ �∈ {0, 1}:
R(χ), 2u∂u + x∂x, v∂u, 2v∂v − µx∂x;

3.2. ∆u = ln v, ∆v = 0: R(χ), 2u∂u + x∂x, v∂u, 2v∂v + |x|2
2 ∂u;

3.3. ∆u = f(v), ∆v = 0: R(χ), 2u∂u + x∂x, v∂u;

3.4. ∆u = v2 + εu, ∆v = 0: R(χ), 2u∂u + v∂v, 2v∂u − ε∂v;

3.5. ∆u = vµ + εu, ∆v = εv, µ �∈ {0, 1}: R(χ), µu∂u + v∂v, v∂u;

3.6. ∆u = ln v + εu, ∆v = εv: R(χ), εv∂v − ∂u, v∂u;
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3.7. ∆u = vµ, ∆v = ε, µ �∈ {0, 1}:
R(χ), 2(1 + µ)u∂u + 2v∂v + x∂x, 2v∂u − ε |x|

2

2 ∂u;

3.8. ∆u = ln v, ∆v = ε:
R(χ), 2u∂u + 2v∂v + x∂x − |x|2

2 ∂u, 2v∂u − ε |x|
2

2 ∂u;

3.9. ∆u = ev, ∆v = ε: R(χ), u∂u + ∂v, (2v − ε |x|
2

2 )∂u;

3.10. ∆u = 0, ∆v = εvµ, µ �∈ {0, 1}: R(χ), u∂u, 2v∂v +(1−µ)x∂x;

3.11. ∆u = v ln v + γ1u, ∆v = γ2v, γ1 �= γ2:
R(χ), u∂u + v∂v + (γ2 − γ1)−1v∂u;

3.12. ∆u = vµ ln v, ∆v = εvµ, µ �∈ {0, 1}:
R(χ), 2u∂u + 2v∂v + 2ε−1v∂u + (1− µ)x∂x;

3.13. ∆u = ln v, ∆v = εvµ, µ �= 0:
R(χ), 2v∂v + 2(1− µ)v∂u + |x|2

2 ∂u + (1− µ)x∂x;

3.14. ∆u = ln v + εu, ∆v = γv, γ �= ε: R(χ), εv∂v − ∂u;

3.15. ∆u = vµ+γ1u, ∆v = γ2v, γ1 �= γ2, µ �= 0: R(χ), µu∂u+v∂v;

3.16. ∆u = f(v) + εu, ∆v = εv: R(χ), v∂u;

3.17. ∆u = f(v), ∆v = 1: R(χ), 2v∂u − |x|2
2 ∂u;

3.18. ∆u = v2 + εu, ∆v = 1: R(χ), 2v∂u − ε∂v + 2ε−1∂u;

3.19. ∆u = vev, ∆v = εev: R(χ), 2v∂u + 2ε∂v − εx∂x;

3.20. ∆u = εu, ∆v = f(v), f ′′ �= 0: R(χ), u∂u;

3.21. ∆u = 0, ∆v = f(v), функцiї vf ′, f ′, f — лiнiйно незaлeжнi:
R(χ), u∂u;

3.22. ∆u = eµv, ∆v = εev, µ �= 0: R(χ), 2(µ− 1)u∂u + 2∂v − x∂x;

3.23. ∆u = ev + εu, ∆v = γ: R(χ), u∂u + ∂v;

3.24. ∆u = v, ∆v = εev: R(χ), 2u∂u − 2∂v + x∂x − |x|2
2 ∂u;

3.25. ∆u = vµ, ∆v = εvν , µν �= 0, µ �= ν:
R(χ), 2(1 + µ− ν)u∂u + 2v∂v + (1− ν)x∂x;
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3.26. ∆u = f(v) + βu, ∆v = g(v), якщо вибранi функцiї f i g не
зводять систему до однiєї з перерахованих вище: R(χ),

де |x|2 = x2
1 + x2

2. У випадках 3.3, 3.15, 3.16 функцiя f = f(v) така,
що чотири функцiї vf ′, f ′, f , 1 — лiнiйно незaлeжнi.

Ciм’я 4 репрезентує системи вигляду (2) зi скiнченновимiрними МАI
розмiрностi 4, 5 та 6 (δ ∈ {0; 1}).

4.1. ∆u = εvµu, ∆v = εvµ+1, µ �= 0: 2v∂v − µx∂x, u∂u, v∂u;

4.2. ∆u = f(v)u, ∆v = f(v)v, vf ′ + C, f ′, f — лiнiйно незaлeжнi
при довiльно вибранiй C = const: u∂u, v∂u;

4.3. ∆u = εvµ(u+ ln v), ∆v = εvµ+1, µ �= 0:
4u∂u + 2v∂v − (2µ− 1)x∂x, v∂u + ∂v, ;

4.4. ∆u = εvµu+ vν+1, ∆v = εvν+1, µ �∈ {ν, ν ± 1, 0}:
2(1 + ν − µ)u∂u + 2v∂v − µx∂x, v∂u;

4.5. ∆u = C2ω
µv + C1ω

µ+1/2, ∆v = C2ω
µ, ω = v2/2− u,

(C1(2µ+ 1), C2µ) �= (0, 0), C2
1 + C2

2 = 1:
4u∂u + 2v∂v − (2µ− 1)x∂x, v∂u + ∂v;

4.6. ∆u = vµeδu/v(C2u + C1v), ∆v = vµeδu/vC2v, C2
1 + C2

2 = 1,
(δC1, δC2, µC1C2) �= (0, 0, 0): 2u∂u+2v∂v−µx∂x, 2v∂u− δx∂x;

4.7. ∆u = uµvνC1u, ∆v = uµvνC2v, (C1(µ + 1), C2µ) �= (0, 0),
(C1ν, C2(ν + 1)) �= (0, 0), (µ, ν) �= (0, 0), (µν,C1 − C2) �= (0, 0),
C2

1 + C2
2 = 1: 2u∂u − µx∂x, 2v∂v − νx∂x;

4.8. ∆u = (u2 + v2)µ/2eν arctan v/u(C1u− C2v), (µ, ν) �= (0, 0),
∆v = (u2 + v2)µ/2eν arctan v/u(C1v + C2u), C2

1 + C2
2 = 1:

2u∂u + 2v∂v − µx∂x, u∂v − v∂u − νx∂x;

4.9. ∆u = eδu/v(g(v)u+ f(v)), ∆v = eδu/vg(v)v: 2v∂u − δx∂x;

4.10. ∆u = eδu(g(ω)v + f(ω)), ∆v = eδug(ω), ω = v2/2− u:
2v∂u + 2∂v − δx∂x;

4.11. ∆u = vµ+1(γg(ω) ln v + f(ω)), ∆v = vµ+1g(ω), ω = u/v − γ ln v,
γ �= 0: 2u∂u + 2v∂u + γv∂u − µx∂x;

4.12. ∆u = uµf(ω)u, ∆v = uµg(ω), ω = v− lnu: 2u∂u+2∂v−µx∂x;
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4.13. ∆u = uµf(ω)u, ∆v = uµg(ω)v, ω = u−νv: 2u∂u+2ν∂v−µx∂x;

4.14. ∆u = eν arctan v/u(f(ω)u− g(ω)v),
∆v = eν arctan v/u(f(ω)v+g(ω)u), ω = ln(u2 +v2)−2µ arctan v/u:
u∂v − v∂u + µ(u∂u + v∂v)− νx∂x.
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